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Valészinliségszamitas cim{ konyve nemrég ‘(
jelent meg uj kiadasban. Most a Differencial- ;' |
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A sorozat konyveiben a szerz6k kézeépiskolai i

'BARCZY BARNABAS

o |
tanuloknak, féiskolai és egyetemi hallgatok- l DI
nak adnak példakat, ismertetnek kidolgozott 1 -

feladatokat. . Il
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A mi szerzdje a fejezetek elején roviden il
osszefoglalja azokat az alapvetd elméleti is- ﬂ
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* } :

mereteket, amelyek a feladatok megoldasa- ; il
hoz sziikségesek. Ezutan részletesen kidol- (
gozott gyakorlo feladatok kovetkeznek. ‘
Olvassuk el elészor a fejezet elejéen levo |
osszefoglalo részt! Ha az elméleti anyagot
mar felelevenitettitkk, kezdhetjiikk onalloan f

megoldani a gyakorloé feladatokat. A kapott {l \
eredményt és a megoldas menetét 6sszevet- '}{ j
hetjilkk a konyvben kozolttel. ‘
A konyvet elsésorban egyetemi és fdiskolai i &
hallgatoknak ajanljuk, valamint olyan kézép- )
iskolas diakoknak, akik a realtudomanyok il
teriiletén szeretnék folytatni tanulmanyaikat. ‘ \\
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Eldszé

Bdrmely konyv megirdsakor igen fontos feladat, hogy figye-
lembe vegyiik a kényv céljat és olvasdinak eloképzettségét;
ezek a szempontok ui. lényegesen befolydsoljdk a tdrgyaldsmo-
dot. Ez a konyv azok szamdra késziilt, akik a differencidlszami-
tds alapfogalmait egyénileg vagy eddigi tanulmdnyaik sordn mdr
elsajdtitottak; célja, hogy az Olvasé kiilonbizé példékon elsa-
jatitsa a differencidlasi eljards biztos kezelését és alkalmazdsat.

A fejezetek elején roviden — ismétlésnek, emlékeztetének szdnt
Jelleggel — Osszefoglaljuk azokat az alapveté elméleti tudnivald-
kat, amelyek nélkiil a feladatok nem oldhatok meg. Ezutdn kovet-
keznek a részletesen kidolgozott gyakorlo feladatok.

E felépitésbil kovetkezik a konyv célszerii olvasdsi médja.
Eloszor olvassuk el a fejezet elején az ésszefoglalé részt. Ha
az ott ismertetett elméleti anyagot mdr felelevenitettiik, a gya-
korlo feladatokat ondlléan kezdjiik megoldani. A kapott ered-
ményt és a megoldds menetét hasonlitsuk éssze a konyvben ko-
zolttel. Ha rossz eredményre jutottunk, akkor ajénlatos a hibdt
megkeresni, és sziikség esetén a tisztdzatlannak tiinG elméleti
anyagot ¢ megfelelé szakkonyvbsl dttanulmdnyozni (mieldtt
még ujabb feladat megoldasdval probdlkozndnk). Ha jo6
credményt kaptunk, de mds utat kévettiink, mint a konyvbeli
megoldds menete, akkor értékeljiik ki, melyik az egyszeriibb.
Ez a tovabbi péliddk megolddsa sordn hasznunkra lehet.

A konyv irdsa kozben nagyon sok segitséget kaptam a lektortdl,
Scharnitzky Viktortol. Eziiton is koszéném kozremitkodését,
ami nagyban hozzdjérult a kényv szinvonaldnak emeléséhez.

Az Olvasénak sok sikert kivdnok a példik megolddsdhoz. Ha
sikeriil elérnem, hogy megldssik a differencidlszdmitds érde-
kességét és hasznossdgat, akkor nem dolgoztam hidba.

Budapest, 1967. szeptember

Bdrczy Barnabds



I. FUGGVENYTANI ALAPFOGALMAK

1. A fiiggvény megadasi modjai

A differencidlszamitds egyik legfontosabb alkalmazdsi terii-
lete a fliggvények vizsgdlata. Ezért fontos a fiiggvénytan alap-
fogalmainak rovid dtismétlése.

E konyvben egyvaltozos, valos fiiggvényekkel foglalkozunk ;
tehdt mind az egyetlen fiiggetlen vdltozo, mind pedig a fiigg-
vényérték csak valds szdam lehet.

A fiiggvénykapcsolat definicidja: Az y mennyiség — a fiiggd
vdltozo — az x mennyiség — a fiiggetlen vdltozé — fiiggvénye,
ha x bdrmely szobajovo értékéhez y-nak egy vagy tobb meg-
hatdrozott értéke tartozik. Valamely fliggvény értelmezési tar-
tomanya azon értékek Osszessége, amelyeket x felvehet. Az ér-
telmezési tartomdny lehet pl. a valds szdmok Osszessége,. egy
vagy tobb szdmintervallum, az Gsszes egész szdm stb. Az y
értékek Osszességét, halmazdt értékkészletnek nevezziik.

A fiiggvénykapcsolatot legtobbszér értéktdbldzattal, gra-
fikonnal vagy formuldval adjuk meg. Egy mds megaddsi mod
az utasitds: jelentse pl. P(x) az x-nél kisebb primszdmok
szamdt, amit csak Osszeszdmoldssal tudunk meghatdrozni.
Pl. P(20,5)=8, mert a 20,5-nél kisebb primszdmok a kovet-
kezdk: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19.

E konyvben dltaldban formuldval megadott fiiggvényekkel
foglalkozunk, és bevezetésként ezek fobb tipusait tdrgyaljuk.

Formuldval adott fliggvény értelmezési tartomdnya azon
valos szdmok halmaza, amelyekre a formuldban kijelolt miive-
letek értelmezve vannak. Pl. y=1g x fiiggvény esetében a kap-
csolat csak x=>0-ra van értelmezve.

A formuldval adott fiiggvény alakja lehet explicit; ilyenkor
y mint x fliggvénye adott, vagyis az egyenléségjel egyik oldaldn
y dll, mig a mdsik oldalon csak x-et tartalmazé kifejezés van.
Jelolése: y=f(x). A fiiggvénykapcsolat akkor implicit alaku,
ha abbél y-t nem fejeztiik ki. Altaldnos alakja: F(x, y)=0.



Pl. explicit y = + Vr*—x?; implicit x*+y* = r®. Mindkét alak
ugyanazt a kapcsolatot irja le, az origé kézépponti és r su-
gari kort hatdrozza meg.

Megemlitjik még az Gn. paraméteres alakot is. Ilyenkor
x és y Osszetartozé értékei valamilyen harmadik mennyiség
(paraméter) segitségével adottak. JelSlése: x=x(t), y=y(t).
Az ugyanazon ¢ érték dltal meghatdrozott x és y értékek tar-
toznak oOssze. Ilyen tipusu fiiggvénymegaddst alkalmaznak
pl. sik-, ill. térbeli mozgdsok lefirdsdra a fizikdban, ilyenkor a
t paraméter az idSt jelenti.

2. Fiiggvények specialis tulajdonsagai

Valamely fiiggvény vizsgdlatdt és abrdzoldsdt nagyon meg-
konnyitheti, ha ismerjiik néhdny jellemzé tulajdonsdgdt. Ilyen
szempontbdl a kovetkezd tulajdonsdgokat emlitjiik meg:

a) Pdros fiiggvények. Valamely y= f(x) fiiggvény akkor
pdros, ha értelmezési tartomdnya barmely x értékére igaz,
hogy f(x)=f(—x). Ez az egyenl3ség geometriailag azt jelenti,
hogy a fiiggvény gorbéje szimmetrikus az Y-tengelyre (1. dbra).
Ilyen fiiggvény pl. y=x? y=cos x.

7o 1 2 3 X |, ibra

b) Pdratlan fiiggvények. Valamely y=f(x) fiiggvény akkor
paratlan, ha értelmezési tartomdnya barmely x értékére igaz,
hogy f(x) = —f(—x). Ez az egyenldség geometriailag azt
jelenti, hogy a fliggvény gorbéje szimmetrikus az origéra
(2. dbra). Ilyen fiiggvény pi. y=x3% y=sinx.

10
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c) Pgriodikus fliggvények. Valamely y=f(x) fiiggvé
pen(’)d.lkus, ha {negadhaté egy olyanyay>0fs(zé)m, ﬁ%;;ngzaé(rl:;{
r’ne'zlt(m tartomdny bdrmely x értékére és birmely egész k
;:arte ret .xglaz az fx)= f@c—l—ka) egyenlség. Ez geometriai-

g azt je enp, pogy a fiuggvény olyan gorbe vagy egyenes-
dflrabokkal ,abrazolhaté, amelyek ,,a” szakaszonként ismét-
lodnekﬂ (3. dbra). Az ,,0” szakaszt a fiiggvény periddusinak
nevezziik. Ilyen fiiggvények pl. a szogfiiggvények.

4
3
2
flx Ij flxea,
T Ao T X
a 3. abra

d) Korlatos fiiggvények. Valamely y=f(x) fiiggvé j
koflafos, ha megadhaté egy olyan M gézn, Iglggilnybgrlggf)f
x értékre f(x)>M. Az y=f(x) figgvény feliilrél korldtos, ha
megadhatf) egy olyan M szdm, hogy barmely x értékre Sf(x) <’M
I-ga egy fuggvepy alulrdl is és feliilrdl is korldtos, akkor kor-.
latosnak m"ondjuk. Ekkor megadhaté egy olyan zM >0 szdm
hogy a kovetkezd egyenlStlenség igaz: f(x)|< M. Alulréi

korldtos pl. y=x2, feliilrdl korlitos y = — x e i
vény pl. y=sin x. os y = —x2. Korldtos fiigg-

11



€) Monoton fiiggvények. Legyen az (a, b) szamkoz két tet-
szBleges helye x, és X,, tovdbbd x; <X,. AZ y= f(x) fiiggvényt
(a, b)-ben monoton nivekeddnek nevezziik, ha barmilyen x,-re
és x,-re f(x,)=f(x;); szigorian monoton névekedonek, ha
f(x) <f(xp); monoton csokkendnek, ha f(x) =f(x,); szigorian
monoton csokkenének, ha f(x;)>f(x,). Ha a fiiggvény teljes
értelmezési tartomdnydban monoton ndveked stb., akkor az
intervallum megaddsa nélkiil monoton novekedének stb. ne-
vezziik. Szigoraan monoton ndvekedé pl. y=x*; szigordan
monoton csokkend pl. y = —x3. A 4. dbrdn ldthato fiiggvény

i

X
0 e c d 4, abra

az (a, b) szdmkozben szigorian monoton novekedd, az (a, )
sz4mkozben monoton novekedd, a (b, d) szimkdzben monoton
csokkend, a (c, d) szdmkozben szigoruan monoton cs6kkend.

Az (a, b) intervallum lehet a fiiggvény teljes értelmezési tar-

tomdnya vagy annak egy része.

3. Inverz filggvénykapcsolat és inverz fiiggvény

Az y=f(x) fiiggvény kapcsolatot 4llapit meg az értelmezési
tartomdny x értékei és az értékkészlet y értékei kozott, vagyis
megadja, hogy adott x értékhez melyik — egy vagy tobb
— y érték tartozik. A hozzdrendelés azonban meg is fordit-
hatd, vagyis kérdezhetjiik, hogy adott y értékhez mely — egy
vagy tobb — x érték tartozik; ilyenkor az y=f(x) fiiggvény
inverz fiiggvénykapcsolatdrdl beszéliink, szokdsos jelolése:
x = f-1(y) = @(y). Az inverz kapcsolatot kifejezd fiiggvény

12

fiiggetlen vdltozéja az eredeti fiiggvé iggb vdltozoj
et 2 ggvény fiiggd vdltozoja, értel-
m b L1 g
diz:?l tartomdnya az eredeti fiiggvény értékkészlete és for-
A'z edc.iigieket példdn foglaljuk Sssze: legyen y = x2 az eredeti
fT un. direkt — fiiggvénykapcsolat; ekkor x = + Vy az inverz
kuggvgn):kapcsolat. Ha az Osszetartozé szdmpdrokat az X, Y
oordmatareg.dszerben ) dbrazoljuk, ekkor mindkét esett;en
ugyanazt a gorbét kapjuk (5. dbra). Ha x=3 vagy x = —3
akkor y=9; forditva ha y=9, akkor x = +3. ’

7]
- 9__X_=§~ ysxz
, 8k il
| 7t R
| sl |
| sk ;
l 4 -9
o\ o S
| 2t |
: ! 1} R [
. " L 1 | -~ X
3-2-1 0 123 5. &bra

Ha az inverz kapcsolatban a viltozd j
la a k ' tozokat felcseréljiik |
z‘:,ﬂtug ttxigget;?n valtcizot szokds szerint Wijra x-szel a;. l'lj, ftifghgac;

zot pedig y-nal jeloljiik, akkor az i Stt. fii
pedig y-nal k, gy kapott fiiggvé
?ezlcereq;:'tl fiiggvény {inverz fiiggvényének nevezziik. A v%i%toil:i);:
fel :;zc(:! :tsieéa; l:z)o-rdmata;engelyek felcserélését jelenti, s ekkor
Inverz fliggvény gérbéj =x s70 6
cgyenesre szimmetrikus. BEVRY EOrbéje az y=x subpfelezd
X Példdul az y_=. x? fiiggvény inverz fiiggvényét megkapjuk
a az x ==+Vy inverz kapcsolatban a viltozdk jelolését fel-
cseréljiik: y = + Vx (6. dbra).

13
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-3k : 6. abra

5z0kben ugy hatdroztuk meg az inverz.fﬁggven)ft,
hol;; ailzzrzgeti fiiggyvénybél kifejeztiik az x-et, majd’t:e};:(serel-
tilkk a valtozdkat. Forditva is eljérh_atunk: elobP Sserf:l_]u nlxle’gt
a vdltozékat és azutan fejezziik ki y-t. :Az e,lozo példa ’;e ]2(1-
ugy is megoldhato, hogy y=x2?-ben a valtozékat felcseréljiik:

x=)2, amib6l y==+Vx )
A}z inverz kapcsolat fogalma azert fon,tos, mert elofl());duh}h??:
hogy segitségével az Osszetartozo sz_?mpfirok konnye't:)al nE al fib
rozhaték meg, mint az eredeti f}lggven){k'apcsola.t . Egyé
alkalmazdsait a differencidlszamitdsban latjuk majd.

4, Osszetett fiiggvények

Osszetett fiiggvénynek nevezzi’i]g az “olyar'l fﬁggvenyt, :itt;xftli}é-
nek fiiggetlen vidltozdja egy mdsik fu'ggven)f ﬁxggv’cnyer em.
Az Osszetett fiiggvényt kozvetett fiiggvénynek is szqkas m?vezl”.

Az y=sin x? fliggvény Osszetett, mert' x megadasa' utlaull1 et G-
5z0r x? értékét kell meghatéroznpnk, és csak ezutdn lehet a
kapott szOg szinuszdt kiszdmitani. Az os§zetett fuggzcnytt:‘l{
véltozé bevezetésével (az 1ij vdltozora nézve) nem 0Ossze

14

figgvénnyé tudjuk 4talakitani. Most €zt az u=x? helyettesi-
téssel érjiikk el, ugyanis

yv=sin x2; u=x2
helyettesitéssel
y=sin u,

€Z u-ra nézve mdr nem Osszetett fiiggvény. Ezt a kévetkezs-
képpen jel6lhetjiik :

y=f{u(x)}.

TObbszorosen Gsszetett fuggvényekkel is taldlkozhatunk.
Tekintsiik pl. az y=sin? 3x fiiggvényt.

Hatdrozzuk meg a fiiggvényértéket valamely x, helyen!

ElGszor kiszdmitjuk 3x, értékét, ezutin meghatdrozzuk
sin 3x, értékét; majd ezt négyzetre emeljiik. Mint az eljardsbal
is ldthatd, a 3x az x-nek fiiggvénye, de a sin 3x-nek a fliggetlen
vdltozéja. A sin 3x pedig a sin® 3x fiiggetlen vdltozdja.

Az el6bbieket a kdvetkezd médon irhatjuk:

y=sin?3x; u=sin 3x; v=3x.
y=u?, ahol wu=sinp &s v=3x.

Az y tehdt u-nak , kézvetlen” fiiggvénye; v-nek mar (5, két-
szeresen™) Osszetett fiiggvénye, mig x-nek »hdromszorosan”
Osszetett fiiggvénye. Ezt a kovetkezSképpen jelolhetjiik :

y=f{ule(x)]).

Gyakorl6 feladatok

- ’ x ’ .o 7
1. y=sin? 3x. Hatirozzuk meg az x0=—lE-hoz tartoz6 fiiggvény-
értéket!
Az u=sin3x és p=13x helyettesitést alkalmazva:
n

-3 _ . T 1. 1y 1
v= TR u=sip—= y=|—| =

15



=Yx*+5. Hatdrozzuk meg a fiiggvény helyettesitési értékét az
X¢=2 helyen!

=Vu, ahol u=2x'+5; u(x)=us=4+5=9;

yo) =Yu=V9=

'23x—15 - _ en vett
3. y=lgV ~—4 . Hatarozzuk meg a fiiggvény xo =75 hely

iggvényértékét!
faesény 23x-15
y=Igu, ahol u=Yo & v= =4

23.5-15  on
v(xg) =0 = —5-4 =115-15=100;

u(oy) = o= Y100 =10; y(u)=1g10=1.

Teh4t y(xo)=1.
y—ig singcos 31 (Az adott fiiggvény négyszeresen oOsszetett.) Hatd-
rozzuk meg az x.=— helyhez tartozb fiiggvényértéket!

y=Ig u; u=sino; v=CO0Ss Z; z=13x;
3 x ®
2(x) =2e=35 =37

l-
2‘

w|a

0(20) = Do = COS

u(vg) = Uy = SiR -

N|-—

A sin —1- — mint tudjuk — azt jelenti, hogy a 0,5 radian nagysiga szOg
2

szinuszit kell meghatiroznunk. Mivel 1 radian = 57,3°, ezért 0,5 radién ~
~:28,65°.

U, = sin —;— = sin 28,65° = 0,4795.

y(ug) = 1g 0,4795 ~ 0,6808 —1 = —-0,3192.
Tehat y(x,) = —0,3192.

16

S. Elemi fiiggvények

A fiiggvényeket feloszthatjuk algebrai és transzcendens fiigg-
vényekre. Az algebrai fiiggvények kozé tartoznak a raciondlis
egész, raciondlis tortfiiggvények, valamint az algebrai irra-
ciondlis fiiggvények. A nem algebrai fiiggvényeket transz-
cendens fiiggvényeknek nevezziik.

A kovetkezokben néhdny fontos elemi algebrai, ill. transz-
cendens fiiggvényt adunk meg.

a) Raciondlis egész fiiggvények. A raciondlis egész fiiggvény
explicit alakjdban a fiiggetlen vdltozé csak 6sszeaddsban, ki-
vondsban, egész kitevdjii hatvdnyozisban szerepel. Altaldnos
alakja:

Y= aX"+ a1 x"" 14 ... +a,.

ay, ..., a, tetszéleges valés szdmok. Ha a, =0, akkor a fiigg-
vényt n-edfoki egész fiiggvénynek (jobb oldaldt n-edfoki
polinomnak) nevezziik.

Néhdny raciondlis egész fiiggvény:

Elsofoku fiiggvény (linedris fiiggvény): y = ax+b. Itt a=0
és b val6s szdmok. A fiiggvény képe egyenes (7. dbra). (Ha
a=0 — amikoris nulladfoki a fiiggvény —, akkor az egyenes

Y

=ux+h
a-tga)

A
a X 7. abra

—

4

az X-tengellyel parhuzamos, és az Y-tengelyt b ordindtdji
pontjdban metszi.) Ha b =0, akkor az egyenes az origén megy
it; ez a kapcsolat fejezi ki az egyenes ardnyossdgot.

2 Differencidlszimitas -



Madsodfoku fiiggvény: y = ax®+bx+c (a#0). A maspdj
foku fiigévényfkegge parabola. Ha a>0 (8. dbra), akkor szdrai
felfelé irdnyulnak; ha a<O (9. dbra), akkor lefele. lV!mdkét
esetben a parabola szimmetrikus egy, az Y-tengellyel pdrhuza-
mos szimmetriatengelyre.

Y
¢
i X
8. abra

"

+

7 -

9. abra
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A magasabbfoku raciondlis egész fiiggvényekkel csak a
feladatok megolddsa sordn foglalkozunk.

b) Raciondlis tortfiiggvények. Azokat a fiiggvényeket, ame-
lyek explicit alakjdban az el6bbieken kiviil a fiiggetlen véltozé
osztoként is szerepel, raciondlis tortfiiggvényeknek nevezziik.

A racionilis tortfiiggvények mindig felirhatok két raciondlis
egeész fuggvény hdnyadosaként, igy 4ltalinos alakjuk:

X"+ a, x4+ . +a,
= by X™ 4+ by x™ 14 .+ by

Ys

10. 4bra

a

X
(a<0) 11. 4bra

2e
19



Altaldban feltételezziik, hogy ebben az alakban mdr egyszerii-
siteni nem lehet. A legegyszeriibb raciondlis tortfiiggvény:

a

}’=;-

A fiiggvény képe hiperbola, amelynek tengelyei a koordindta-
rendszer szogfelezdi. (L. a 10. dbrdat a=0, ill. a 11. 4brat
a<0 esetén.) Ez a fiiggvénykapcsolat fejezi ki a forditott ard-
nyossdgot.

Specidlis raciondlis tortfiiggvény:
ax+b
cx+d

A linedris tortfiiggvény két els6foku fiiggvény hdnyadosa.

Mis tortfiiggvények vizsgdlatdval csak a gyakorlé feladatok
sordn foglalkozunk.

Linedris tortfiiggvény: y = (a #0; ¢ = 0).

c) Algebrai irraciondlis fiiggvények. Azokat a fiiggvényeket,
amelyek explicit egyszeriisitett alakjdban a fiiggetlen vditozo
az el6zdkon kivil gydkvondsban is elofordul, irraciondlis
fiiggvénynek nevezziik.

Néhény irraciondlis fiiggvény:

y=%xVax+b (a =0).

A fiiggvény képe az X-tengelyre szimmetrikus parabola.
(L. a 12. dbrdt a=0, ill. a 13. dbrdt a <0 esetén.)

y=+Vax*+bx+c (a#0).

" y=*vax-b

VE / (a > 0’)

-_b/ *

12. 4bra

13. abra

_A fuggvény gorbéjét ,,a” eldjele, valamint a gydkjel alatti
kifejezésbdl felirhato

ax*+bx+c =0

mdsodfoku egyenlet diszkrimindnsdnak eldjele donti el. Ha
a<0és D = b*—4ac > 0, akkor a gorbe ellipszis (14. 4bra).

Y
y=-vaxZbac”
- (a<0; D>0)
- A X
—
14. abra

Ha a=0 és D=0, akkor olyan hiperbola, amelynek valds
tengelye az X-tengely (15. dbra). Ha a>0 és D <0, akkor a
hiperbola val6s tengelye parhuzamos az Y-tengellyel (16. dbra).

3 10
’Az y = Vax®+bx+c; y=Vx® stb. fiiggvények is irracio-
ndlisak, de ezekkel most nem foglalkozunk.
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y=tVaxZ+bx+C’
(a>0;0>0)

N
2NN

15. abra
VA
Y= VaXTDXC
(a>0: <0)
- X
0 /
16. abra

d) Transzcendens fiiggvények. Most csak a legegyszeriibb
transzcendens fiiggvényeket ismertetjiik. )

Exponencidlis fiigguény. Altaldnos alakja: y=a*, ahol a=0
és a¢ l. ’ Is s ’ . -

A fiiggvény gorbéje a 17. dbrdn lithaté mind a<1, mind
a=1 esetre.

22

Y
y=a* y=-a*
(O<a<1) (a>1)
N ¢
0 17. abra

Az exponencialis fiiggvények koziil kitiintetett szerepe van
az y=e¢" fiiggvényrek, mert minden olyan jelenség lefrdsdra
haszndlhaté, amelynek sordn valamely mennyiség megvilto-
zasa mindenkor arianyos a mennyiség pillanatnyi értékével.
Pl. a baktériumok szimdnak novekedése ardnyos a baktériu-
mok szdmadval (feltételezve, hogy a szaporoddst semmi sem
gdtolja); a radioaktiv anyagokbdl elbomlé atomok szdma

y-ala>1)
y-x

y-/og,,x

18. abra

23



ardnyos a bomlasra képes atomok szdmdval stb. Itt e az
Euler-féle szam, értéke négy tizedesjegy pontossdggal: 2,7182.

Logaritmusfiiggvény. A logaritmusfiiggvény az exponencidlis
fiiggvény inverz fiiggvénye; y =a* inverz kapcsolata x=1log, y,
ebbdl a vadltozok felcserélésével kapjuk az ,,q@” alapa logarit-
musfiiggvényt: y=log, x.

Az y=e¢* figgvény inverz fiiggvénye az el6bbiek alapjan
‘y=log, x, amit igy irunk: y=Inx.

Az exponencidlis és a megfeleld logaritmusfiiggvény képe
(a=>1 esetben) a 18. abrdn lathato.

Trigonometrikus fiiggvények. A trigonometrikus fliiggvények-
ben a fliggetlen vdltozé valamely szogfiiggvénye szerepel.
A szogfiiggvények y=sin x (19. dbra); y=cos x (20. dbra);
y=tg x (21. dbra); y=ctg x (22. dbra).

A szogfiiggvények periodikusak, mert mindegyikre igaz,
hogy y(x) = y(x+k-2n). A tangensre és kotangensre mdr
y(x) = y(x+kn) is fennall.

A szogfiiggvények fiiggetlen vdltozdja a radidnban mért
szog.

1 y=sinx

19. abra

y-Ccos X

N

&

)
Nk

=
é
~j=

—~

2
Nl /
<
)

=

N

=

20. dbra

24

-2r _-‘221 by -X

=
Nl
)
Nl
=
NN~
Py
S¢

y=tgx

21. abra

Trigonometrikus fliggvények felhaszndlhatdk egyszeriibb
mechanikai és elektromos rezgések leirdsdra. Példdul a csilla-
pitatlan rezgdmozgdst végz6 rugé ¢ idSpontbeli kitérését meg-
ado fiiggvény y =4 sin o alaku. A viltakozé dramot, mint
az id6 fuggvényét, i=1,sin wr alaku fiiggvény irja le.

14
y=clgx
T T\ U x J X
a4\ § 2\ 2\
4
22. abra
25



Arkusz fiiggvények. Az irkusz fiiggvények a trigonometrikus
fiiggvények inverz fiiggvényei. Erdemes megjegyezni, hogy a
szinusz- és koszinuszfiiggvények folytonosak, de nem szigoriian
monoton fiiggvények, a tangens és kotangens viszont szigo-
ruan monoton fiiggvények, de nem folytonosak; mindnydjuk
inverz fiiggvénye tobbértékii. Az y=sin x fliggvény inverz
kapcsolata x =arc sin y; a vidltozokat felcserélve, az y =sin x
inverz fiiggvénye y=arc sin x (23. abra).

Nl

y=Arcsinx \y= Arccos x
X . X

I
/
/

[
x
/

y=arc sinx y=arccos x

23. 4bra 24. abra

A szinuszfiiggvény foértéke egy periodusanak inverz fiigg-
vénye, amely mdr szigorian monoton (. a 23. dbrdn vastag
vonallal jelolve). A foérték jele: y = Arc sin x.

26

Tehat pl. Arcsin0,5 azt a —% és +% kozé esé szoget

jelenti (radianban), amelynek szinusza 0,5, ez pedig a % radidn.

Hasonlé médon kapjuk a tobbi trigonometrikus fiiggvény
inverz fiiggvényét (csak a fGértéket firva): y=Arccos x
(24. abra); y=Arc tg x (25. dbra); y=Arc ctg x (26. dbra).

-

7 X

—

-y y-arclgx 25. abra
rd

T

—— X

~

4K
;\ Ny-arcelgx

———

= -
~—_
N,
\A 26. abra

27



Hiperbolikus figgvények. A hiperbolikus figgvények:

X_ ,—X e“+e” * . .
y=shx =~e—-2—e—-(27. dbra); y =chx= —7—(28- dbra);
Xy ,-X Y
x_e—* A e*te .
y=thx= SW (29. dbra); y =cthx = P (30. abra). ;
Y ST 17 3% X
6 -7
5t y=thx
4
I y-Sh X
21 29. abra 30. abra
1+
1 H 1 1 1 1 P x
32 4 f 123 Az egyes jelolések olvasdsa: ,,szinusz hiperbolikusz x” stb.
A ch x fiiggvény gorbéje az un. ,,ldncgérbe”. Elnevezését
-2 azért kapta, mert ilyen alakot vesz fel a két végén felfiiggesz-
-3k tett ldnc vagy kotél.
4l Areafiiggvények. Az areafiiggvények a hiperbolikus fiigg-
27. abra vények inverzei. Az y=sh x inverz kapcsolata x=arshy;
-5 az inverz fiiggvény y=ar sh x. Ugyanigy adédik y=ar ch x;
-6k y=arthx; y=arcthx.
Y
3k y=arshx
2k
7 L
1 [ | ! | 1 1 1 I X
-5 -4 -3 -7-1 723 4 95
_, -
2L
28. 4bra -3t 31. abra

29
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- N WX
T

" AN B L A A
-7_
| Y-archx 32, abra
Y
3
2
1
i X
g y-arthx
-2
- 33. abra
Y}
2._
1...
1
- 290 [z 3 4 X
_IN
-2r y=ar cthx
4l 34. ibra

Az areafiiggvények aldbbi logaritmikus alakjait a gyakorlo
felac!atok sordn hatdrozzuk meg: y=arsh x =In [x+ Vx2+1|
(31. dbra); y = archx = In(x+¥x*—1) (32. abra)

y=arthx ——2—ln 14x (33 dbra);y = arcthx—T In xii
(34. dbra).
30

Gyakorlé feladatok

1. y = 6x*—3x+2. Hatdrozzuk meg a fiiggvény értelmezési tarto-
ményat (Et) és értékkészletét (Ek.)!

Et.. —w < x <4, hiszen x nyilvinval6an tetszoleges valés szim
lehet. Mivel x? egyutlhato_pa pozitiv, ezért elég nagy abszolat értéki x
esetén y tetszOlegesen nagy pozitiv értéket felvehet (vagyis a parabola
szarai felfelé mutatnak); az értékkészlet legkisebb értékét ugy hatarozzuk
meg, hogy a parabola csiucsanak y koordinatijat kiszamitjuk. Ehhez az
adott masodfoku fiiggvényt reljes négyzerté alakitjuk &t:

1
y.=6x3—3x+2=6(x3—7x)+2=

o1 1y 5
=6|x——x+— 2——=6(x—— +l~=6(x—-—) 1=,
27716 16 4 8

1
A fliggvényérték akkor a legkisebb, ha x=—4— , mert ekkor az elso tag

0, barmely mas x értéket helyettesitve pedig pozitiv. Tehat a csucs koor-
5

1
dinatai: x=—; y=1—.
4’77

. 5
Ek.: 1 —=y<+o.
8
2. y = —3x*+6x—4. Hatiarozzuk meg a fuggvény értelmezési tarto-
manyat és értékkészletét!
Et.: —co <x~<+4eo.
Az értékkészletet az elobbi modon hatirozzuk meg:
y==-3(x*-2x)-4=-3(x*-2x+1)—-4+3=-3(x—-1)*—1.
A fliggvény tehat egy olyan parabola, amelynek tengelye parhuzamos az
Y-tengellyel és szirai lefelé mutatnak. A fiiggvénynek ott van maximuma,

ahol az elsd tag nulla; minden ennél kisebb fiiggvényértéket felvesz.
A csucspont koordinatai: x=1; y =—1.

Ek.: —o<y=-1

3. Hatirozzuk meg az y =
crtékkészletét! x—=
A fiiggvény képe hiperbola. Minden olyan x értékre értelimezett, amelyre
a nevezd nem nulla, tehat a 4 kivételével minden valos értéket felvehet;
tchat
Et.: x=4, vagy mis mo6don felirva —« < x <4, és 4 < x < +.

3 fiiggvény értelmezési tartomdnyat és
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Az értékkészletbe minden pozitiv és negativ szim beletartozik; ui.
v helyébe barmelyiket helyettesitve, a kapott egyenletbdl x hozzitartozé
értéke meghatirozhato. Viszont semmilyen véges x értékre sem lehet
y értéke nulla, hiszen a jobb oldalon ekkor egy nulldtdl kiilonb6z6 szamla-
16ja és véges nevezojii tort all. Tehat

Ek.: y=O0.
4. Hatirozzuk meg az y= ———— fiiggvény értelmezési tarto
manyat! x2+4x—21

A fiiggvény értelmezési tartominyahoz mindazok az x értékek tarto.
nak, amclyekre a nevezd nem nulla. A nevezd nullahelyeit megkapjuk, ha
az x*+4x—-21 = 0 egyenlet gyokeit meghatarozzuk.

—4+Y16+84 —4+10
2 T2 7

Xy, =

x=3; Xg=-7.
Tehat az értelmezési tartomany
Et.: x#3; x#=-17.

5. y =4V x+5. Hatarozzuk meg az értelmezési tartomdnyt és az
értékkészletet!

A fiiggvény irracionalis és kétértékii. Azon x értékekre van értelmezve,
amelyekre az x+5 = 0, ebbdl x = —5.

Et.: —5=x<+4e.

Az értékkészlet konnyen meghatirozhatd, mert x—< esetén |y~ <,
és a két ugyanazon x értékhez tartozé y érték mindig azonos nagysagu
és ellenkezo elojelii.

Ek.: —c0 < Y <400,

6. y=+¥(x—-6)(x+95). Bt. =? Ek. =? A fiiggvény ismét irracionalis,
a gyokjel alatt két elsofoku fliggvény szorzata van. Az értelmezési tarto-
mény azon x értékekbdl 4ll, amelyekre a szorzat mindkét tényezdje egyenld
eldjeld, ill. legalibb az egyik tényez6 nulla, mert ilyenkor 4ll a gyokjel
alatt nemnegativ szim!

Az értelmezési tartomdnyt grafikusan hatdrozzuk meg.

Megoldas:
Abrazoljuk az y = x—6 és y = x+5 fiiggvényeket, majd megillapit-

Jjuk az X-tengelyen azokat a szimkozoket, amelyekre az elobbiekben meg-
allapitott feltétel teljesiil (35. 4bra). Mint az abrabol 1athato:

Et.: —o<x=—-5 é 6=x-<-+o.

32

35. abra

A gyokiel alatti miiveletet elvégezve, y = + ¥ x*—x+30 adodik. A gyok-
jel alatti kifejezés minden nemnegativ értéket felvehet (a negativ értéknek
megfelelé x értékek nem tartoznak az értelmezési tartomanyba), tehat az
értékkészlet — a gyok + elojelét figyelembe véve — az Osszcs valds szam.

EK.: —o0o =y <o,
II. Megoldds: Abrazoljuk az Osszeszorzissal kapott y = x*—x+430

masodfoku fiiggvényt (36. abra). Ez nemnegativ, ha x = —5, és x=6.
Az értékkészlet most is az elobbi meggondolassal adodik.

36. 4bra

3 Differencidlszdmitas
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7. y=V¥Vx-3+F3—x. Et. =7 Ek. =7 A feladatot ugy oldjuk meg,
hogy meghatirozzuk Fx—3, ill. ¥3—x értelmezési tartomény4t; a kettd
koz0s része lesz a filggvény értelmezési tartoménya.

y1=¥x-3. Et: 3=x<+4o.

ya=V¥3—x. Ft: —o<x=3.

A két értelmezési tartominynak csak egy kozos pontja van, igy
Et.: x=3, és behelyettesitve ezt az értéket, Ek.: y=0.

8. y=lg(3+2x). Et. =? Fk. =? A logaritmus csak pozitiv szimokra
van értelmezve, igy csak a 3+2x > O értékekre értelmezett a fiiggvény:
3
34+2x>0; az egyenlotlenség Atrendezésével x > — 5

Et.: —— + oo,
> <x<

Mivel az argumentum az értelmezési tartomany x értékeire minden pozitiv
szdmot felvesz, ekozben a logaritmus értéke minden val6s szamot felvesz.
Tehat

Ek_; —o0 <y <-oo,

9. y=sinx. Et. =7 Ek. =? A fiiggvény periodikus. Periédusa: 2n.
A*37. &brardl leolvashatéan

Et.: —o<x<+4ew. Fk:—-l=y=+1.

37. &4bra

10. y=Igsinx. Ft. =? Fk. =? A figgvény periodikus, mivel a sin x
fiiggvény is az, de csak azokra az x értékekre van értelmezve, amelyekre
sin x>0. Tehat

Et: k2n<x<@k+1Dnr  (k egész szam).

34

Mivel sin x ezekben a tartomanyokban minden nullinil nagyobb, de
cgynél nem nagyobb értéket felvesz, és a O és 1 kozotti szdmok logarit-
musai —< és 0 kozott valtoznak, valamint In 1=0, tehat

Ek.: —=<yF0.

11. y= Et.=? Ek.=? A fuggvény periodikus (mert a cos x

1
Yeosx

az), de csak azon x értékekre van értelmezve, amelyekre cos x>0.
Et.: +2kr<x<— + 2k,
T2 2

Mivel cos x ezekben a tartomanyokban I-ig minden pozitiv szamot
felvesz, és a gyok ekkor szintén ilyen értékii, tehit a gyoknek csupan a
pozitiv elgjelét figyelembe véve

Ek.: I=y<-+eo.

12. y = ¥2—x+In x. Hatarozzuk meg a figgvény értelmezési tarto-
ményat! :

Legyen y; = ¥2—x és yy=In x; ezen fiigevények értelmezési tartoma-
nyanak ko6zos része lesz az eredeti fiiggvény értelmezési tartomdanya.

Et,.: x=2; Et;.: 0<x.

A kozos rész az X-tengelyen (vagyis az eredeti figgvény értelmezési
tartomanya):

Et.: 0<x=2.

13. y = Arcsin (2—x). Hatarozzuk meg a fuggvény értelmezési tarto-
manyat és értékkészletét! [A fiiggvény foérték (38. abra)]!

Y
Ve

_ /
2y ¢t
2

1 i .
g X
Ay =arcsingzy
o J 38. abra
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A feladatot inverz alakba irdssal konnyen megoldhatjuk.
2—-x=siny; x = 2-siny.

Most y-t tekintjiik fiiggetien valtozénak és meghatdrozzuk x maximalis
és minimdlis értékét. A siny+1 é —1 kozott valtozhat, igy X,ax=
=2+1=3 (hasiny =—1), és x,,;,n= 2—1=1 (ha sin y=1), vagyis a
fiiggvény értelmezési tartoménya

Lt:1=x=3.
Az értékkészlet pl. az 4brardl leolvasva:

Bk:-—=sy=_
G-y =rEo.

2

Mads esetben is eléfordulhat, hogy az el6bb vazolt modon
— az inverz értékkészletének meghatdrozdsa Utjdn —
dllapithatjuk meg az eredeti fiiggvény értelmezési tartomd-
nyat. Egyes esetekben — az analitikus geometria ismeretében
— grafikusan is meghatdrozhatjuk a fiiggvény értelmezési
tartomdnyat.

14. x*+)* =25. Bt. =1 Ek. =? A fiiggvény Osszetartozé pontjai
egy origh kozépponti és 5 egység sugari koron helyezkednek el. A kor
X-tengelyre bocsatott vetiilete a fiiggvény értelmezési tartomdinyit adja
meg, az Y-tengelyre bocsatott vetiilet pedig az értékkészletet (39. 4bra).

Et: -5=x=5; Fk.:-5=y=S5.

j X*+yt=25

-6 39. abra

36

15. 52 +3x2=15. Et.=? Ek.=?
Atrendezve az eredeti fiiggvényt:

52 3x* »
=1 T+ -1
15 15 3+5 1

A fiiggvénykapcsolat egy olyan (origé kozépponti) ellipszist hatdroz
meg, _ame}ynek tengelyei a koordinitatengelyekkel egybeesnek; ennek
az ellipszisnek a kis- és nagytengelye adja az értelmezési tartoményt,
Wl értékkészletet. ’

40. 4bra

- . . o
Mivel az ellipszis egyenletének 4ltaldnos alakja %+£ =1, ahol a a
nagytengely fele, és b a kistengely fele (40. abra), kapjuk:

d= V§, b = ;/3,
csért

Et: —¥VS=x=V5. Ek.:-V3sy=YV3.
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16. f—le. Et. =7 Fk.=?
25 16
1. Megoldads:

A figgvénykapcsolat hiperbolat hatiroz meg (41. dbra), amelynek
tengelyei a koordinatatengelyekkel egybeesnek és valos tengelye 10 egység.
képzetes tengelye 8 egység. Mivel

a=35; b=4, ezért
Et: —e<x=-5, é S=x-<+o, vagyis
Et.: Ix]=5.

Ek.: —o <y <-+oo.

o O & <

o

1
o
U .
\“’/
EN
|
! |
-~
o
> =
|N
S
il\

41. abra

1I. Megoldas:
A feladatot ugy is megoldjuk, hogy a fiiggvényt ex;l)lici't alalgra hozzuk,
majd meghatirozzuk értelmezési tartomanyét és értékkészletét.
— 4
{2_= il 25; y=%+—V¥x*-25.
16 25 5

A felirt irracionalis fliggvény értelmezési tartomanya

Et: [xI=5,

mivel ez esetben all a gyokjel alatt nemnegativ érték. 'Mi\{el a gyij'k min-
den valos értéket felvehet (a + elojelek figyelembevételével), tehat

Bk —m <y <o
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3
17. Hatarozzuk meg az y= 5¥x fiiggvény inverz figgvényét!
Irjuk fel az eredeti fiiggvényt inverz kapcsolatban, azaz fejezziik ki
vct y-nal:
3 ¥
=5¥x; =125x; x=-"—.
y=5Vx; »* 135

3
Most felcseréljiikk a valtozokat, és igy megkapjuk »=5Fx inverz fiigg-
vényét:

s

1
18. Hatarozzuk meg az y = 5 fiiggvény inverz fiiggvényét!
x—
Most — a valtozatossidg kedvéért — elobb cseréljiik fel a valtozokat
(igy megkapjuk az adott fiiggvény inverz fiiggvényét implicit alakban),

majd utdna hozzuk explicit alakra. Az y = fuggvény inverz fligg-

x-3
1
vénye: x = ——; ezt italakitva:
y—

1 1
y—5=—, vagyis y=—+5.
x x

19. Hatarozzuk meg az y=sh x fiiggvény inverz fiiggvényét!

x -

e~—e
y=shx= ——2-—- az eredeti fiuggvény. Ha ebben a valtozokat felcse-

éhuk, akkor megkapjuk az y=sh x fiiggvény inverz fiiggvényének implicit
alakjat; ez tehat

e]' —e -y
2
Ezt kell explicit alakra hoznunk:

X =

2x=e>—e"?)-e”;
2xe* = e —1;
e —2xe”—1=0;
cs masodfokir fiiggvény e’-ban. Tehat megoldasa

2xx¥4xt+4
c”=—-—-——7 =xt¥x*+1;

'e}‘rzx+yx’+l ;o ea=x—Yxt4 1.
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Az igy kapott exponencialis egyenletekbdl kell 3-t kifejezniink:.
m=InG+¥x+1), ill. y,=In(x-¥Yx2+1).
" Az y, semmilyen x-re sincs értelmezve, hiszen ¥x*+1 > x minden
x-re, és ezért az In utan 4ll6 kifejezés (argumentum) szintén minden x-re

negativ, igy logaritmusa nincs értelmezve.
A feladat egyetlen megoldasa tehat:

y=!n(x+Vx‘—'rl);
y=arshx=ln(x+}‘x‘+l).

20. Hatirozzuk meg az ar ch x fiiggvényt a ch x fiiggvénybdl!

e*+e ™

y=chx= , ebbdl az arch x inverz fiiggvény implicit alakja:

_e’te™
2
Ezt kell explicit alakra hoznunk:
2x=e>+e Y|-e”;
2xe® =e*+1;
e¥?—-2xe’+1=0;

ez ¢¥-ban masodfoka fiiggvény, melynek megoldasa

2x+Vaxr—4
e’=———2—=xil'x’——l ;

et=x+¥xt—1; er=x-Fx2-1.
Ezekbol y-t kifejezve:

n=h{x+¥xr-1), és y,=hn (x-¥Vx—1).

Az y, fuggvény értelmezési tartomanya x=1, ui. ekkor a gyokjel alatt
nemnegativ szim all, és igy x+¥x*—1 = 1. Az y, fiiggvény értelmezési
tartomanya x>1, ui. ekkor x—¥x2—1 > 0. Viszont x=1 esctben a loga-
ritmus argumentuma nulla, és erre a logaritmust nem értelmeztiik.
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Igazoljuk még, hogy y = In(x—Fx*—1) helyett y = —In(x+¥x*=1)
is irhat6. Alakitsuk at az y, = In (x—}x*—1) fuiggvényt:

=V (x+Vx2=1) _

x+}’x2—l

ya=ln(x-¥x—1)=In

n xXr—-xt+1
x+yx_?1

=1 =-In(Gx+yVx=1);

tchat az inverz fiiggvény

y=archx=In(x+Vx—1)=+mIn (x+Vx—1)
alakban is irhato.
21. Hatdrozzuk meg a th x fiiggvény inverz fiiggvényét és értelmczési
tartomanyat!

x -x

e —e
e*te~>"

A flggvény inverz filiggvénye implicit alakban:

y=thx=

e)’_e—)
x= m (e¥+e™?);
xe’+xe Y=e"—e"¥|-e;
xe¥tx=e¥-1;

e¥(l—x)=1+x;

Vagyis az inverz fiiggvény

y=arthx=In I/ lic
1—x

. l-':ekn fliggvény értelmezési tartomanyat a kovetkezd egyenlotlenségbol
apjuk:

I+x
—>0.
1-x
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A feladatot grafikusan oldjuk meg (42. dbra). Felrajzoljuk az y = l+x§
és az y = 1—x egyenest. Mint az abrab6l leolvashatd, az értelmezési
tartomany:

Et.:—1<x<]1,

ui. itt mindkét egyenes elbjele egyezd, ezen a tartominyon kiviil pedig
az egyik pozitiv, a masik negativ.

{ ”% [ 42. 4bra

Az értelmezési tartomany tehat a —1 és +1 kozé esd §zakasz. A -1
pontra az In jel mogott 0 4ll, a +1 pontban a tort nevezdje 0, tehit ezek
nem tartoznak az értelmezési tartomdnyhoz.

22. Hatirozzuk meg az y=cth x fiiggvény inverz fiiggvényét!
. . e +e™™
y=olax=-—_——.
e*—e
Az inverz fiiggvény implicit alakban:
x=:—z_i—:—£ (e?—e™?);
xe¥—xe Y =e+e Y|-e”;
xe¥” -x=e¥+1;
er(x—-1)=x+1;
x+1

eV = .
x—1
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Mindkét oldal logaritmusit véve:

2y=1In s
r _1
chbdl
_ llnx+l—ln x+1
Y= = x—1’
tchat
y=arcthx=1In ﬂ_—l—.
x—1

A ﬁig_gvény értelmezési tartomanyat grafikusan hatirozzuk meg (43.
abra). Mint az az 4brabol lathatd, a gyokjel alatti kifejezés akkor pozitiv,

43. abra

ha |x|>1. Ha x = +1, akkor a tort nevezoje O; ha x = —1, akkor a szim-
1416, ezzel egyiitt a logaritmus argumentuma 0, ezért a +1 pontok mar
ncm tartoznak az értelmezési tartomanyhoz. Vagyis az értelmezési tar-
tominy az 1-nél nagyobb abszolut értékii szamok halmaza.
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II. A HATARERTEK ELMELETE

1. Szamsorozat hatarértéke

Szdmsorozat ugy keletkezik, hogy minden természetes szém-
hoz — novekvd sorrendben — egy-egy szdmot rendeliink.
Az egyes szdmokat a sorozat tagjainak nevezz_iik, és a,, a,, ...,
a,, ... betiikkel jeloljik. Az index azt mutatja,'hogy a tagot
melyik egész szdimhoz rendeltiik; pl. a5 az 5 sz?mhoz rendelt
tag. A sorozat minden tagjinak megfelel a szamegyenes egy
pontja, igy minden szémsorozathoz tartozik egy pontsorozat
a szamegyenesen.

Néhdny szamsorozat:

1,3,5,7, ..., dltaldnosan a, = 2n—1;
1
1,4,4,4, ..., dltaldinosan 4=

1,4,9, 16, ..., dltaldnosan a,=n>
A sorozatokat megadhatjuk a kdvetkez6 moédon:

a) Altaldnos taggal. Az el6bbi sorozatok képzési sz’abzilya
egy-egy olyan formula, amelybdl az n szdm ismeretében a
sorozat n-edik tagja, a, kiszdmithato.

b) Rekurziéval. Rekurziéval igy adunk meg egy sorogagot,
hogy eldirjuk, hogyan kell a sorozat bairmely‘tag)at az eldz6ek
ismeretében kiszdmitani. Példdul megadhatjuk, hogy a,=8;
an + a,-1 .

2 3
8, 12, 10, 11, 10,5, ... .

¢) Utasitdassal. Utasitdssal ugy aglunk meg egy sorozatot,

hogy széban elbirjuk a sorozat n-edik tagjdnak meghatdrozasi

a,=12¢és a4, = vagyis a sorozat els6 néhdny tagja

. . |
médjit. Pl.: ,,Legyen a sorozat n-edik tagja az 7 végtelen

szakaszos tizedestort n tizedesjegyig szdmitott értéke.” Mads
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példa ,,A sorozat n-edik tagja a ¥3 irraciondlis szim n tizedes-
jegyig szamitott értéke”.

Valamely sorozatot akkor neveziink szigoriian monoton néve-
kedének, ha bdrmely tagja az el6z6nél nagyobb. Jeldlés:
4,41 >a,. Valamely sorozat akkor szigoriian monoton csik-
kené, ha barmely tagja az el6z6nél kisebb. Jelolés: a,,, < a,.

PL.: 1,2,3,..., a természetes szdmok sorozata, szigortian
monoton novekedd. Ezzel szemben 1,1,1, ..., a természe-
tes szdmok reciprokabol képezett sorozat, szigoriian monoton
csokkend. Ha az egyenl3séget is megengedjiik, akkor a sorozat
monoton névekvd, ill. monoton csékkens. Pl.: monoton nove-
kedo az 1,2,2,3,3,3,4,4,4, 4, ... sorozat.

Valamely sorozatot akkor neveziink korldtosnak, ha van
olyan M >0 szdm, amelyre igaz, hogy a sorozat bdrmely
tagjdnak abszolit értéke kisebb, mint a M szim. Jelolés:
la,| <M bdrmely n-re.

Torléddsi pontnak nevezziik a szdmegyenes azon pontjdt,
amelynek tetszSlegesen kis kornyezetében a sorozatnak végte-
len sok tagja van. Egy sorozatnak lehet egy vagy tobb torléddsi
pontja, esetleg nincs torldddsi pontja. Példgul

a) V2 tizedestort alakjdbol képezziik az aldbbi sorozatot:
1,4,1,41,1,414, ... . A sorozatnak csak egy torléddsi pontja
van, mégpedig éppen V2 értéke.

b) l,—:-, 2,%, 3, %, ... . A sorozatnak egy torloddsi pontja
van (ez a zérus), de a sorozat nem korldtos.

c) 0,9, —0,99, 0,999, —0,9999, ... . A sorozatnak két torlo-
ddsi pontja van, ezek +1 és —1.

d) 1,2,3,4, ... . A természetes szamokbél alkotott sorozat-
nak nincs a végesben torléddsi pontja.

Valamely sorozat akkor konvergens, ha korldtos és csak
cgyetlen torlodasi pontja van, melyet ekkor a sorozat hatdr-
drtékének neveziink. Ezt igy is megfogalmazhatjuk: Valamely
sorozat akkor konvergens, mégpedig az A4 véges hatirértékhez
konvergdl, ha birmely adott £ >0-hoz (¢ tetszélegesen kicsiny
pozitiv szim lehet) mindig taldlhat6 egy olyan — e-tdl fiiggs
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— N=N(g) szdm, hogy n> N esetén |4 —a,} < &. Ezt az aldbbi
médon jeloljiik:
lim g, = A.

Valamely sorozat divergens, ha tébb torléddsi pontja van,
ha nincs torldddsi pontja, vagy ha egy torléddsi pontja van
ugyan, de nem korldtos. Ilyenek voltak a &), ¢) és d) alatti
sorozatok.

Ha n—o esetben q, >, akkor azt szokds mondani, hogy
hatdrértéke + .

Jelolés: lim a, = oo.

Ha n — <o esetben g, -~ — o, akkor azt szokas mondani, hogy
hatirértéke — co.

Jelolés: lim a, = —oo.

n—oco

Az egyes tipusokat a gyakorlo feladatok megolddsakor
targyaljuk.

Elészor olyan sorozatok hatdrértékét szdémitjuk majd ki,
amelyek 4ltaldnos tagja raciondlis tortkifejezés. Az ilyen tipusi
sorozat hatdrértékét a kovetkez0 modon hatdrozzuk meg:
Megdllapitjuk a szdmldld és nevezd fokszamdt. Osztjuk a
szamldlot és a nevezdt a kisebb fokszamit taggal, igy hatdroz-
hatjuk meg, hogy a szdmldléban, ill. nevezében mely tagok
hanyagolhatdk el. Eredményiil azt kapjuk, hogy ha a szdmidlé
magasabb fokd, mint a nevezd, akkor a sorozat divergens.
Ha a két fokszdm megegyezik, akkor konvergens és hatdr-
értéke a legmagasabb foku tagok egyiitthatéinak hdnyadosdval
egyenld. Ha a nevezd fokszima nagyobb, mint a szamldloé,
akkor konvergens és hatdrértéke nuila. (Ezeket az allitdsokat
a gyakorld feladatok szdmitdsa sordn beldtjuk.)

Szamitdsaink sordn a kovetkezd — sorozatok hatdrértékére
vonatkozé — tételeket haszndljuk fel:

. A e reras. 4 . .
a) lim — =0. Ha a sorozat szdmldléja dllando, nevezoje

n-»o00
pedig n novelésével végtelenhez tart, akkor a sorozat hatar-
értéke nulla.
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b)Ha lima, =4, é limb, = B,

n—soo n—toco

vagyis az eg)fik sorozat az A véges szdmhoz, a mdsik sorozat
pedig a B véges szimhoz tart, akkor

’!1_{2 (@,+b)=A+B; lima,b, = AB;

ha B0, akkor ezen kiviil

k k
.4, A . a,) k
lim 2= ~; lim|-2* -4 ; lim gﬂ://_Z
nse b B’ ase b, B neeo f b, B’
Gyakorl6 feladatok
3n—-2
1. a,= ; lima, =? A szamlilo és nevezd egyarint elséfoki,

fl n—»oco
tchit a sorozat konvergens. Osszuk el a szamlalot és nevezdt n-nel!

. 3n-2 . 2 2
lim —— = lim (3——]:3, mert lim —=0.

n-soo n R—oco

n n—oco H
2 a4y ?
T T s LT
4
m(z—— 22
im =% _ fim ?) ~
nooo S —21% oo 2) nem 2
n’(S——) s—=
H n
, 4
.42 s
Lathaté, hogy lim — és lim — egyarant 0, ezért lim — — 2> .
n—»oo n—oco N n—oo 2 5
Si—2 B
3. = lim a,=? A szamlilo fokszdma eggyel nagyobb,

a,= N
3n+1  paeo

mint a nevezd€! Osszuk végig a szamlalot is és a nevezot is n-nel!

Sn——
Sn*— B n
= lim
n-»oo 3Il+l a—-+00 1
3+—
n
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n+x R

2 1
Léthaté, hogy lim —=0 és lim — =0, fgy
n—oco N

. . Sn
lim g, = lim —

n-+co

<,
n—vo~

— 4+ 5

4. a,-= N
S5 —2n

n—+wo

hetd az »2, amellyel a szamlélot és a nevezit is végigoszthatjuk:

5 S
2l —4+— ¢ 44—
—4n* 45 n? . nt
m = him = lim ——

nooe SP—20  nao 2 nsco 2
nysn—— St ——

n n

.5
Mivel lm —=

2
72—-0, és lim —

= Q, ezért
n-ree noo H
3
—-4-1”—“
. il‘ . -
lim —— = fim —=0
n-scc 2 noco N
Sn——

Most olyan tortekkel foglalkozunk, amelyekben az » irracionalis kifeje-
zése fordul elo.

3
Y42+ 3n

5 a,= ; lim a,=? Kiemeliink a szamlalobol és nevezo-
n+2 n—co
bol n-et, majd egyszeriisitank :
3 3
4 3 4 3
I
n . n o n
lim 5 = lim 3
n-—+co l + -—) n-—+oco l J| “
n n

3 o2

Mivel lim —=0; lim — =0; lim — =0, ezért

n—oo H n-roo N° n—oo N
3

3
13
L]

I

)
N
S
Y
.—]c
[}
e
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lim a,=? A nevezd fokszdma a nagyobb, kiemel-

Ebben a példiban ugyanis a szimlalé fokszima % , anevezoé 1, tehat az
utébbi a magasabb.

Yre¥se .
6. a,= P lim g, =? Kicmeliink a szimiiléban és a neve-
) Vo—az "7
+0ben n-et, majd egyszeriisitiink :

. nfa+s . VYn+5
lim 3 = lim 3 .
n-roco n-oo
AY1-2 l/l_i
n n
. . 4
Mivel lim — =0, ezért
n-»oco
. Yn+5
lim ————— = lim V45 = .
nsoe 3 n-»oco
_a
n

. 3
Itt ui. a szamlalé fokszdma > a nevezté %: 1, és igy a szAmlalé fok-
szfima a nevez3¢énél magyobb, ezért a hatérérték valoban csak o lehet.
s
7. a Yan*+2n

3 ; lim a,=? A szAmlal6 és nevezd fokszdma meg-
_ Vsw—6n "7
cgyezik.
3 3
tim Van?+2n  lim 4n*+2n

n—»>oco 'm n—eo 5”’_6”-

A gyokijel alatti kifejezés hatirértéke: lim
deti sorozat hatarértéke:

3 3
. 4n*+2n 1/ 4
im [ =V 5 -

Differencialszdmités

4n®+2n

4
o Swen 5 B e

4

49



Y3 +2+V2n
. a, =——4——————; lim a,=7? A szimlal6b6l és nevezobol ki

Yietn—n

emeliink n-et, majd egyszerisitiink:

V324V
lim =

Im
4

= Yetn-n T Vl—‘l
nlf —+——n
n n

n »n

lim —=0; lim —=0; Ilim—=0; lm —=0,
n—soo n—sos N n—oo n—rocc R
és igy
3 2 2
o 2 Ve .
. T

T Vﬁ_,
n n

Ebben a példaban ui. a szamlal6 és nevezd egyarant elsdfoki, a megfeleld
egyiitthatok pedig V3, ill. —1.

9. a,=Vn*+1-un; lima,=? A sorozat n-edik tagjat megad6 képlet
n—»oo

mindkét tagja végtelenhez tart és igy formadlisan a oo —< hatarozatlan

értékét kellene kiszamitanunk, de ezt kozvetleniil nem tudjuk, mert ez

egyarant lehet nulla, véges nemnulla és végtelen. A feladatot ugy oldjuk

meg, hogy az (a+b) (a—b) = a*—b* ismert Osszefliggés felhasznalasaval

a szamlaloban a gyokos tagot kikiiszoboljikk. E célbol a kifejezést szo-

rozzuk és osztjuk (¥ 721+ n)-nel.
Yeet1—n)(Y2+1+n
lim (Vn*-;— —n)= lim ( )( )=
n—»oo

n-sco n*+1+n

w+1—n? i 1
= lim =0,

= lim
nseof@t14+n e fni+l+n

ui. a szamlalo 1, a nevezd pedig n névekedtével végtelenhez tart.
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10, a,=¥5n*+1—n; lima,=?

R0
Most a szamlalot és a nevezdt (F5#2+ 1+ n)-nel szorozzuk:

(5 +1-n) (S +1+n)

lim (S~ 1—a)= lim

Linded Lind ¥5n*+1+n
o X 4n*+1
= lim =1 5

nsoo Y5ty i4n  noeo Ys*+1+n

n-t kiemelve, majd egyszerisitve:

1 1
H(4ﬂ+;} 4n+—

Im ——— = {im " i An
+1

. : = lim Vs
I 1 n-—soo 1 n—o f§
n'/ 5+n2+n l/5+;2+l

1. a,=V9+27—1-3u; lim a,=?

n—oco

lim (Yo +2n—1-3n) =

A—oo

im (Yorr+2n—1-3n) (YO* + 2n—1 +3n)

Lindad Y9n*+2n—1+3n
. W2 —1-97 2n—1
= lim li

= lim =
nso YO 1 2n—143n n—e YOP 4+ 2n—1+3n

2. Fiiggvény hatarértéke

Az eddig vizsgdlt sorozatok olyan fiiggvényekként értelmez-
hetdk, amelyek argumentuma (fiiggetlen vdltozéja) csak egész
¢rickeket vehet fel; a fiiggvénykapcsolat ekkor f(n)=a,. Azt
vissgdltuk, hogy mihez tart a fiiggvényértékek sorozata, midon

'y
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a fiiggetlen véltozo a pozitiv egész szimokon 4t tart a végtelen-
hez.

Most folytonosan vdltozé argumentumu fiiggvényekkel fog-
lalkozunk, amelyek értelmezési tartomdnya vagy a teljes szim-
egyenes, vagy annak egy része. )

Fiiggvény hatdrértéke. Valamely y =f(x) fiiggvény hatdrértéke
az x=a helyen az A szdm, ha barmely az x =a helyhez konver-

gilo x,, X,, X3, ... abszcisszasorozatot vdlasztva, a megfelel6

fiiggvényértékek sorozata az 4 szdmhoz konverg_él. Az eléb-
bieket igy is mondhatjuk: Ha nlilg Xx,=a esetén ,115‘0 f(x)=A4,
akkor a fiiggvénynek az x =a helyen van hatdrértéke, és ez az
A szdm. Ennek rovid jelolése: }:l_{na f(x)=A.

Megjegyzés: A figgvénynek nem kell értelmezve lennie az
x=a helyen ahhoz, hogy itt hatdrértéke legyen. Az A szdm
lehet véges, ill. végtelen.

Véges hatdrérték 1étezésének sziikséges és elégséges feltétele:
Az y=f(x) fiiggvény hatdrértéke az x=a helyen a véges
A szdm, ba bdrmely kis ¢>0 szdimhoz megadhaté az ,,a”
hely egy olyan & sugara kornyezete, hogy |f(x,)—A4| <,
valahdnyszor |x,—a| < 6. (Nem haszndltuk fel azt, hogy az
»a” hely az y=f(x) fiiggvény értelmezési tartomdnydhoz
tartozik!)

Baloldali hatdrérték. Tartozzék az y =f(x) fiiggvény értelme-
zési tartomdnydhoz valamilyen a—¢ = x < a intervallum.
A fiiggvény baloldali hatdrértéke az a helyen az az 4 szdm,
amelyhez a fiiggvényértékek sorozata tart, midon a fiiggetlen
viltozé a-nil kisebb szdmokon keresztiil birhogyan is tart
az ,,a”-hoz, vagyis részletesen kiirva, ha ng> esetén x, ~a—0,
és f(x,)~A, akkor az A szdm az y=f(x) fuggvény x=a
helyhez tartozé baloldali hatdrértéke. Ennek szokdsos rovid
jelolése:

limof(x) = A.

Hasonlé a jobboldali hatdrérték definicidja is.

Jelolés: x—létlll-}-o f(x) = A.

52

Megjegyzés: A két hatdrértéknek nem kell megegyeznie! Ha
aronban megegyeznek, akkor értékiik egyittal a fiiggvény
hatdrértéke is.

Végtelen hatdrérték. Valamely y=f(x) fiiggvény hatdrértéke
az. x=a helyen + oo, ha barmely ,,a”” helyhez tarté abszcissza-
sorozatra igaz, hogy ,!LIE X, =a esetén '!Lm f(x,)=oco.

Jelolés: lim f(x) = oo.

Hasonlé mddon definidljuk a -- - hatdrértéket is.

Jelolés:  limf(x) = — oo

Megjegyzés: A bal- és jobboldali hatdrérték ugyancsak lehet
{-oo vagy —eo, és nem kell megegyeznidk.

Fiiggvény hatdrértéke a végtelenben. Valamely y =f(x) fiigg-
vény hatdrértéke a + --ben az 4 szdm, ha bdrmely végtelen-
hez. tarté abszcisszasorozat esetén az ordindtik sorozata A-hoz
tart. Vagyis ha ,!EE, X, =oo, €8 '!1_’1{1“ f(x,)=A4, akkor a fiigg-
vény hatdrértéke. a 4 co-ben az A4 sziam.

Jelolés: lim f(x) = A.

Hasonlé a definicié, ha a fiiggvény hatdrértékét a — oo-ben
akarjuk meghatdrozni, csak ilyenkor az abszcisszdk sorozatdt
gy kell megvalasztanunk, hogy lim x, = — < legyen.

n—+oo

Jelolés:  lim f(x) = 4.

Fiiggvény folytonossdga. Valamely y = f(x) fiiggvény az x =a
helyen folytonos, ha az ,,a” hely a fiiggvény értelmezési tarto-
mdnydhoz tartozik és linz f(x)=f(a), vagyis, ha az ,,a” helyen
a figgvénynek van hatdrértéke, és ez megegyezik a helyet-
tesitési érté€kével. Birmely mds esetben a fiiggvény nem foly-
tonos.

Egy fiiggvény akkor folytonos valamely a-tl b-ig terjedo
intervallumban, ha annak minden pontjiban folytonos. Az
olyan fiiggvényt, amely a szdmegyenes minden pontjiban
folytonos, mindeniitt folytonos fiiggvénynek nevezziik. Ilyenek
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pl. a raciondlis egész fiiggvények, az exponencialis fiiggvények,
a szinusz- és koszinuszfiiggvény stb.
Az y=f(x) fiiggvénynek pdlusa van az y=a helyen, ha
bal- vagy jobboldali hatdrértéke, vagy mindkettd + oo vagy
Megsziintetheté szakaddsa van az y=f(x) fiiggvénynek az
x=ahelyen, ha a-ban létezik véges hatdrértéke, de az vagy nem

egyezik meg az f(a) fiiggvényértékkel, vagy az a helyen a figg-

vény nincs is értelmezve.
Legyenek f(x) és g(x) olyan fiiggvények, amelyeknek az
x=a helyen van hatdrértékiik és az véges szdm, vagyis
Emf(x) = A4 és limg(x) = B.
A két fiiggvény Osszegének és kiilonbségének hatdrértéke
az x=a helyen:

lim [f(x)+g(x)j = A+ B.
A két fiiggvény szorzatdnak hatdrértéke az x=a helyen:
lim f(x)-g(x) = AB.

A két filggvény hdnyadosdnak hatdrértéke (feltételezve, hogy
az oszté hatdrértéke nem nulla):

im/® _ 4 (o)

lim~—F% = —
x~ag(x) B

A gyakorl6 feladatok megolddsa sordn sokszor felhasznal-
juk azt, hogy ha egy tort szdmldldja és nevezdje azonos kifeje-
zés, akkor értékilk az értelmezési tartomdnyban azonosan
egy, tehdt hatdrértékiikk minden pontban szintén 1.

. X—a . 0 £ ez
Pl.: lim =1, bdrmely ,,a” értékre.

x—a X—da

A kovetkezBkben olyan feladatokkal foglalkozunk, ame-
lyekben egy tortkifejezés valamely x helyen nincs értelmezve,
mert behelyettesitéssel hatdrozatlan értéket ad. llyenkor az
eredeti fiiggvényt olyan fiiggvénnyé alakitjuk dt, amely e hely
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kivételével mindeniitt megegyezik az eredetivel, de amelynek
csen a h?lyen mdr van helyettesitési értéke, és ez egyenls az
eredeti fiiggvény hatdrértékével.

Gyakorlé feladatok

. lim 3xt+ 242 0 i . i
s e =1? A felirt racionalis tortfiiggvénynek az x =0

helyen nincs helyettesitési értéke, mert nevezbje nulla.
3x%+ 2x? . x2(3x2+2)

m— = im —
x=0 XB+3a3+2xt  xLox*(FP+3x+2)

Kicmeltik a szdmlalé és nevezd legna 020 ojat, i ¢
cmels gyobb kozos osztojat, igy két
tortfuggvény szorzata hatdrértékének kiszimitasa lesz a felajdat. &

Coxt . 342 242

hm —- lim = lim X2 =

x-.ox“ x-,014+3x+2 x-0 x‘+3x+2 :

. Xt

Mivel ’I:m:) — =1, ezért a szorzat hatarértékét a masodik tényezd hatar-
drtéke hatérgm meg. A misodik tényezd eleget tesz azoknak a kovetel-
ménycknek is, amelycket a keresett fiiggvénnyel szemben felallitottunk.
t 7t az elvet alkalmazzuk a tovabbi példdk megoldasakor is.

A feladat x'ncgoldzi§a sordn sehol sem kellett felhaszndlnunk,
hogy x balrél vagy jobbrdl tart-e nulldhoz; ezért kdzvetleniil
u hatdrértéket kaptuk.

2 fim 6x*+3x2+5x 0 0
. e awi7e -=7? Az x = 0 helyen behelyettesitéssel a r ha-
tarozatlan kifejezés adodik. Ezért a hatarértéket keressiik ezen a helyen;

; 6x*+3x2+ 5x i x(6x*+3x+5)
_—im—mm
x-0 4x3+7x2 x-»0 x(4x2+7x)

. x .
Mivel ¥ minden x-re 1, tehat hatarértéke is az;

lim 6x*+3x+5 . .
lim — = oo, mivel il_r’r:’ (6x3+3x+5)=35,

és lim (4x*+7x)=0.
x-90
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- 0
3. tim 2% ¥S _ 5 A helyettesitési érték az x = 2 helyen aba
x-+2 X*+3x—10

tarozatlan kifejezés. A szAmlal6é és nevezd egyarant méisodfoki, igy szor-
zatta alakithat6:

*—5x+6=(x-2)(x-3), ill
x2+3x—10=(x—-2)(x+5).

o BoSEHE L G-)(e=3)
x-2 32+3x—10 xo2 (x—2)(x+5)

- -3 1 1
= lim ~ 2-limx——=l-(——)=‘—-
x»2X—2 x+2X+5

NTHx=V5%—1 _ ) Eisszor a helyettesitési értékeket hats-

lim
=2 f6x+4— Yexta—Vixt2
rozzuk meg.

A szamlalé: Y7+2-Y10—1=3-3=0.
A nevezd: Y12+4—V14+2=4-4=0.
Bovitjiik a tortet a (Y 7+x+V5x—1) (Y 6x+4+V7x+2) kifejezéssel:
T2 V5x=DUT+x+V5x- D 6x+4+V7x+2) _

=2 (Yox+4—VTx+2)(V6x+4+VTx+2) (Y T+x+V5x—1)

T+x—5x+1 V6x+4+V7x+2
x-+36x+4—Tx—2 V7+_JE+V5J¢-1

—4x+8 _ Véx+4+VTx+2
m .

= .1 —
x+3 —x+2 *2 YT4x+¥5x—1
Felhasznaltuk, hogy a szorzat hatdrértéke a tényezdk hatirértékének
szorzataval egyenlo:

—4x=2) Yéx+a+VTx+2 _gAra 21

x—2 —1(x—2) x-2 }’7+x+!’5x 1

4.

3+3 6 3

i V3V helyettesitési érték az x = 0 helyen a
x-+0 x

—::— hat4rozatlan kifejezés.:

5.
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Gyoktelenitjik a szamlalot:

L i e V0 A8 O W
o0 x X6 x(V5+¥5—x12)
— lim 5—-5+x—x? — lim x—x
0 x(Y5+V5=x+x%) x0 x(V3+V5—xta)
= lim x(1-x) — lim 1—x _
x-0 x(l’5+m) 0 ¥54+¥5 _xix
_ 1 ¥
_—2—}/?-.3.

. x . 0
6. lim ————— =7 A helyettesitési érték e helyen — eredményt ad.
x=0 1 —cos x 0

A tortet bovitjik ¥ 1+ cos x-szel.

xV14cosx i xV1+cosx

Iim ——M =

im
x—0 V] —cos®x x=0 sin x
= lim -+lim Y1+ cosx= 1-Y2 = y2.

x—=0 Slﬂx x—0
Itt felhasznaltuk azt az ismert Osszefiiggést, hogy

=1.

lim —
x-0 SIn x

Tchat

lim —— _¥3.

x=+0}]—cosx

. l—cosx 5 0
7. lim =7 Bchelyettesitéssel a ry hatdrozatlan kifejezést
x—0 p 4
kapjuk.
Bovitjik a tortet (1+ cos x)-szcl.
. (1—cosx)(1+cosx) . I—cos*x
lim =lim— =
x=0 x(1+cosx) x-0 x(1+cosx)
sin x sin x . sinx
= lim —————— = lim -lim =1-0=0;
x—0 X(I +cos X) x=0 X x—0 1-+cos x
. l—cosx
m —F— =0,
%0 X
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8. lim 1_‘:5_’;? Az x = 0 helyen mind a sz&ml4l6, mind a nevezd

x—-0
értéke 0.
Bovitjitk a tortet (1+cos x)-szel.
1—-cos*x i sin® x
Hm = =
x-0 X2(1+cosx) x-e x*(1+cosx)
sinx)? . 1 1 1
= lim -lim lee—=—. .
x—0 x x-6 1+cos x 2 2
I—- 2x [}]
9. lim——2X _q (—) Az eredeti tortet atalakitva, felhasznilva
x—0 3x2 [}]

a sina+cos*a=1 és a cos2a = cos® a—sin® o Osszefliiggéseket,
1—cos2x lim sin?® x 4+ cos? x — (cos? x —sin® x) _
x-0 3 x-e 3x

. 2sin’x . 2 fsinx)* 2 2
= lim = lim —- ==
x—0 3x* x—-06 3 P 3 3

3
Yx*— ?’x—*
3 3_
8¥x** + l’x
nevezd végtelenné vilik, tehat a Z hatarozatlan kifejezést kapjuk.
A gyokos kifejezéseket eldszor tortkitevdjld hatvanyokka alakitjuk at:

10. lim

Xx—»o0c

=7 Ha x - =, akkor mind a szimlal6, mind a

1

= 1
8x® +x*

X-s00

10

Osztjuk a szAml4lét és mevezdt x*-mal:

1
1—-
3 1 —:—
1—x* 2 x 1
lim lim =—.
x—»00 11 x-+00 1 8
8+x* ? 8+
1 ) 1
Ugyanis lim —=0 é Ilim —=
x>0 i x-»co
xl
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1 2

=" tortkifejezés jobb-, ill. baloldali ha-
§x

tarértékét az x=0 helyen. A helyettesités az elsé esetben a

11. Hatarozzuk meg az

, a ma-
©0

wxdikban a

hatarozatlan kifejezést adja.

lim —=7?
x40 i-x

2
Kicmeliink a szamlalobo!l és a nevezobol 5° -ct:

1 2 1( _1
. 5 -2.5F . 55 "—2)
lim = lim =
x40 2-x x—++0 2
= 5% .5-1
N
. 5*-2 ) _1
= lim ——— = lim 55 *-2j.
x=40 D07 x-++0

Az atalakitasok soran eddig nem kellett figyelembe venniink, hogy
v pozitiv vagy negativ értékeken at kozeliti-e meg a nuilat. Most azonban
a két esctet kiilon kell vilasztanunk. Ha x jobbrél (pozitiv értékeken at)
tart nullahoz, akkor

muvel a nevezd kitevoje ez esetben + «-hez, a nevezo értéke tehat szintén
t =-hez tart.

Ha ezzel szemben x balrdl (negativ értékeken at) tart nulidhoz, akkor
X 1
lim 53 * = lim 5% = oo,
x—>—0 x—+0
I'chat
_1
lim 55 *-2)=-10;

x—=>+0
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és

1
tim 5(5%-2) = 4=

x—->-0

A tortfiiggvénynek tehat az x=0 helyen nem egyezik meg a bal- és a jobb-
oldali hatirértéke, vagyis nem megszintethetd szakadasa van.

1 4
12. lim (—— — ————) =7 El6szor a feladat tipusiat hatarozzuk
x-14+0U—x 1—x3
1
meg. lim —— = —e, mert az x az 1-nél nagyobb szimokon keresztiil
x-14+0 1—x

tart az 1-hez, amelyekre a nevezd, tehat a tort is negativ. Viszont

_ 4

lim = oo,
x-»1+0 1—x* x-1+0 x2—-1
mivel x>1 esetén a nevezd, tehat a tort is pozitiv.
A tipus tehdt: — oo oo,
Hozzunk k6z6s nevezdre:

) 1 4 . l4+x+x-4 . xX+x-3
lim (————- = lim —— =1 _—
x—-1+4+0

= lim
x=1+0\l—x 1-x* 1-x® x=140 1—x°

A szamlal6 helyettesitési értéke az x=1 helyen: 1+1—-3 =—1. A ne-
vez$ helyettesitési értéke: 1-1 = 0.

Ha 1-nél nagyobb szimokon keresztiil kozelitjiik meg az 1-et, akkor a
nevezd negativ szimokon keresztiil tart nullihoz, igy a tort elojele pozi-
tiv és hatarértéke az x = 140 helyen +<:

i ( 1 4 )
Iim | —— ——}=+e.
x=1+0U—x 1-—-x3

Ha a tort baloldali hatarértékét akarjuk meghatarozni, akkor figyelembe

kell venniink, hogy egynél kisebb x-ekre a nevezd pozitiv, mig a szamlilo
valtozatlanul negativ, és igy

. ( 1 4 }
lim j————]=—0.
x-1—-0 1I—x 1—-x®

13. lim (Y22 +4x —¥V2x*—5x) =? (= — =) Az egész kifejezést tortté

X—»00

alakitjuk gy, hogy megszorozzuk és elosztjuk a (¥2x*+4x +¥2x*—5x)
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kifejezéssel:

fim (Y2x3+4x—Y2x’—5x)()’2r‘+4x+}'2x'—5x)=
x> Y2x*+4x+Y2x3—5x

_ 2x*+4x—(2x*—5x) _

oz V2rgax+V2e—5x

2o V2 dx +Y20—5x  x—e
v * V2+i+l/2—i
x X
4
Mivel lim —=0, és lim —5—=o, igy
X0 X x—»o0 X

lim (YZx’+4x—V2x'—5x)=L.
2y2

X~ oo

14, lim ———— =7 A szAml4l6 a pozitiv szimokon, a nevezd

a negativ szimokon keresztiil tart a nullihoz, amit igy jeloliink: —06
. T,
Ui. y -nél kevéssel nagyobb szdgértékekre a szinusz fiiggvény értéke na-

gyobb a koszinusz fiiggvényénél; —72-'— -nél kevéssel nagyobb szogekre pedig
a koszinusz negativ (1. a 44. abrat).

YA
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x x
Bovitjikk a tortet (sm T+cos —)—gyel:

4
in x) i x+cos x
xoxto x sin—x—+cos—{)
2 4 4
sin? = —cos'
4 4
I T .
2 4 4
x
—c0s —
i 2
= lm =
x-—+x+0 . x
cos — | sin —+cos —
(=)
i -1 -1 1 V2
- = =57
- x
x-+x4+0 ¥ reos > E_*_!_Z. VZ
4 4 2 2

0
Ha a baloldali hatarértéket szamitjuk, akkor ugyan o alaki lesz a
kifejezés, de a fentivel egyezd atalakitdsok utin szintén az adodik, hogy

sin ——cos—
) 4 4 12
llm _—= —
x—+x—0 x 2
COS —
2

és igy a bal- és jobboldali hatarérték megegyezik, vagyis

. X x
lim ————— = ——— .
XK x 2
2
. V2rtgx—V2—gx 0
15. lim - =7 §{—
x—+0 SR x 0
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ElGszor a szamlalét gyoktelenitjiik -

i V2+tgx—-¥V2—-tgx
im =
x> +0 sin x

0V2+ex—V2—tg0)(V2+ex+V2—tgx) _

x=+0 sinx(f2+lgx+'2—fgx)

. 2+tgx—2+tgx
lim

x->+0 sinx (72+tgx+72—tgx)

i 2tgx
= lim =
x++0 sinx (Y2+tgx+y2—tgx)
sin x
. COS X
= lim =
x-+0 sinx (Y2+tgx+¥2—tgx)
i 2 2 Y2
= im = —_——
x>+0 cosx (V2 +tgx+V2—tgx) 1(2+Y2) 2

-0
Ha a baloldali hatirértéket keressiik, akkor a tort - alaku, de a
hatdrérték az elGbbivel megegyezik, tehat

i Y2+tgx—¥2-tgx Y2
im =—-.

x—0 sin x 2

16. lim
x—+0 X

sin (5+x)—sin(5—x) ” ( 0)
I )

Megjegyzés: Az 5 és az x egyarant radianban kifejezett értékeket jelen-
tenek. A szamlalé és nevezod kis pozitiv x értékekre pozitiv, ui. ekkor
mind sin (5+x), mind sin (5—x) negativ, de az utobbi abszolut értéke
a nagyobb (1. 45. abrat), és igy a kiilonbségiitk — a szamlalo — pozitiv.

Felhaszndljuk a szogfiiggvények kiilonbségének szorzatta alakitisara
vonatkozé sin (x+ B)—sin (@ — f) = 2 cos a sin f azonossigot; igy

2 cos 5-sin x i ) sin x
im —— = |lim 2c0s5- lim =
x—>+0 X x40 x40 X

=2cos5-1=2cos 5.
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y=sinx

4-n
.
/

>

sinb 2

L
Nln|—
‘ NI:’

45. abra

A feladat megoldisa akkor teljes, ha meghatidrozzuk az 5 radiin nagy-
sagu szog koszinuszit.
cos 5 =~ cos (5-57,3°) = cos 286,5° = cos (360°—286,5°) = cos 73,5°=
= 0,2840.
A keresett hatirérték tehat
i SROFN-SMG-X) _, 5840 = 0,5680.
x-++0 X

Ha x kis abszolit értékii negativ értékeket vesz fel, akkor mind a szdm-

-0 ]
4l6, mind a nevezd negativ, a hinyados tehit —0 meghatirozatlan alaka.

A fenti 4talakitisok elvégzésével ugyanarra az etedx_nényre jutunk, tehat
a bal- és jobboldali hatdrértékek megegyeznek, vagyis az x=0 pontban a
figgvény szakadidsa megsziintethetd, ha fiiggvényértékként 0,5680-at
vélasztunk.

II1. . A DIFFERENCIALSZAMITAS
ALAPFOGALMAI

1. A differencizshanyados értelmezése

A fiiggvénykapcsolat Osszefiiggést ad meg a fiiggetien val-
tozd és a fiiggvényérték kozott. Igy az értelmezési tartomdny
barmely értékére mint fiiggetlen vdltozé értékre kiszamithato
a hozzd tartozd fliggvényérték. A fiiggvény menetének vizsgédlata
szitkségessé teszi, hogy azt is megdllapitsuk, a filiggetlen val-
toz6 valamilyen megvaltozdsa (novekménye) a hozza iartozéd
fiiggvényérték milyen megviltozdsdt (ndvekményét) eredmé-
nyezi. Ennek jellemzésére a két vdltozds viszonyszdmdt, hdnya-
dosdt haszndljdk (mégpedig a szdmldlé a fiiggd vdltozé névek-
ménye, a nevezd pedig a fiiggetlen vdltozdé).

Y
y-f(x)
Ug‘Ay T
///
s/ IA‘I‘/
" o x|
L/ |
|
a X, XO’AX X 46. 4bra

A 46. dbran ldthaté, hogy ha a fiiggetlen véltozot x;-rol
(xo+ 4x)-re noveljitk, ami a fiiggd vdltozé y,-rdl (y,- 4y)-ra
val6 véltozdsdt eredményezi, akkor az elébb bevezeteit hdnya-

4y . e et
dos, vagyis 1y > eppen a gorbe x, abszcisszdji pontjdbdl az
Xo+dx abszcisszdjii pontjdba huzott szeld irdnytangense.

5 Differencidlszé mitds
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Ennek értéke (adott fiiggvény, és igy adott gorbe esetén) fiigg
a két metszéspont helyétdl, vagyis x,-t6l és Ax-tol. E hdnya-
dost a fiiggvény differenciahdnyadosdinak nevezziik. Altaldno-
san azt mondjuk, hogy az y=f(x) fiiggvény differenciahdnya-
dosa a fiiggvény novekménye (4y), osztva a fiiggetlen vdltozo
novekményével (4x).

A differenciahdnyados jelolése:

4y _ fx+4x)—fx)
Ax Ax :

Gy=korlo feladatok

1. Hatarozzuk meg az y=x? fiiggvény differenciahanyadosdnak érté-
két az xo=3 helyen, haa) 4x,=1;b) Ax,=0,1; c) Ax;=0,01. Harom rész-
feladatunk van, hiszen a differenciahidnyados értéke nemcsak x, értékétol,
hanem 4dx értékétol is ‘ﬁ,igg.

A szelé egyik pontja mindhdrom esetben rogzitctt, ez a Pol(xo; o)
pont. Mivel y,=x3=9, tehat Py (3; 9).

= =17.
1 . 1

4 341P—3  16-9
a) Ax,=1, eckkor (ﬂ) _G+D
X1/ xo0

Az eredmény azt jelenti, hogy ha az y=x* fiiggvény (3; 9) p.ontje’gr'l
keresztiil egy szelot huzunk, amely a fiiggvényt az x,=4 abszcisszdju
pontjiban is metszi, akkor a kapott egyenes X-tengellyel bezart szogének
tangense 7.

b) A4x,=0,1; ekkor

(Ay:} _ (3+0,1)*-3%  3,12—-3* 9,619 —61

Axy)xo 0,1 T 01 01

¢) Adx;=0,01; ekkor

Ay,] (3+0,01)2—3*  9,0601--9 6.01
dxs)xe 001 001

Annyit megfigyelhetiink az eddigickbdl, hogy a differenciahinyados
értéke egyrc kozelebb van a 6-hoz. (Ez nem bizonyitéas, csak megjegyzés!)

2. Oldjuk meg az eldbbi feladatot altalanosan! irjuk fel az y=x?
fiiggvény diiferenciahdnyadosat olyan alakban, amelybdl barmely adott

66

x és Ax értékre a differenciahdnyados szdmértéke kdzvetleniil kiszamithatd.
f@)=x* fx+4x)= (x+4x);
Ay (x+dAx)P-x*  x*42xdx+(4Ax)? - x*
Ax A4x = 4x
 2xAx+ (4 ‘
- A4x

= 2x+4x.

A diﬂ’erenciahényados tehit jelen esetben egy kéttaga kifejezés, amely-
nek ’egy|k tagja csak x-tol, masik tagja csak Ax-tdl fiige. Adott x érték
?feteu az els6 tag dllando, és a differenciahfnyados értéke csak Ax-tH!
ugs.

3. Hatérpzzg!c' meg az eldbbi kifejezés segitségével az y=1x? fiiggvény
xo=12 abszcisszaja pontjan at huzott szeidjének cgyenletét, ha Ax=0,21

. Ay
(—— = 2xp+Ax = 2-1240,2 = 24,2.
Adx X0

Az egyenes irdnytangense iehit 24,2, és az egyenes dtmegy a parabola
Xo=12 abszcisszdju pontjan. Mivel y,=x3=144, ezést P, (12; 144). Az
adptt '(xo; Yo) ponton dtmend, adott m irdnytangensii egyenes egyenlete,
mint ismeretes, y—y, = m(x—x,). ’

gy a szel6 egyenlete:

y—144 =242(x-12);
y=24,2(x—12) + 144.
4. Legyenazadott fiiggvény y=4x+35 és x,=3, tovabba a) 4 ;
S = =1,
1?) 4x,=0,5; c) dx,=0,01. Hatirozzuk meg a hirom diﬂ'ercnciahan;ados
értékét!
Yo=4xj+5=4.9+5=41, tehit P,(3;41).
a) Axy=1; dy,=y;—yo;

Ayy =4(xp+ dx))* + 5~y = 4G+1)2+5-41=4-16+5—-41=28;

4y 28
(“"‘:) =-——=23.
4x1) xo 1

b) 4x,=05; 4dy.= Ya—Yo3
Ays = 4(xo+ Ax*+5—y, =4(3-+0,572+5-41 =
=4:12,25-36=49-36 = 13.

4 13
Axe¥xg 0,5

5o
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¢) Ax;=001; Ay, =y,—y;
Ayy =400+ A2 +5—yp=4(3+0,01)*+5-41 =
=4-9,0601 — 36 = 0,2404;
g ]
(ﬂf = (ﬂ_ = 24,04.
AXS},“, 0,01

A feladatot azért oldottuk meg ifyen részletesen, hogy ldssuk az egy-
szeriisitési lehetOségeket.

5. Az elozd feladatot oldjuk meg altaianosan is!
y=4x2+5; flx+4x) = 4(x+Ax)*+5; f(x)=4x* +5,
4y Ax+Ax)P+5-(4x°+35)

Ax Ax
s 2 —_ 2 __ - _ x 2
_ 4x* 4+ 8xdx+4{Ax)*+5—4x* -5 _ 8xdx+4(4x) S+ 44x.
Ax Ax :
Az elobbi eredmények ebbdl kdnnyen szamithatok:
P}
(i] =8:344-1=24+4=28;
Axlt x¢

(f’—] = 8-344.0,5=24+2 = 26;
4x;)xo

(f'—’-?) =8.344:0,01 = 24+ 0,04 = 24,04.
Axs x0

2. A differencialhinyados értelmezése

Ha az y=f(x) fiiggvény differenciahdnyadosinak az x=a
helyen van hatdrértéke Ax --0 esetén, akkor ezt a hatdrértéket a
fiiggvény ,,a” helyhez tartozé differencidihdnyadosdnak (deri-
vdltjanak) nevezzik.

Jelolések }i’i‘o{(—a%—‘fz;f@ = [%ﬁ-]x:‘l = f"(a) = y'(a).

Ilyenkor azt mondjuk, hogy az y=/f(x) fi@ggvény az x=a
pontban differencidlhaté. Ha a fiiggvény egy intervallum min-
den pontjaban differencidlhaté, akkor az intervallumban dif-
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Jerencidlhatonak mondjuk; ha értelmezési tartomdnydban min-
deniitt differencidlhatd, akkor — réviden — differenciglhaténak
nevezziik. A differencidlhdnyados értéke csak x-tdl fiigg, ezért
egy fiiggvény differencidlhdnyadosa szintén egy fiiggvény.
Az y=f(x) fiiggvény deriviltja tehdt az a fiiggvény, amelynek
barmely x helyen szdmitott helyettesitési értéke egyenld az
v=f(x) fiiggvény x helyen szdmitott ditferenciahdnyadosdnak
hatdrértékével.

A differencidlhdnyados geometriai jelentése: Ha Ax -0,
akkor a szeld a hatdresetben az érintGbe megy 4t, vagyis a
differencidlhdnyados értéke az x =a helyen egyenld a fiiggvény-
gorbe ,,a” abszcisszdjii pontjiban huzott érintd irdnytangen-
sével.

Az aldbbiakban néhdny fiiggvény differencidihdnyadosdt
hatdrozzuk meg.

Gyakorlé feladatok

1. Hatirozzuk meg az y=x? fiiggvény x,=3 abszcisszaju pontjahoz
hazott érintd egyenletét! (A feladatot elébb 4ltaldnosan oldjuk meg, és
csak ezutdn helyettesitiink be.) Eloszor a differencidlhdnyadost szamit-
juk ki:

y=x*; Az el6z6 pont 2. példdjanak eredménye alapjin

4
—y-=2x+Ax;
dx

, . Ay .
¥ = lim —= lim (2Qx+ 4x) = 2x.
Ax-0 4x  4Ax-0
Megkaptuk tehat az y=x? fiiggvény derivaltjst mint x fiiggvényét.
Az x,=3 pontban y’(3) = 2-3 = 6.

Az érintési pont koordinatai: Py(3;9).
Az érintd irdnytangense: m=6.
A keresett érintd egyenlete tehat

y—9=6(x-3); y=6x-9.

2. Hatdrozzuk meg az y = 4x2+5 fiiggvény x=13 abszcisszaju pont-
jaban huzott érintd egyenletét! y = 4x2+5; Az el6zd pont 4. példajanak

4
eredménye alapjan %: 8x+44x.
X

¥ = lim (8x +44x) = 8x;

4x-0

Yy (3)=8-3=24.
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Az érintési pont y, ordindtdja: y, = 4-9+5 = 41.
Po(3;41); m=24.

Az érintd egyenlete tehat:
y—4al = 24(x—3) = 24x-72;
y = 24x-31.

3. Hatarozzuk meg az y = fiiggvény derivaltjat!

x—=7
A figgvény novekménye:

3 3 _3(x-7)—3(x+Ax—7)_

dy = =
Y et dx—T x-7 (4 dx—-Dx—=T)
3x—21-3x—-34x+21 _ —34x .
G+Ax—T(x=T)  (x+dx-Dx-7"
a differencidlhinyados:

f— ki Ay I —34x
= mm ——= m =
y Ax—0 Ax  Ax-0dx(x+Ax—=T)(x—T)

-3 3
= l' = - -
s A AX—T)G=T) (=T

4. Hatarozzuk meg az y=Vx fiiggvény derivaltjat!

dy = ¥Yx+4x— Y;;

4y Vx+ax—Vx _ (Vxtdx V) xtdx+Vx) _

ax 4x Ax(Vx+4x+ V%)
x+A4Ax—x _ 1
Ax(Vx+Ax+V;) Vx+Ax+V;
1 1

im—m—=——.
4x-0 Y x+ Ax+¥x 2V¥=x

1
Tehat az y = Vx fiiggvény deriviltia y’ =——.
2¥x
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IV. DIFFERENCIALASI SZABALYOK
ES ELEMI FUGGVENYTIPUSOK
DIFFERENCIALHANYADOSAI

Az el6z6 fejezetben egy-egy konkiét példdn ldttuk, hogyan
lehet egy fiiggvény derivalt f{iiggvényét a differenciahdnyados
hatdrértékének kiszdmitdsa 1tjdn meghatdrozni. Hasonld-
képpen kaphatdk meg az egyes elemi fiiggvénytipusok dif-
ferencidlhdnyadosai is, melyek ismeretében a kévetkezokben
targyalt differencidldsi szabdlyok segitségével bonyolultabb
fliggvények differencidlhdnyadosa is meghatdrozhaté. A gya-
korlatban dltaldban igy szdmitjdk ki adott figgvények dif-
ferencidlhdnyadosdt.

1. Alapveto diferencidlasi szabalyok

a) Konstans differencidlhdnyadosa. Ha y=a (a=adllandg),
akkor y’=0. Vagyis a konstans differencidlhdnyadosa nuila.

b) Allandéval szorzott fiiggvény differencidlhdnyadosa. Ha
y=cf{x) alakt (c=4dllandd), akkor y’=c¢f"(x). Vagyis a dif-
ferencidlhdnyadost gy szamitjuk ki, hogy a fiiggvény derivalt-
jat szorozzuk az dllandoval.

c) Osszegfiigguény differencidlhdnyadosa. Ha y = u(x)+
+v(x), akkor y" = uw'(x)+v'(x). Vagyis Osszegfiiggvény dif-
ferencidilhdnyadosa a tagok differencidlhdnyadosdnak osszegé-
vel egyenlé. A szabily akdrhdny tag differencidldsdra is igaz.

d) Két fiiggvény kiilonbségének differencidlhdnyadosa. Ha
v = u(x)—v(x), akkor y’ = u'(x)—v"(x). Vagyis kiilérnbséget
tagonként differencidlunk.

€) Két fiigguény szorzatdnak differencidlhinyadosa. Ha
y=u{x)v(x) alaku, akkor y’ = u’'(x)v(x)+u(x)v’(x); rovi-
debb jeloléssel: y* = w'v+wur’. Vagyis két fiiggvény szorzatd-
nak differencidlhdnyadosdt vgy szamitjuk ki, hogy az elsé
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tényez6 derivaltjit szorozzuk a viltozatlan mdsodik tényezdvel,
majd ehhez hozzdadjuk a valtozatian elsd tényezd és a madsodik
tényezé derivéltjdnak szorzatdt. Hasonloképpen kell differen-
cidlni a tobbtényezds szorzat fiiggvényeket is; pi. hdrom té-
nyezd esetén a szabdly: ha

y = u(x)v(x)z(x), akkor
Y = w (x)(x)z(x) + u(x)v’ (x) 2(x) + u(x(x)z"(x);
f) Két figgveny hdnyadosdnak differencidlhdnyadosa. Ha

= Zg; alakd, akkor y’ = % (x)v(xl)Jzz;l}(x) 0 (x); roviden:
u'o—u gy e \ ; et
y=—— Vagyis két fiiggvény hdnyadosdnak derivaltjat

Ggy szamitjuk ki, hogy a szdmldld derivaltjdt szorozzuk a
nevezbvel, ebbdl kivonjuk a szamldlonak és a nevezd derivaltjd-
nak szorzatdt, a kiilonbséget osztjuk a nevezd négyzetével.

g) Osszetett kizvetett fiiggvény derivaltja. Ha y=f[p(x)]
vagyis y=/f{u), ahol u=e@(x), akkor y'=f(u)-#'. Tehat a
fiiggvényt gy derivaljuk, mintha figgetlen valtozéja az u
fuggvény lenne (azonban u helyébe itt is @(x)-et helyettesi-
tink), majd az igy szamitott derivaltat szorozzuk #-nak x
szerinti derivaltjaval. Mas jeloléssel: .(_11 = Q_ﬂ‘—

dx du dx

Hasonloképpen kell differencidlni a tobbszordsen Osszetett
fiiggvényeket is. Példdul hdromszorosan Osszetett fiiggvényre

a szabdly: ha
y=flghx)} =), ahol u=glh(x)]=g(),

és v=h(x), akkor

dy dy duv dv

dx  du dv dx’

Ezt az eljardst az Un. ldncszabdlynak nevezzik.
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2. Hatvanyfiiggvény differencidlisa

j— . 4 - . rge ,
y=x";, ¥'= nx""1, ahol n raciondlis szdm.

. Tehdt barmely raciondlis kitevSjii hatvanyfiiggvény dif-
ferencidlhdnyadosdt Gigy szdmitjuk ki, hogy az eredeti kitevo-
vel szorozzuk az alap eggyei kisebb hatvdnydt. Az aldbbi
gyakorlo feladatok megolddsa sordn a hatvdnyfiiggvényeken
gyakoroljuk az alapvets diiferencidldsi szabélyoké.}. (Termé-
szetesen a tovabbi elemi fiiggvénytipusok tdrgyaldsa kapcsdn
szintén felhaszndljuk majd ezeket a szabdlyokat.)

Gyakorlé feladatok
1. y=x"; y =7x

2. y=x"%, y=-—4x°5

A tortfiiggvényt célszerii negativ kitevdjii hatvan: irni
) t . y alakjaban irni
igy konnyebben kiszamithaté a derivalt: ? » mert

1
y=—=x79; = —fx T = ——

x8 27

3 _
v l‘:mk y= Vx; » =7 A kifejezést tortkitevds alakba irjuk at, majd deri-

1
y=3x--x?; y=—l— %—%z—l.x-:——-]_..]..__ !
37 T 33 3
Ve 3¥x®
2
S. y=-‘i——’ y’:‘)
V=
2 3 3
e R ()RR
'/—x; 4 2
37 3
=———=-
2¥x7 Zx}lx'
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6. y=x' Yx; y =7 Az egyenld alapi hatvanyok szorzasit elvégezve,
kapjuk:

1 s
y=xVx=xx? =x3;
9 2.2 9 7 9
AR N e =—XJY;
y=a" 75 =31
x! ,
1. y=5—3 y'=?
Vx
1 2.1 1
y='il-=x‘x—"=x3 3=x?;
¥x
i3 3 113 13
y’=1—1-3»3 L x =—x¥x
3 3
1 a
8 y=—:; »=?
£
1 -x 2.2 21 2
y=3_=x 3; yz—?x =——§-;——___ -
Va2 ¥x* 3xy x2
3 _
9. y=VxVx, y=?
11 i 2 2 -% 2
y=x3x® =x®=x>; y'=-§x =——-—3—
3¥x
3
6
10. y= Vx; ¥y =2
36_ L 1 -» 1
y= Vx=x" V=X T w
36 ¥x*
1
11. y= 3 y =1
xVx
1 2 4 -1 4 4
y: 1.—_x 3; y=—-;x’=——3——_—_:—-
x-Xx3 3¥x 3xVx
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1 3
y= :}x.lxz- = 3x: =3x§s-%‘=3xg;
x? x?
39 2 3910 w
y’=ﬁx‘°=l—6 V= =39 .

Az eddig derivalt fiiggvények egytagiak voltak. Most tobbtagu kifeje-
zéseket fogunk derivalni.

13. y=5x%+4xt—3x%; 3y =302+ 16x3—9x2.

14 PRI F=2
L y=4x"+———; =9
y = y

Yx

Célszerli eloszor hatviny alakba irnunk minden tagot:

y= 4x’+%—7.2_- = 41’+I“’—2x-%;
x

1 -3 3 1
y =28x*—3x"4-2 Y X ? =28x6——f —— .

x¥Vx
- 5
15. y=3xl/x—s—+2; y =1
Yx
- 5 3 -1
y=3xVx—T+2=3x’—5x ¢ +2;
Vx
, 15 .1 9fx S oY x 5
y ="—2'x’ +? ¢ =—2‘ . = — P .
6Yx 6x¥x
3x2+42x3
16. y = 3 ¥y =1?
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A fiiggvény tortfiiggvény és a nevezd egg(a-gt’l.. F16bb elvégezziik a tagon-
kénti osztast és ezutin fogunk csak derivélni.

2 2425 EXN

y= 3xt+2x3 - 3x% 4 2x — 3T
- 1
Vx oy

L3 9fx
y’=—£21-x2 +5x =—r

+5x l';.

- 3.

5¥x-6¥Vx ”

17, y= ———3 y ="
X

A feladatot az elobbi moédon oldjuk meg:

_ 3 _ 1 1 s
_ 5l’x—6Vx= 5x* —6x° _ Sx-%—Gx-?,
- x? X2
15 -& .8 15 10 15 10__
y=——x *+10x *=—-—==+— ===t

a =x* fiiggvé 6rbéj kat a' pontjait,
. Hatarozzuk meg az y=x? fiiggvény gorbéjének azo
amle?yekhez hazott érintdk parhuzamosak az y = 2x+4 egyenessel (47.
4bra)!

47. abra
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Az adott egyenes irdnytangense: 2.

Keressilk a gorbe azon pontjat, amelyhez hizott érintd irinytangense
szintén 2. Az érintd irdnytangense y’=2x; mivel 3'=2 kell, hogyv legyen,
tehat 2=12x, azaz x=1, vagyis 2 gorbe x=1 abszcisszaji pontjahoz hieott
érintd irdnytangense 2.

A feladatnak tehait csak egy megoldasa van.

A kercsett pont crdinatija: y=12=1.

A pont tehdt: Py(1;1).

3

19. Hatarozzuk meg az y=V¥x fiiggvény azon pontjaii, amelyekhez
hazott érinték parhuzainosak az y = x4-4 egvenessei (48. dbra)! frjuk
fel az érintdk ecgyenletét!

Y=xeh

5/
3%

48. dbra

A figgvény és derivéltja:

3 1 1 -2 1
=Vx=x%: =y 3 -
y=Fx=x%; 3 P
3¥a
Mivel m =1, tehdt 1= -5 ebbdl -— harmadik hatvianyra cmelve
3¥x

mindkéi oldalt —

1 1 1 _iys

27————2; X2=—; x= = — =
x 27 +¥27  #3y3 9
A keresett pontok abszcisszai tehat
Y3 -¥3
Xy T=——} Xg= ——,

9 9
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1 o —
inatak |i é clyettesiteni } :
Az ordinatak (llt az x-—:—:—t——z; alakot célszeritbb behelyettesi )

Y ORI ER.
e e e

Az érintési pontok tehat

£ BEN _1]
P;{-g—, ' & P~ V3

A keresett egyenesek egyenleteinek meghatarozdsa {m=1):
A P, ponthoz huzoit érinid cgyenlete:

A P, ponthoz hiizott érintd egyenletc:

y+-—=1x+—1-
V3 9

6 jait, amelyekhez hizott

irozzuk meg az xy=_3§ gbrbe azon pentjait, amelyek: it

érii?{ikﬁr:;?&r;l):;:scknaz y = 3x+2 egyenesre (49. abra)! irjuk fel az egye

nesek cgyenletét!

“1. f Q=2 oz e
- 8x " y = 8x o

xy=8; y=

8
x

49. abra
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Az egyenes irdnytangense: m;=3.
Az adott egyenesre merdleges egyenes irinytangense a merdlegesség
1 1

feltétele alapjan: my = ———= —-— .
my 3
Kiszamitjuk — a derivalt ismeretében — a fiiggvény azon pontjainak
abszcisszait, amelyekhez hizott érintok iranytangense —%:
1

3T K x=+V24=+2/6.

x=2¥6; x,=-2V6.

A keresett pontok crdinatdi:

Az érintési pontok tchat:
- 2¥e - 2Ye
P,[?.Vs; ﬂ;la] és P,[—2V5; ——Z—]

Az egyenesek egyenlete:

y-—23£=—%(x-—2}/g), ill. y+£¥§=—%(x+2}’€).

21. Az xy*=25 gorbe valamely pontjdhoz huzott érinté az X-tengely
pozitiv_irdnydval 60°-os szoget zir be. Hatarozzuk meg ezt a pontot
(50. abra)T”

5

¥x

A fliggvény, amint ez az abrabol is lathatd, kétértékii, szimmetrikus
az X-tengelyre, és értelmezési tartomanya a pozitiv X-tengely. Mivel az
X-tengely feletti pontokban huzott érintok az X-tengellyel tompa szoget
zarnak be, ezért a feladat feltételének megfeleld pont csak az X-tengely

xP=25; y==

5
alatt lehet. A fiiggvény megfeleld szardnak explicit egyenlete: y = ——
x.
s i 5 -2 5 5
y=-——=-5x " y=c-x = ——= —r
Vx 2 2 2clx

Az érintd iranytangense tg 60°= ﬁ
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A keresett pont abszcisszajanak meghatdrozasa:

50. abra

és igy az érintési pont

E 6
[_’ 75 snz)
pll = ——=—1|.
3, _
12 2

/ =3yx
22. Mekkora szog alatt metszt az y =--2x+35 egyenes az y Y
0 s : ¢ ? o ox e
goré)ét' (vé;l;]él:r‘;r)ielszé egyenesnek a gorbével bezé'rt szo'ggnt,?zetl aZ;‘{olg)zt
ért'ijgky :Smclyct az egyenes a met.s'.:ésppntbaq huzotﬂtkenplo;ti. A
i\? "eldbbi kérdés megvalaszoldsa tehat a kove.tk_ezq. elt( 'Jekeell s.zé;nitani
kell ‘;at;irozni az egyenes és a gorbe metszéspontjait. 2. Ki
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A A AR
12X

5/...__7,(,5 51. abra

a mctszéspontokbeli érintk irinytangensét. 3. Az egyenes és az érintdk
itAnytangense ismeretében meg kell hatirozni a bezirt szogeket.

1. A metszéspontok kiszamitisa:

y=3yx
y=—2x+5
—2x+5=13fx%;
2+3Yx-5=0.

Az egyenlet ¥x-ben masodfokd, igy alkalmazhatjuk a masodfoka
cgyenlet megoldoképletét.

—  =3%Y9+40  —347
V-‘Tl.s= 4 = 1 H

— - 10 5
_,:1; ket — Rt
VY‘ ¥ x, 4 b}

Megjegyzés: A felvett gorbe egyértékli, mert nem az y = +3)x fligg-

vényt adtuk meg, hanem csak az y=3¥x fiiggvényt, amelynek az x=0
pont kivételével minden pontja az X-tengely felett van, igy negativ ordi-

natdja nincs. Tehat a két gysk koziil csak Vx= 1, vagyis x,=1 megoldasa
a feladatnak.

xn=1; »n=3Vx=3
A metszéspont: P,(1; 3).
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=3V x=3x>
2. Az adott 1. egyenes iranytangense: m, =—2. Az y—3Yx—-3x

fiiggvény derivaltja:

A derivalt helyettesitési értéke az x;=1 helyen:

3
y / (l) = _2- >
ez az x,=1 abszcisszaju ponthoz huzott érint6 — 1I. egyenes — irdny-
3

tangense, vagyis m,=—2— . ‘
A L és a II. egyenes 4ltal bezart szog tangense az ismert képlet szerint:

, 3 7
tga = e 2 2T s
T 14+mym, 3 -2 4
-2
2
A bezart szo6g a=60,3°
23, Y=y y=2
20— -2x-2x  2-2-4x*  —2x=2
S ) 1)
2 2x*+3x Y =2
s Y= 4x—6
| @x1)(@x—6)-(x1+30)-4
= @x—6y
16x1+12x—24x—18—8x*— 12x _
B (4x—6)
8xP—2x—18_ 2(4x—12x-9) _ 4x*-12x-9
ST @x—6p | 4@x-3y 2(2x—3)
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Vx+2

Vx+2
hatvany alakjaban irjuk:

B y= 3 ¥'=7 A tortben levd gyokas kifejezéseket tortkitevojii

R
x3+2

1 L 1 X 1 .2
5% s(x‘+2)—(x“+:z)?.\- 3

R R
(x*+2)
1 .2 2 2 1 _4
X “(*+2)-(x*+2)—x"*
2 3
= _1— =
(x*+2)
1T -+ _3 L 2 _a
—x %4x S-——x S _——_x ©
3
= n -
(x*+2)
I S S U N
—x S4x Ty 3 6 = 3
B x ®+x 37X ) o Yx =
- r - 3 _
(®+2) Vx+2)

A most kovetkezd szorzatok nemcsak szorzatként derivdl-
baték, hanem a derivilds el6tt a szorzds elvégzésével hatvdny-
fuggvények derivdldsdra is visszavezethetdk. Ezért a feladatokat
mindkét médon megoldjuk; igy meggydzddiink arrél is, hogy
mindkét uton azonos eredményt kapunk.

26. y=Vx(Gx—x%; ¥ =2
1. Megoldds:

Ry
y=x*(5x—-x%;
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TR T
! x 2(5x—x+x*(5-3xY) =

Y=‘:;
L e X s
=£— x? ;xz+5):"—3x"=
2
r;f4~ Dt

7. Megoldds: Most eldbb végezzukel a szorzast, majd azutdo chfterencialunk

1 3z
) < 2.
y=x2Sx—x¥) =51 -x*;

152 72 5 - 7 15 ey
; fm—Vx-—V¥V=— x-——-t x.
LS L L

A két ercdinény tehdl valdoban megegyezik.

- — l ’
27. y=:l’/x[7"c~?‘:]; y =7

x
1. Megoldds:

11 1
y=x(-x)
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11. Megoldads:
A feladat megoldasa, a kijelolt szorzds elvégzése utin differencidlva:

1

L R S S R R S
y=xt(t—x D =x"("-x"")=x"—x5;

SRR N R 5,1
s—x Choox = =2
y p; 3

6"* 6}'x" 6}/— 6x)’x

2
28. y= (l“d*x'z)[lt——]; y=1
§ Fx
I. Megoldis:
kS ..l.
y= (l—2x+x““)(t - ’)
1

-3
y=(-2- 3t“)(x —2x ’)+(l—-2x—'-x 2) T x S4x ’)=

«lm

1 1 2 o9 o1
=—2%—3x ¥ +4x '+6_\ z-|--—x 3 3 X3+
3 9 2 3
+—x P4x -2 4x Y=-2Yx--— 4+
k -
LA 6,1 28 1 1 2 1
e -+ - - X+ —————
Vx ‘x” 3;,—-!- 3 Yxll V x '/x y >
8- 8 2,71 U 1
=g rx- ot =t — =
3y x V= 3?/; V@
3 ;I— 8 + 2 + 7 ! +_1_
= ——Fx- . .
3 S __ Y et = 3,__ —
3y Fx x'¥x 3V xVx

11. Megoldis:
Most elébb elvégezzitk a kijelolt szorzdst, és azutan differencialunk:

1 1
y=0-2x+x%5{x>-2x ¥)=
LN 8 1 1

3 TR 1
=x®=2xdx T-2x Tidx®-2x %
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1 -+ g r g . 3 L 2
,_ 3 3 T x T2 T7x P =
YE3x¥ T3 TS
3 _
1 8¥x 8 1 L 2,1
30; 3 3Yll Y’F y; VF

1 83._ 8 T2 7

t — +—+ — .
3 3 3 __ 1
3y x® k3 £ xi’x Vx x Vx
A két eredmény tehdt megegyezik.

6 Ve T 1
32. y=|/ —+2x=V6x"3+2x; u=6x"2+2x; y=}/u=u2.

3x 6Vx ,
29. y = . . oy =?
4x—-2 5x*-3
1 3
18x-x? 18x?
y

T @x—2)(5x*—3) 20 —10x—12x+6"

1 3
, 27x? (20x° — 10x2 — 12x+6) — 18x* (60x? —20x — 12)
Yy = .

(20x®* —10x%— 12x+6)*
A kijelolt miiveleteket mar nem végezziik el.

Most az Osszetett fiiggvényekre oldunk meg egyszeriibb

feladatokat.

30. y=(03x+7)?3; u=3x+7; y=u*. Egy elstfoku fiiggvény («) hat-

vanyfiggvényét kell tehat differencidlnunk.

A feladatot ugy oldjuk meg, hogy y-nak u szerinti derivaltjat szorozzul’c
u-nak x szerinti derivaltjdval (u helyébe behelyettesitve x-et tartalmazo

kifejezését):
f{zﬂ’_.ﬂ; 2=2u=2(3x+7);
dx du dx du
d
ﬂ‘-=3, és igy —y=6(3x+7)= 18x+42.
dx dx

31

du
fl: —3u =303 +4x2+ 1) — = 15x*+8x.
du dx
dy dy du —=3(5x*+8x) 45x% +24x

y=0Gx+dx2+1)73; u=5x3+4x*+1; y=u">

I dndr Gotaxcitl)  Getac+ )
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YS
dj 1 X i -1
2 P =—(6x"2+2x%) '=————l :
du 2 2 2¥6x—7+2x
du
——=—12x"342:
dx
dy 1 2-12x°3
R e T TP .
o 2¥6xT42x 2V6x~2+2x  Veéx*+2x

33. y=(5x*-3)*Y4x+6. A szorzatfiiggvény mindkét tényezisje Sssze-
tett fiiggvény. EIobb az egyes tényezok derivaltjat kilon-kiilon meghata-
rozzuk, és csak ezutan derivaljuk az eredeti szorzatfiiggvényt. A feladatot
mir a lancszabily kozvetlen alkalmazasaval oldjuk meg, mert a sok
jelolés csak zavarna.

y=f(x)g(x), ahol f(x)=(x2-3) é& g(x)=Vix+6.
S (x) =4(5x2-3)-10x = 40x(5x2—3)3;

_5'. 2
=
Yax+6

A tényczdk derivéltjait ismerve, a szorzat derivaltja:

1
£ (x) = —2—(4x +6)

Y=L ()g) t/(x)g (x)=

= 40x(5x* — 3P VA F6 4+ (Sxi— I 2

4x+6
5x*—3
= (5x*-3) [40x}'4x+6+a(—i——)-] .
V4x+6
34. y= —-——zx ¥y =1
Y6x* +2x
1. Megoldas:

A tortnek csak a nevezdje Ssszetett fiiggvény, igy eldszor annak a deri-
véltjat hatdrozzuk meg.
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Legyen g(x) = V6x? +2x = (6x2+2x)*; akkor
6x-+1

Y6x*+2x )

i -3
2 (x)= 5 (6x242x) *(12x+2)=

Az ercdeti fiiggvény derivaltja:

6x+1
VR 2x — 2xmm

¥é6x*+2x _ 2(6x" +2x)—2x(6x+1)

’

y = - = -
6x*-+2x (6x% + 2x) ¥ 6x* - 2x
_ 12x2+4x - 12x2—2x 2x
(622 +2x)% V{6x*+2x

. Megoldds:

A feladatot ugy is megoldhatjuk, hogy a nevezoben levd kifejezést fel-
vissziik a szamilaloba, és a kapott szorzatfiiggvényt derivaljuk. Oldjuk meg
a feladatot igy is!

2x -1
y=—————=2x(6x*+2x) *.
6x2+2x
LR
Legyen k(x) = (6x2+2x) *; akkor
, 1 -3 6x+1
K@) =——(6x*+2x) *(12x+2) = ——————,
2 Y62 +2x)
Az eredeti szorzatfiiggvény derivaltja tehat:
L 6x+41
¥ =2(6x2+2x) *+2x {—-«—,—;—-————-} =
Y (6x*+2x)®
2 12x*+2x _ 12x34+4x—12x%2 - 2x _
Yexr+2x  V(6x*+2x)* V(62 +2xF

_ 2x
Yexr+2or
Az eredmény az eldbbivel megegyezik!
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3 2
35, y=V@2+2xP =(B3x2+2%)°; y =2

, 2 - 12x+4
Y= Gx+29) ‘(6x+2)=—3——-+—_
\ 3V3x*+2x
Y63 +4x4 i 3
3. y=—————1 ¥=7 Legyen u(x)=V6xr+4x*

L I 1

- (6x-+ ftx”)“ , 68 v(x) =V4x"+3x3= (4x7+3x3)%; akkor a szamldlo
ill. nevezd derivalija:

, 1 . -z 30xt—16x"5

" =?(6x°+4x“) 3 (30x*—16x"%) = —- 16x

3 >
3V (6x%+4x~9)?

28x° -+ 9x®

és

1 A
V= ?(4x7 +3x%) ®(28x%+49x%) = .
5V @x + 3
A tortfiiggvény derivaltja:

30x*—16x"% 5 3
—————— V4" +3x® — V6x"+4x¢

3 _____. ——
e 3Y(6x5+4ax~ %) 5V@x" + 3¢

)
V{@x"+3x8
5 3__
5(30x*—16x~5) Y (4x7+3x%)° — 3 ¥ (625 + 4x~ %) (28x" +9x?)

28x® +9x?
5

5 3
15/ @x" +35%)° V(6 +dx- oy
10(15x% — 8x ~5)(4x7 + 3x%) — 3 (6x° + 4x~4) (28x° — 9x?)

-

5 3
15(4x7+3x%) Vdx7+ 3x® Y (6x% +dx~4)2

3. Trigonometrikus fiiggvények deriviltja

Az egyes szogfiiggvények deriviltjai a kovetkezdk:

y=sinx; ) = cosx. y=-cosx; )y =—sinx.
1

y=1tgx; ! = . =ctgx; Yy =——5—

» VT ostxt Y gx: ¥ sinx
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Gyakorlé feladatok
1. y=2sinx—3cosx; y =?
¥y’ =2cos x+3sin x.

2. y=Stgx—-2ctgx; y =?
5 2
+ .
cos®x sin®x

,

y=

3. y=Vxsinx; y'=?

1
y =x?sinx;

1 1 sinx

y=—x ®sinx+x®cosx = = +Vxcos x.
2 2¥x

4. y =S5sinxcosx; y =?

1. Megoldais:
¥ =15 cos x cos x+5 sin x(—sin x) = 5 cos® x— 5 sin® x.

Az eredmény a kétszeres szdgek szogfiiggvényeire vonatkozd azonossag
alapjan atalakithato:

¥y’ = 5(cos? x —sin® x) = 5 cos 2x.
1. Megoldas:
A feladatot ugy is meg lehet oldani, hogy a derivilando figgvényt
alakitjuk at:
5 . 5 .
y= Ssinxcosx=—2—-2 smxcosx:—z-sm 2x.
A kapott fliggvény Osszetett.

5
y = ?(cos 2x)-2=5cos 2x.

Az eredmény tehat az elobbivel megegyezik.
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S. y=sinlV5x; y' =2

1
y =sin (5x)32.

A fliggvény hiromszorosan §sszetett, mert egy elsdfoku fiiggvény (5x)

irracionilis fiiggvényének (¥5x) trigonometrikus fiiggvénye. Alkalmazzuk
a lincszabalyt:

R S & 5 5x 15 5
y = [cos 50T ]-—(5x) T-5= cos¥sx ¥ cos}’—x.
2 2Y5x 2¥x

6. y=cos %; ¥ =7 A fuggvény egy hatvanyfiiggvény trigonomet-
rikus fliggvénye alakjat olti, ha a kovetkezoképpen irjuk:
y=cos (x~32).
2smx-t 250 ixz

R S -2)](—2x-3) = =
Y =[-sinGe 9] (=269 = = =

1 1
7. y=cos x+cos 2x+cos? x+cos x2+ cos? x2+ cos — + cos -—x;; y =
x

Y = €Os X+ €0s 2x +c0s* x + cos x2+ cos® x% +cos x~14cos x 2.

A fiiggvények a feliras sorrendjében: trigonometrikus fiiggvény ; linedris
fiiggvény trigonometrikus fiiggvénye; trigonometrikus fiiggvény hatvany-
fl u_ggvénye; hatvanyfiggvény trigonometrikus fiiggvénye; hatvanyfiggvény
trigonometrikus filiggvényének hatvanyfiiggvénye; tortfiiggvény trigono-
metrikus fiiggvénye és ismét az el6z6 tipus.

»y' = —sin x~(sin 2x)-2+2 cos x (—sin x) — (sin x2)-2x+
+2 cos x?(—sin x?)+2x —(sin x 1) +(— 1x~2) —(sin x~2)-(—2x"3) =
= —sin x —2 sin 2x—2 sin x cos x — 2x sin x2 — 4x sin x2 cos x® +
.1 +24
+—sin —+—sin —.
x? x x? x?
8. y=tg(sin5x); y =?

Az adott fliggvény hdromszorosan Osszetett, mert egy linedris fiiggvény
(5x) trigonometrikus fiiggvényének (sin 5x) trigonometrikus fiiggvénye.

, 1 5cos 5x
y=————(o0s5x)-5= ——-——.
cos? (sin 5x) cos? (sin 5x)
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=(ctg8x)™; y'=?

_ 1
= ctg 8x
8 8

Sin® 8x  (sin? 8x)(ctg? 8x)  cos?8x

y'=~1(ctg 8x)~2

10. y=sin3xcosSx=gx)h(x); y' =17
g (x)=3cos3x; K (x)=-—5sinSx, és igy
¥ =3 cos 3x cos 5x++sin 3x (— 5 sin 5x) =

=3 cos 3x cos 5x— 5 sin 3x sin 5x.
1. y= }',\r2—3_cos‘3 6x; y =1
1
Legyen g(x)=Vx*—3 = (x2—3)%, és h(x) = cos? 6x; akkor
i 1 -1 x
g =—=(x=3) * 2= ——j
2 x*-3
k' (x) = 2 cos 6x (—sin 6x)-6 = — 12 sin 6x cos 6x;

X r— .
3" = ————— cos? 6x+ ¥ x2—3 (— 12 sin 6x cos 6x) =
V-3

cos? 6 —
X X o 6Yxi—3 sin 12x.

Yx=3
(Ennél az utolsé atalakitdsnal felhasznaltuk a 2 sin o cos o = sin 2 Ossze-
fiiggést.)
12. y =sin(6x*—3x+2); y' =?

¥ =[cos (6x* — 3x+2)] (12x — 3) = (12x—3) cos (6x* —3x +2).

1
13. y = =(cos6x) *; y =17

Ycos 6x
1 -3
y= Y (cos 6x) % (—sin6x)-6 = ——————-=

3 sin 6x 3tg 6x

Yoos6x

" (cos 6x)Ycos6x

— R
14. y:ms"fo:[cos(?.x)’] ‘; Y =7

1.
¥ = —alcos 271 [ =sin @07] —,} 207 T2 =

4sin¥2x

Vﬁf [cos VE;:]S )

x ) x?—1—x-2x o o=xt— x
2 —1)

= - cos .
(x*—1)* x*—1

16, yo= tg? ————17 3'=7 Elészdr a t6rt derivaltiat hatdrozzuk

yoxz2—4
ineg. Legven

3x -5
K@) =~ = 3x(6x%—4) *;
Yox:—4

L :
& (x)=3(6x2~4) 3 +3x(——;—-) (6x2 —4)‘%12)( =

_ 3 182 ge-I2-18¢  -12
V6i—4 Y6x—4F  V(6xr-4°  Vior—dp

y’=2(tg _3_‘_] S P .
Yéxt—4 3x Y(6F =4y

Véxr—4

17. y=Vcossin6x?; y =?

y ~((_cos sin 6x”}};

1 .1
Y= —2-[(005 sin 6x2} * (—sin sin 6x%)(cos 6x2)-12x =

- (»xksin sin 6x2}cos 6x*

} cos sin 6x?
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18. y = tg(ctgSx); y' =?
. 1 -1 -5
Y T ot (ctg 5x) sin*Sx . (sin® Sx) cos® (cig 5x)

4. Exponencialis fiiggvény deriviltja

Az exponencidlis fiiggvény derivdldsi szabdlya a kovetkezd:
y=a* derivdltja y'=a*Ina.

Ha az alap e, vagyis a természetes logaritmus alapszdma,

azaz
y=e*, akkor a derivdlt y’=¢*Ilne, de mivel Ine=1,

emiatt y’ =e*.
Ha a kitevd nem x, hanem x-nek valamilyen fiiggvénye,
akkor az Osszetett fiiggvény derivdldsi szabdlydt alkalmazzuk.

Pl.:
y=a"; y =a®u(x)lna,

ill. @ = e esetben
y=ec; Y = e (x).
Gyakorlé feladatok
1. y=5e*—3e™; y =S5e"—6e™.
2. y= Se~* 43¢ +2e%°; y = —Se~*+15¢%* + 4xe™".
3. y=eTtecorr_et3; ) =2
.Y'=er"z-—(sinx)e“”‘—Ze’"*’.
1
4. y=a"+?a"‘+a""; y=2
1 . 1
y’=a"!na—7a"‘lna+2a“ Ina= a"—?a"‘+2a”‘) Ina.
5. y=12%"43""42.500x; y =2
y=12"4x In 1243 (-2x) In 3+2-5*"*cosxIn 5,
y'=2{122.2xIn 12— 3" x In 3+ 5= cos x In 5].

. :
L. 1
6. y= 3¥*1; =7 Legyen u(x)=m = (x+1)"%; akkor &' (x)=

-- -, és
(x 1)
1
R - 1 3x+1]
(x+1) (x+1)
’7. y=‘5""2"*°°""; ¥ =7 Legyen u(x)=sin®>x+cos®x; akkor
u’'(x) :2sin xcos x+ 3 cos? x (—sin x) = (2— 3 cos x) sin x cos x;

y = §rintrrcox[() 3 ¢cos x) sin x cos x] In 5.
8. y=65x+¥x; ' =2

> 1 -1 1
u(x) = 6x+x*; u’(X)=6+3x 2=6+—-.

y'=66x+ﬁ{6+—1: Iné.
2¥Vx
_‘_2
9. y=6°%; y=2
2

xz = 2x x—x2(—si
y'=( ) Gcosx ln6= Cos x—x ( smx)
cos? x

£
x2

6°= In6=

cos x

2xcosx-+x®sinx X2

= ——— 6 cos x ]n 6.
cos? x

10, y =ee?™; ) =17
Y =(e?) ee® = 2e3 ee?,

e3x+e—3x
. y=———; y’=?

ebx_ehr

_ (2e'.’x_3e-ax)(e:\x_e7x)_(e2x+e—ax)(sebx_'Ie?x)
(eSx_ehr)g =

2e™ —3e®* —2¢% 4 3e'* — 5™ — 5¢%* +Te™ +Te**

(e**—e™)?
_ —3e™—8e®* +5e** +10e**  e?*(Se™ —3e®*+10e**—8)
(e —e™yp = e (1—e™) =
5¢’*—3e**+10e** -8

e% (1 —e?)?
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cos x
e

12. y =

— ecosxex2 —_ ecosx+xg; y’ =?
e~
3 - a2
¥ = (cos x +x2)" e°0**+>" = (—sin x+2x) e ¥ >,
13. y=e*cosx; y =?
¥y = 5¢% cos x4-¢** (—sin x) = e**(5 cos x —sin x).

14. y = 6®*cosx; » =? Legven u(x)=6'®*; akkor

1 6**1n 6
u (x)=6%>- -In6= .
cos®x cos? x

g x ] Iné6 .
y' = 6 —Egocosx+6“"(—sin x)=‘6“"( —smx)-

cos® x x

15. y=sine™®; y =? Legyen u(x)=e™; akkor u’'(x)=e**-2x=
= 2xe™.

Y= 2xe=* cos e*".
16. y = cos3*; y' =?
Legyen u(x) = 3°%, akkor u’(x) =3**-5In3.
y = (—sin 3°%).3°*.5In 3 = —5-3°*(sin 3**) In 3.
17. y =Tg—;5T
—12-5**In5

e (— ~356xy, e
y=(-2175 1g* 5 cost 5

6x —_
s S6InS=

5. Hiperbolikus fiiggvények derivaltja

Az egyes derivdltak a kovetkezOk:

y=shx=£._;2‘_3—_; y'=chx.
X -X
y=chx=ﬁ2—€—; y =shx.

=tg~25%. Legyen u(x) = 5%, akkor «’(x) = 5°*-61nS5.

th e —e " , 1
= X == s =
y e*+te~*’ ch®x
-: cthx = ere”, = !
y T e YT Tarx
Gyskorio feladatok
1. y=5shx—4chx+3thx;
y=Schx-4sh x+
ch?x
2. y=shSx; y=?
y'=5ch5x.
A, y=4sh3x+5chx*~cthx; y =?
1
y'=4-3ch3x+5:2xsh x*+ preg =12ch3x+ 10x sh x*+- ey
4. y=ch®bx; y =1

y'=2ch6x-sh6x:6=12sh6xch6x=6sh12x,

Az utolsdé 4talakitdst a sh 2a=2sh a ch a Osszefiiggés alapjan vé-

gestuk.

7

S. y=1th*Sx%; y =2
20x th 5x?
T s

¥ =21th 5x

cht 5x

6. y=sh(@x-3x-4); ) =
¥ = (6x2—3)ch 2x*—3x—4).

7. y=sh(cosx): ¥y =?

y'=ch(cos x)-(- sin x) == —sin x ch(cos x).

8. y=sinxshx+chxtgx;

y'=mcosxshx+sinxch x +shxtgx+chx "
x
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2shx+chx
9. = th*x
(2chx+shx)th2x—(2shx+chx)-2thx-
, ch*x
r= th x =
2chx+shx 2(@2shx+chx)ch®x
= th? x - ch? xsh® x =
2ch®x c¢h®*x 4chx 2ch*x
S Wx | shx shx  shx
10. y= ¥ +sin x
2%*—4th2x ’

L - 8
(—;-x % 4 cos x) (2> —4th2x)—(¥x + sin x)(3-2"‘ In 2———~)

11.

12.

13.

14.

ch®*2x

(2** -4 th 2x)*
A tovabbi 4talakitidsokat nem végezziik el.

x* ‘o
y“chxr y =
, 2xchx—x*shx
y:-———————-————-—

ch?x

y =sh(>+e); y=?

y'=[ch (e** +e=)] (e +2xe™).

y =ch(3*+4*"-6); y' =1

¥ =[sh (5> 44— 63} (3-5*% In 5+4x-4*" In 4 —3x*-6" In 6).
y =sh¥6x*+1-ch(5x2—3); y =1?

1 _1
y= (chV6x’+1)-E-(6x'+l) T, 12x-ch (5x2—-3)+

+shV6x2+1 -[sh (5x*—3)]-10x =

6xchy6x*+1 ch(5x*—3)

Yexrr+1

+10x sh Y6x*+1 sh (5x*—3).

6. Logaritmusfiiggvények differencidlisa

A diflcrencidldsi szabdly: y=log, x; y'=

xlna’
1 ]
Haa logaritmus alapja e, azaz y=In x, akkor y' =——=—,
ta loganitimus alapja e, azaz y * Y T Xine x
mivel Ine=1.
1 1
Megios Z’ . Ha ,:lnax’ akkor ’:‘:'——. a=—, teha’.t a
cjegyzés ) Y = ax x

R |
barmely valds értékére az In ax fliggvény derivaltja < {Ha

a -0, akkor csak pozitiv, ha a <0, akkor csak negaiiv x-ekre
ctielmezett az In ax fiiggvény!)

Gyakorlo feladatok

1. y=5Inx+3In2x; y =?
, S 5 3 8
Yom—43e—2= " =—,
x 2x x x x

2, y=min(3x+4); y =1?
1 3

o —F = |
Y x4 3xt4

Voy - In(3x*+2x—-6); y =17
1 6x+2
- (6X42) = e~
i e Tl Al vy
4. y Insin*x; y =7
1 . 2cosx
! - -—e25inXCOS X = —; =2ctgx.
sin’x sin x
5x
s. « ln s Y =2
yea=3?
dx-3 S(x-3)—5x-4 20x—15-20x -3
Y s @x-3p Sx(dx—3)  x(dx—3)

1e



2x+1 10

6. y=In———; y =2 cy o lg(6xX*—10x*+5); Y =2
sin x
1 1 x(18x—-20)
L Y= . (18x2 —~20x) =
x+1D* ) . 6x*—10x2+5 In10 ) (6x®*—10x2+5)1In 10 :
TT R e Ty
1 O 1 .y - lg———"y y=2
. —Qx+1) *-2sinx—~(2x+1)? cosx cos x
, sin x 2
y = " N — = X 1
2 SR X —
2x+1)® (2x2—3)°
yv=lg—
sin x — cos x
._}/2x+lcosx . 1 . .
2x+1 _ smx-(2x+1)cosx _ 1 g x. . 1 ?(Zx’—li)w’.-4xcosx—(2x’-3)?(—sinx)
Y2x+1sinx (2x+1)sin x 2x+1 . y Lsx . . -
1 Inl10 2 -
7. y=In(cosxsin®*2x); 3 =? (2x2-3)? oS x
1
= e o —si in® .2 si 2) = 4x cos x 3 _
y o T ox ( —sin x sin® 2x +cos x-2 sin 2x cos 2x-2) : +ﬁ;’T3 sin x
4 sin 2x cos 2x cos x —sin x sin® 2x _3rex-3y —
= " = 3
cos x sin® 2x Y2x*—3 (cos x) In 10
4 cos2xcos x—sin xsin2x 4 cos 2x cos x —2 sin® x Cos x .
- h — - = 4xcos x+3(2x2—3)sinx 4x tg x
cos x sin 2x €os x sin 2x = S = + .
) 3(2x%--3)(In 10) cos x 3(2x*~3)In10 In10
» 2 cos 2x—sin® x dcig2 2sin® x cte 20—t s
= e e X e T2 —_— X.
oin 2% B X i X CoS * g ix—ig Az utolsé eldtti 1épésben a tortet bovitettitk 3 ¥ (2 —3)-nel, és czzel
as cmcletes tortet eltiintettiik.
sh 2x ,
8. y=ln—>p—; y=?
sin® x 12, yme*ln2x; y' =?
, sin?x 2 ch 2x sin? x - sh 2x-2(sin x) (cos x) _ 2 1
Y= sh2x sin® x h y=2e>In 2x+e“‘§=e’x (21n2x+“).
X
2 (ch 2x) (sin x) —2 (sh 2x) (cos x)
= =2 cth 2x—2 ctg x. N ym 3 25x2); y =
2 En D g y = (cos* 2x) (In® 5x%); y =2
9., y=Ilg2x+3); y =2 y = 2cos 2x+(—sin 2x)-2 In? 5x* 4 cos® 2x-3 In’Sx‘-—l—-IOx——-
5x?
, 1 L 2
y::: ozl = . 2 3
2x+3 1010 T @x+3)Hllo « — 4 cos 2 sin 2x In? Syt 4 S o0S ZX 105X .
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14. y=In(cosxshx); y =?

y=————(—sinxshx+cosxchx)=
cos x sh x :

cosxchx—sinxshx

- cos x sh x =Cthx:—tgx,
15. y=sinln12x; y ' =?
1 cosin 12x
y'=cosIn12x- " 2= —
16. y=shin*xt;, y =?

4 (ch In® x?) (In x?)

1
Y'=chln®x*-2Inx*—-2x =
X’ X

17. y= e2x+ln2x; y' =? Mivel elnx =x, igyy —_ e3x+ln2x= e!xelnix=
=e¥*.2x;
Y= 2e™2x+e-2=2e"(2x+1).

18. y=e™'sr; y =2

1 2" In 5
Y= e 20n Sxe—eS = T
5x x
19. y=log; (6x*—4); y'=?
, 11 12x 6x
Y= 6x-4 s (Gx‘ 49Ins5 (3x’ 2)In5

7. Logaritmikus differencialas

A logaritmikus differencidlds médszerét akkor alkalmazzuk,
ha a differencidlando fiiggvény hatviny alakG ¢s mind az alap,
mind a kitevd x fiiggvénye. Ezt a fiiggvénytipust exponencidlis
hatvdnyfiiggvénynek is nevezik.

A logaritmikus derivdlds mddszere a kovetkezo:

Legyen y=f(x)?® alaki; el3szor mindkét oldal e alapu
logaritmusdt vessziik: In y=Inf(x)*® =g(x) In f(x); majd
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mindkét oldalt deriviljuk x szerint (mégpedig a bal oldalt
osszetett fliiggvényként, a jobb oldalt pedig szorzatként):

—;7 y =g (x)Inf(x)+gx) 7(1}7 f7(x); végiil y’-t explicit alakra
hozzuk (és y helyett f(x)?™-et helyettesitiink vissza):

r (JF_)]
J® ¥

A gyakorlatban nem a végképletet alkalmazzuk, hanem az
eljards szerint szimolunk, mivel ez kdnnyebben megjegyez-
het6. Tehdt minden alkalommal a kovetkez6 lépéseket hajtjuk
végre: 1. Az explicit alak természetes logaritmusdt vesszik. 2.
Differencidlunk. 3. Rendeziink. 4. A jobb oldalon visszahelyet-
tesitjiik y-t.

¥ =f(x)"""[ '

Gyakorlé feladatok

1. y=e; y=?

Megoldjuk a feladatot az exponencialis fliggvény derivildsi szabilydnak
felhaszndldsival és logaritmikus derivdldssal is, mert a feladat mindkét
moédszerrel megoldhaté (ugyanis az alap nem fiigg x-t6l), majd Ossze-
hasonlitjuk a derivaltakat.

1. Megoldas:
y=e; y =e*2x=2xe*,
II. Megoldds:
Logaritmikus derivaldssal:
Iny=x*Ine=2x%;

s

'y; =2x, ebbdl y =2xy=2xe*.

Tehédt a két eredmény megegyezik.

A tobbi feladat mir mind y=f(x)e(x) alak@, vagyis az alap és a kitevd
egyarant x fiiggvénye, tehit exponenciilis fiiggvényként kozvetleniil nem
ditferencialhat6.
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2, y=(5-2); y =1?

Iny=x1In(5-2x);

<=

1
=In(5-2x)+x ——+(~2);
{ x) Jr5 (-2)

2
y =y [ln (G3-2x)— 5{2-;] =(5-2x)* [ln (5-2x)~- 5 _2:‘2‘] .

3. y=(6-x" ¥=? lmy=xIn(6-x);

~

<

=2x1n (6 - )+ -

(—2x);

|<|&<

2x*
== (6— x5 | 2x In (6 —x2) - I .
6—x*

Ebl:ten a"példéban — és az Osszes kovetkezbben — mar nem jeldltiik
az y tényezdt, hanem a bal oldalon neveziben 416 p 4tvitelekor a masik
oldaira rdgtén behelyetiesitettiik az eredeti fuggvényt.

4. y=x°0%; y =1

Iny=:(cos x) Inx;

xqiy

. cos x
=(—sinx)Inx+- 5
X

, cos x .
Y = x“’”‘{ (sin x) lnx] .

5. y=x"t2-3;, 3 =2 lny=(x*+2x—3)Inx;

1
Y Qx4+l x4 (P4 2v— 3
y X

24 2x-3
y’: x"""""[Z(x+l)lnx+—-————x +ox ].

6. y=xV3"% =9

= _ ’*
y=x@x%

Iny=( —x’)*ln x;
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y o1 _x R
—=—(-x) Y~ Inx+(5-x)F —=
y 2 X
xhnx S5-x
Vsow =
y:xys_—_‘:{ :x*___‘_*_)
X ¥F5—x°

7. y=(n2x)¥; y=2?

In y= 3x%*-In(in 2x).
Megjegyzés: In{in 2x)azt jelent, hogy a 2x logaritmusanak a logarit-

musat kell kiszamitanunk. Az In(ln 2x)fiiggvény értelmezési tartomanya
azon x értékek Osszessége, amelyekre az in 2x>0, vagyis 2x>1.

’

Y 6xIn(In 2x) 4+ 35" —— -2 = 6x In(In 20) + —
— =6xIn(In —e— 2 =6xIn{ln2 —_—
7 2 2x M ox

3
y' = (In 20> [6x In(in 2)+ — l .
in2x

8. y=({nSxp%; y' =17

In y = (sin 5x) n(}n 5x) ;
‘ 1 1

2.~ 5(cos 5x) In(in 5x)+ sin 5x .5
¥y Insx Sx
sin 5x
= (In Sxyins [S(cos soIn(in 5]+ —— ] :
xIn 5x

9. y=(0nx3)*; y =7 Iny=:*la(lox?;
y L 1 1
—=2xha(In»3*)+x* —— - —-2x;

y Inx* x?

2x ' 1
/o= 2x —_— =2 2yx? ( 2 o B
¥ = (In x3)~ [ In(1nx®) + o J x(In x%) lln(lnx )+ oo ]

10, y=(@x)co=>x*einx; p'=7 iny=(cos x+sin x)in4x;

|
Y _ (—sin x+cos x) In 4x+ (cos x+sin x) — 4;
y 4x

. €os x+sin x
¥ = (4x)corx+ainx [(cosx-—sm x)Indx+ —————] .
X
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2x-3 2¢—3
11, y=(6x)>**; y=? lhy= in 6x;
y={6x ’ y S5x+2
Y 2(5x+2 3).5 2x-31
LA Gx+2)-Cx—3). In 6x+ —_=
y (5x+2)? 5x+2 x
10x+4—10x+15 In 6t 2x-3
= n 6x =
(5x+2)y x(5x+2}
2x-3

= In 6x+ ;
Gxt2y T Gt

y = (6x)5892

2x-3
(6x)°x+2 (l9ln6x +2x—3)
T 5x+2 5x+2 x

3 e
12. y= (3x’)y""; y =1

3 L
Iny=Yx—-4In3x*=(x—4) In 3x%;

Y _Lyd 31
—;—?(x-—‘i) ln3x’+(x—4) 3—];'61'—

3

In 3x3 J_2 x-—4.

s ’
3¥(x—4y

X

3
y’=(3x’)"‘"‘[ 3n -xz +2 X 4].
sWe—ap  *
3 x2
13. y=(x+2x)";

3 2
Iny=ax*InVxrr2x =%ln(x‘+2x);

106

L=
6x+ =
(5x +2)’ x(5x+2) ]

!2’

x* 1
—In(x*+2x +—-*. 433 +2) =
=3 In( ) 3 Aox ( )=

~<|‘<\

2xIn(x*+2x) x(4x*+2)
3 3(x*+2) ’

3

3(x*+2)

14. y=20*"; ¥ =2 lny=("+5%In2x;

g 1
Y 2e™ 45 In5)In 2x+ (e + 5 =2
X

¥ =@ [(282"+5" In5)In2x+
x

,

1
Y — 2(cos 2x)-2 In x+2 sin 2x-—;
y x

2 2
y' = xsinix [4 (cos 2x) In x sin x] .

x _____ 1 1
16. y=V2x+3=(x+3)*; ¥ =? Iny=—In(2x+3);
X

y 1 1
—=——In(2x+3 —2=
y x* ( )+x 2x+3

_—hex+y 2

B xt 2x*43x

x 2 In 2x+3)

= 2t+3 — =
y=Y [2x’+3x ]

Y43 [ 2 Wn@e+ 3)]

2 1
17. y= VsinTx+e™ = (sin Tx+e™)™; y =2

1
Iny=—In(sin7? ;
y = (sin 7x+e*)

e2x+ Sx

B

15. y =022, ' =7 y=x?*in?x; |Ipny=2(sin2x)Inx;
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Y LI ey, 1 gt
T )y —o (T cos Tx+2e™) =
5 2x!ln(sm7x+c )+2x dnTxte™ ( + )
—In(sin7x+e*)  7cosTx+2e™
N 2x? 2x (sin 7x +e*) ’
2x 7 cos Tx+2e* ]n(sin7x+e"‘)]
'= v : 7 i p3x ==
Y Sinfxe [ 2x (sin 7x+e*) 2%

2x
Vsin 7x+e** [7cos7x+2e"‘ ln(sin7x+e”‘)]

2x sin 7x +e* x

3: 2 2 .
18. y= Vsin*x=(sinx)>*; ) =? lny=—q—x~’lnsmx;

¥ 4 s 2 1 —4Insinx +2ctgx.

YT E I e s T T e e
, 3 2xctgx—4lnsinx

Y= Vsin*x P .

Most olyan feladatokat oldunk meg, amelyekben a dif-
ferencidlandé fiiggvény tébbtagi, és az egyes tagok exponen-
cidlis hatvanyfiiggvények, ill. esetleg azok fiiggvényei. Ilyenkor
a logaritmikus derivdldst minden tagra kiilon-kiilon kell alkal-
maznunk.

19. y=x*+(sinx)***; y =? Legyen y,=x* és y, =(sinx)*'"~;
akkor

’

l ’
Iny,=xnx; 2 omxtx—=Inx+1; yi=x"(nx+1);
x

M
tovabba
In y, = (sin x) Insin x;
A 1 .
!i:(cosx)lnsinx+sinx — cos x = (cos x) (In sin x+ 1);
Y2 x

& = (sin x)"*~ (cos x) (In sin x+1).
Tehit

¥ =yt + ¥ = x* (In x+ 1)+ (sin x)**>* (cos x) (In sin x+1).
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X
20. y=Vx+sinx**~; y'=? Vigyazzuok! A mdsodik tag csak ha-
sonlit az el6z6 feladat masodik tagjira, de nem egyenld vele; uzyanis ebben
a példiban az x*™* szinusz&t kell meghatirozni. A misodik tag tehat
olyan Osszetett fiiggvény, amelynck belss fiiggvényét csak logaritmikus
differencidldssal tudjuk meghatarozni.
1

X, -
Legyen y, = Vx=x= ¢és Yz =sinu, ahol u= x*"* exponenciilis hat-
vanyfiiggvény.
Most deriviljuk az y; és y, fiiggvényeket:

1 »i 1 1 i
nyy=—Inx; —=-—hx+——=
x » x2 x x
Inx 1
=———+—=—(i-lnx);
x*  x?
) - 1-inx
X1 x 2
X

¥s = (cos u)-u'; uw'-t logaritmikus derivalassal szamitjuk ki-

s

. u 1
lnu=(sinx)lnx; — =(cosx)Ilnx+(sinx) —;
u X

W = xtiax [(cos x) in x+—sn—n—x‘] .
x

Tehat

sin x
¥; =(cosx®inx) xsin > [(cos x)Inx+ ] .
x

x
Yx(1—lnx) i in x|
Y=yt =Tt (s xin) [(cos x)In x+s_"‘_f] .
X

A logaritmikus derivélist az esetben is erdemes lehet alkalmazai, ha

tobbtényezbs szorzatfiiggvényt, ill. tortfiggvényt kell derivilnunk. Erre
vonatkoz6 feladatot oldunk most meg.

21 y=(x+2)(x-3)(x+5); y'=1?
Iny=In(x-+2)+In(x-3)+In (x+5);

,

y 1 1 1

Yy x+2 x-3 x+5
1 1 1
Y =@x+2)(x-3)(x+5) (-—- + + )=

x+2 x—-3 x+35

= =3 (x+5)+(x+2)(x+ 5)+(x+2)(x - 3).
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x+H(x-3)(x+2)

x-6G-HEx-2)’

Iny=Inx+4H)+nEx-3)+hix+2)-n{x-6)—
—In(x-4)-In(x—2);

y 1 1 1 1 1 1

yx+4x3x-r2x6x4x2
_ (x+4)(x-3)(x+2) ( 1 1
T -6 x-H (-2

22, y= =1

’

x+4 x—3 x+2

Eredményiinket nem alakitjuk tovabb.

8. Inverz fiiggvények differencialhdnyadosa

Ha az eredeti fiiggvénykapcsolat explicit alakja y=f (x),
akkor ebbdl a fiiggetlen vdltozot — mint y fiiggvényé.t — ki-
fejezve, megkapjuk az inverz kapcsolatot, amelynek jelolése:
x =f(y)=0(1) o L

Legyen az y = f(x) fiiggvény képe az 52. dbrdn ldthato _gorbe.
Az 4brdbdl leolvashaté, hogy az x=¢(y) kapcsolat differen-
cidlhdnyadosa, —3% , megadja az Y-tengely pozitiv irdnya és a
fiiggvény szelGje kozotti szog (f) tangensét. Ennek reciproka,

Y

52. dbra
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A—ii , viszont éppen az x-tengely pozitiv irdnydval bezirt szog
tangense. Ebbdl — a

y_ 1
4x _4)_:
4y
relici6 mindkét oldalinak hatdrértékét képezve — adddik
1 _ 1
dx dx ¢ () ¢ [/I)]
dy

A mddszert el6szor olyan fiiggvényen mutatjuk meg, amely
eredeti-explicit alakj:iban is és inverz alakban felirva is kénnyen
differencidlhato, €s igy eljirdsunk helyességét eliendrizni tudjuk.

Legyen az y=/f(x) fuggvénykapcsolat y =x2 Az inverz kap-
csolat x = + Vy (53. dbra), de csak a parabola x=}y dgit
vizsgdljuk, azaz pozitiv x értékekre szoritkozunk.

Az Osszetartozé szaimpdrok tovdbbra is ugyanazok; ugyanis
ha pl. x;=2, akkor y=x? alapjidn y,=4, vagyis a szdmpdr
dltal meghatdrozott pont P(2; 4). Ha viszont az x= V;fﬁgg-

y-x*

—- N W ey YN o X

53. abra
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vénykapcsolatba helyettesitjiik az y, =4 értéket, akkor x, =2
adédik és a szdmpdrhoz tartozd pont ismét P,(2;4). Tehdt
a fuggvény gorbéje az X, Y koordindtarendszerben vdltozatlan
marad.

Hatdrozzuk meg az y=x* figevény derivdltjdt az x,=4
abszcisszdji pontban!
1. Mddszer: Derivdljuk az y = x® fiiggvényt, és behelyettesitjik
a derivdliba az x,=4 értéket.

y = x% ——2x, y{@4)y=2-4=238.

aL
A derivalt értéke az xg=4 abszcisszdji pontban 8, vagyis
chhez a ponthoz hizott érintd az X-tengely pozitiv irdnydval
akkora szoget zir be, amelynek tangense 8.
. Mddszer: Derivdljuk most az x=}y=y* inverz kapcsola-
tot y szerint: —bi:«—]— y—*-———— gy megkapjuk az Y-tengely
dy 2 2¥y
és a tetszoleges y ordindtdji pontban hiizhatd érintd dltal be-
zdrt szOg tangensét mint y fiiggvényét. Ennek reciprokit véve,
megkapjuk az y=f(x) fiiggvény bdrmely y ordindtdjii pontjd-
hoz huzott érintének az X-tengely pozitiv irdnydval bezdrt
szogének a tangensét mint y fiiggvényét: §§=2Vy Ha ebbe
visszahelyettesitjiik y-t, mint az x fiiggvényét, akkor megkap-
juk az eredeti y=jf(x) fiiggvény x szerinti derivaltjat:

=2V = 2x.

Valéban ugyanazt az eredményt kapiuk, mint el6bb.

Megjegyzés: Az inverz fiiggvényre vonatkozé derivdldsi
szabdlyt akkor alkalmazzuk, ha az inverz fiiggvénykapcsolat
derivéltjdt ismerjiik, mig az eredetiét nem, ill. ha az inverz
fiiggvénykapcsolat derivéltja egyszeriibben hatdrozhaté meg,
mint az eredetié.

Gyakorldsul meghatdrozzuk néhdny fliggvény derivaltjat az
inverz kapcsolat segitségével.
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Gyakorl6 feladatok

3
1. Hatirozzuk meg az y=Vx fiigavény derivaltjat.

1. Megoldis
3 _
y=¥x inverz kapcsolata: x = 3*.
. dy 1 1 3 s .
Mivel — = = —, ezzel megkaptuk p=Yx derivaltjit mint y
dx dx 3*
dy
fiiggvényét; y = Fx behelyeticsitésével a feladatot megoldottuk :
dy 1
3¥a

1I. Megoldis:
Most alkalmazzuk a tértkitevdjii hatvanyfiiggvények derivalasi szabalyat:
kY i -z 1

y:}/;::x‘; VY =—x 2=
3

-
3¥x3
A két derivalt tehdt valéban megegyezik.

A szogfiiggvények inverz fuggvényei az drkuszfiiggvények.
Mivel a szogfiiggvények nem monotonok, ezért inverziik tébb-
értéki. Mi csak a f6érték derivditjat hatirozzuk meg, de meg-

N

- \/

'\ \
i ax"\ (\A X
SV
X
\
A

2
y=arc sinx -1t

I,
NRSSDS <

y=Arcsin

lga,- 15

fgaty=-vZ 54. abra

8 Differencidlszamitas
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adjuk a médszert, ahogy tetszGleges pontban meghatdrozhat-
juk az érintG irdnytangensét. Az arc sin x f6értékét, Arc sin x-et
az 54. dbrdn vastag kihuizdssal jeloltiik.

2. Hatirozzuk meg az y=Arcsin x fliggvény derivaltjat!

A fiiggvény inverz kapcsolata: x=sin y.

dx dy 1
—=Cosy; —=-——.
dy dx cosy

Megkaptuk az y=Arc sin x fiiggvény derivaltjat mint az y valtoz6 fiigg-

n n
vényét. Mivel a foérték értékkészlete: —~2—§ y 53 , €s ebben az inter-
vallumban a koszinusz nemncgativ, ezért a sin?y+cos?y = 1 trigonomet-

rikus azonossagbol cosy = ¥1—sin®y =

dy
dx 1— %2
Hatarozzuk meg az y=Arcsin x fiiggvény derivaltjat az x,=0,5

vagy (Arcsinx) =

i)

Vi—x® )
3.

abszcisszaju pontban (54. abra).

1
—— & —— = 1,15.

YOS =——=—=
¥1-0,25 V0,75 0,865
4. Hatirozzuk meg az y=arcsin x fliggvény y,= y 7 ordinatdju

pontjdhoz huzhatd érintd egyenletét!
V2

A sz6g 7::— n, ennek szinusza Xo="3"
Mivel az y=arc sin x fiiggvény derivaltjit ismerjiik mint y fliggvényét

d 1 1 1
ui —y=— = ——— = ——- ezért behelyettesithetjiik y, értékét, és
dx dx (sin y)’ cos y
dy
ezzel megkapjuk az érint6 irdnytangensét :
d) 1 1 1 —
Y ) = = = — =—¥2.
Clymgr SN 3, _12
4 2

Az 54. 4bran val6ban latszik, hogy eredményiinknek megfeleléen, az
érintd tompaszoget zar be az X-tengely pozitiv irdnydval.
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n);az érintd irdnytangense m=—}2,

&l

Az érintési pont: P.,(
és igy az érintd egyenlete:

)

IR

5. Hatarozzuk meg az y=Arccos x (foérték) fiiggvény derivaltjat

(55. abra)!

T
SK, y=Arc cosx

/ I -
N ACAN
-1 oGz n

/

rL’
/| lga=-102
[
Y=arecosx 55. 4bra

Az y=Arc cos x inverz kapcsolata: x=cos y.

dx
~siny, ebbdl az y = Arccos x fiiggvény derivaltja mint y

dy
fiiggvénye:

dy 1

dx  sin y

A foérték értékkészlete 0=y=n, ezen tartominyban a sin y=0, ezért
a szogfiiggvények négyzetes Osszefiiggésébol

siny=V1-cos?y =¥1—x*

ésigy .
dy - 1 1
2 ———, vagyis (Arccosx) = —

- ’

a.—: V!_xi

1—x?

3%
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Vegyiik észre, hogy az Arccos x fiiggvény érielmezési tartoméinya a
[—-1; +1] zirt intervallum, ennek végpontjaiban viszont derivéltja nincs
értelmezve, tebdt y=Arccosx csak a (—1; +1) nyilt intervallumban
differencialhatd.

6. Mekkora szoget zar be az X-tengely pozitiv irénxéval az
y=Arc cos x Riggvény x,=90,2 abszcisszdja pontjdhoz hizott érint (47.
4bra)?

' 1
Mivel y’ = ~ ————, ezért
Yi—x®

1 1 1
y02)=- == ~————1,02.
¥1-0,04 Y0,96 0,98

tga=—1,02; 180°—a=45,5° tehat
x = 180°—45,5° = 134,5°.

7. Hatarozzuk meg y= Arc tg x derivaltjat (56. 4bra)! Az abran csak a
foértéket tiintettik fel.

14
i 4
H
y=Arclgx
3 gt
7 56. abra

Mivel az y=Arc ig x fiiggvény inverz kapcsolata: x=tgy, ezért
dx 1 sin® y+cos® y
dy costy = cos’y

=tg2y+1.
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Az y=Arc tg x fiiggvény deriviltia mint y fiiggvénye:
dy 1
dx tg® y+1

Mivel y=Arc tg x, tehdt behelyettesitve azt kapjuk, hogy
(Arc tgx)' =

+x2 "

Lithato, hogy a derivalt barmely x értékre pozitiv, vagyis az Arctg x
fiigegvény szigoriian monoton novekedo,

8. Hatarozzuk meg 2z y=Arcctg x fliggvény derivaltjat (57. abra)!
Az y=Arccig x fuggvény inverz kapcsolata x=cig y.

dx 1 sin? y+cos?
—=—= 4 z =—(1+ctg?y),
dy sin? sin® y
ebbol
dy _ 1
dx  l+cg y
Y|
n
y=Arcctgx
I
7
) 1 } ) ) ] - X
-3 -2 -1 g 7 2 3

57. 4bra

Ezzel megkapjuk az y= Arc ctg x fiilggvény derivaitjat mint y fiiggvényét;

behelyettesitjiik a ctg y=x kapcsolatot, ¢és igy megkapjuk a keresett deri-
véltat mint x fiiggvényet :

D _ (Arcctgay = ——
dx Bx) = 142

Mint 14that6, a derivalt értéke barmely x-re negativ, tehit az Arc ctg x
fiiggvény szigoriGan monoton csokkend.



A hiperbolikus fiiggvények inverzei az area-fliggvények. Ezek

értelmezését mar megadtuk, igy csak a derivdltakat hatirozzuk
meg.

9. y=arshx=In(x+Vx*+1). Hatdrozzuk meg a figgvény deri-
valtjat egyszer az inverz kapcsolat felhasznaldsival, egyszer pedig logarit-
mikus alak koézvetlen derivdldsival (58. abra)!

Y
3...
2 .
« 11 y=arshx
i 1 1 1 1 1 1 1 1 i X
-y -4 -3 -2 -7 1 2 3 4 5
-’_
-2_
.-3,_
58. abra

I. Megoldas:
dx
Az y=ar sh x fiiggvény inverz kapcsolata x=shy; mivelT = chy,
'y

ebbdl az y=ar sh x fliiggvény derivéiltja mint » fiiggvénye:

D (arshxy =
dx_ arsin x —-chy

A derivaltat x fiiggvényeként keressiik, ezért felhasznaljuk, hogy
ch? y—sh?y = 1, amibél

chy=Vi1+sh'y = V1+22.
(A gyokjel eldjele azért pozitiv, mert ch y csak pozitiv szim lehet!) fgy
1
(arsh x)' = -——-—
Yiest
II. Megoldds:

A feladatot az explicit alak derivaldsaval is megoldhatjuk:

y=In(x+Vx+1);
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1 1 e
y=—————|14+—0*+1) ? -Zx] =
x+¥x+1 2

_ 1 x _ 1 Vx’_-f-l_-}vx _
{” Y ]

x+¥x2+1 x4 x+¥x*+1 Va2 +1
_ 1
x*+1

A két eredmény tehat megegyezik.

10. Hatirozzuk meg az y=arch x figavény derivaltjait (59. 4bra)!
A fiiggvény gorbéje az X-tengelyre szimmetrikus, kétértéka.

y=archx

59. abra

I. Megoldds:
y=archx=lh(x+¥x*=1); x=chy.

Most mér az inverz kapcsolat felirdsa utan kozvetleniil felijuk a -3—{
X
differencidlhanyadost!

gy 1 1
dx dx—shy
dy
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Felhaszndlva ch®y—sh'y=1 azonossigot: shy=Lfchiy—1=

=i,x.-ls igy

dy i
— =t s
dx -1
tehdt
1
(archx) =+ .
Yx2-1

A plusz, ill. minusz elGjelet aszerint kell figyelembe venni,
hogy a derivdlt értékét a gorbe X-tengely feletti (plusz), vagy
X-tengely alatti (minusz) dgdra vonatkoz6an akarjuk-¢ meg-
kapni.

II. Megoldds:
Az archx fuggvény logaritmikus alakja:
y=In(x+V*=T1).
Vegyik el6szor is észre, hogy az y=In(x+¥x¥~1) és

y= !e‘i (x—¥Yx*=1) foggvények az X-tengelyre szirametrikusan helyezked-
nek el.

Ugyanis ( (
- ~¥x2-1)(x+¥x2-1)
y=lnGx-¥>¥-1)=In x =
x+¥x-1
e i) B ! =~In(x+¥¥=1),

x+¥x*-1 x+¥x -1
és ezért az elobbi alak igy is frhat6:
y=l(xtVx*-1)=tnx+V¥-1).
Deriviljuk elszor csak az y=In(x+Vx*—1) alakot, & a + jelet
majd a végén vegyiik figyelembe.

¥ . {1+-§—(x’——l)-%-2x]=

il

x+Vx’—-I'
x x-1+4x
1+
¥r-1 -1 1

x+¥x*-1 x+¥x2-1 Fxt—-1 )
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Tehat az y =+ In(x+Yx*—1) figgvény deriviltja:

1
Y= .
Fxz-1
igy minden x értékhez két derivalt tartozik, az y=arch x X-tengely
feletti, ill. alatti dgainak megfelelden.

11. Hatirozzuk meg az y=ar thx fiiggvény differencidlhanyadosat
(60. dbra)!

X
60. abra
1. Megoldds:
1. 1+
y=arthx=—ln—x, ahol |x]<1; x=thy.
2 1-x
dy__ 1 _ 1
dx dx 1
dy ch?y
Mivel
hl _.hﬁ
1L eby=shty e iewm
ch®y chiy
ezért :
(iy 1 ’
—_—— és i ail th =——
o iow &y @rihx =g
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II. Megoldds:
A deriviltat az

alakb6l szamitva kapjuk:
, 1 l—x. 1A-x)—-1A+x)(=1D

y_.—-—.__.._.

2 1+x A—x¢
_ il-—-x 1—-x+1+x 1 2 1
21+x  (1-x° 2 (+00-% 1-x"

Tehédt a két médon kapott derivalt megegyezik.
12. Hatdrozzuk meg az y=ar cth x fiiggvény derivaltjat (61. 4bra)!

yl
4
3
2_
7
1 1
R X
-1
._2 N
 y-arcthx
- 61. dbra
1. Megoldas:
1 x+1
y=arcthx=—Iln——- |x|>1; x=cthv.
2 x-1
dy_ 1 1
dc  dx 1
. dy sh?y
Mivel 1~ ch*y—sh*y .
iy iy =—cth®y+1=1-x%
ezért _ ! i ’ !
i vagyis (ar cth x) =l—x’ .
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II. Megoldas:
Derivéljuk az y=lln xil alakot!
2 x-1
1 x—-1 1(x—-1)—(x+1)-1 x—1—-x-1 .
T2 x+1 Ge—1) T 2=
2 1
TT20e-) 1-x

Tehit a két eredmény megegyezik.

Megjegyzés: Az arthx, ill. arcth x fiiggvények derivaltjdnak alakja
megegyezik ugyan, de a két derivaltfiiggvény értelmezési tartomanyanak
nincs koz6s pontja.

13. Hatirozzuk meg az y=In x fiiggvény derivaltjat az inverz fiiggvények
derivalasi szabilya alapjén!

y=Inx;, x=e"

dy 1 1 1

dx E - e’ x’
dy
. 1 . . .
vagyis az (In x)’ = — madr ismert derivaltat kapjuk.
x
14. y=arccos 5x; y’="? A differencidlas kétféle modon is elvégezhetd.
1. Megoldds:

Mivel az arkusz fiiggvények inverzét és annak derivaltjat ismerjiik,
differencidljunk eldszor az inverz kapcsolat felhaszndlisaval.

Az inverz kapcsolat: Sx=cosy; x = co:y_

A derivalt:
g 1 5 5 _ 5
dc~ _siny  siny  Yi-cosy  Vi-25¢

5
II. Megoldas:
A megadott fiiggvény azonban Osszetett fiiggvényként is derivdlhato,
ugyanis
dy 1 5
o

TYicer | Vicze
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15. Hatarozzuk meg az y=ar sh x* fiiggvény derivaltjat!
1. Megoldas:

Az inverz kapcsolat derivdldsa alapjan:

y =arshx? ax®*=shy; x=Vshy;

dy_ 1 _ 1 2)shy
dx  dx 1 __;_ - chy B
dy —i-(Shy) Chy
2¥shy 2x

Ysbiy+1 V41

1. Megoldads:
Az oOsszetett fiiggvény derivaldsi szabdlya alapjan pedig:

& Yoart1 w1

d) 1 2x
cd 2x
A két derivalt tehat megegyezik.

9. ¥mplicit fiiggvények differencidlhinyadosa

Az implicit alakban adott F(x;y)=0 fiiggvény y'(x) dif-
ferencidlhdnyadosa a fiiggvény explicit alakra hozdsa nélkiil
gy szamithaté ki, hogy az x szerinti derivdldst az ismert
differencidldsi szabalyok alapjdn elvégezziik, figyelembe véve
ekozben, hogy az y vdltozé az x-nek fiiggvénye (tehdt, hogy
az y-t tartalmazd tagokat Osszetett fliggvényekként kell dif-
ferencidlni).

A derivdlds utdn kapott Osszefiiggésbol az y” differencial-
hdnyadost kifejezve, a kapott kifejezésben vdltozoként alta-
ldban x mellett y is fellép, tehdt y explicit alakjanak ismerete
nélkiil nem tudjuk meghatdrozni a derivdlt fiiggvény explicit
alakjdt.

Ha azonban a differencidlhdnyados értékére csak a fiiggvény

124

egyes pontjaiban van sziikségiink, akkor e pontok koordini-
tdinak behelyettesitésével az explicit alak nélkiil is megkap-
hatjuk a keresett eredményt.

Gyakorlé feladatok

1. yx—yx*—6 = 0. Hatdrozzuk meg az implicit alakbol a fiiggvény x
szerinti derivaltjat, majd szidmitsuk ki a derivaltat az x,=1 abszcissziju
pontban!

Meghatirozzok a derivéitat:

2y’ x+y2—y x*—y-2x=0;
Y Qyx—x*)=2yx—y*;

2yx — y?
T 2yx—x®

Yy

Bz a derivalt implicit alakja. Mivel a derivalt szimériéke egy pontban
csak e pont koordindtai ismeretében szamithatd, ezért eloszor ezt kell
meghatdroznunk.

Behelyettesitjiik a fiiggvény implicit alakjaba x, adott értékét, és meg-
hatarozzuk y,-t.

Pel-y-12—6=0;

¥-y—-6=0;
1+V1+24 145
Yo= g =

Yoa=3; Yoa=-2.
Py (15 3), Poa(l; —2).

A derivalt értékét a Po 1, ill. Po s pontban tgy szamitjuk ki, hogy koor-
dinatait behelyettesitjiikk a derival fuggvény implicit alakjaba.

2.3.1-3 -3

2.3.1-1 5
2(=2-1-(-2 —4-4 8

Y (Po) =

Y Pod=— T T ami s
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2. 5x%y—2x+5y = 0. Hatirozzuk meg az implicit alakbdl a fliggvény
derivaltjat! Mivel a fiiggvény kénnyen explicit alakra hozhaté, igy a felada-
tot mindkét modszerrel megoldjuk.

I. Megoldds:
Az implicit alak differencidl4sa:
15x2y+5x2y' —2+5y" =0;
Y (5x3+5)=2—-15xy;
, 2-15x'y 2-15x%y
YT Tsews . s

igy megkaptuk a derivaltat implicit alakban.

I. Megoldis:

A derivaland6 fiiggvényt most el6bb explicit alakra hozzuk:

2x

5X+5)=2x; y=———.
y(5x*+5) y ST

A derivalt tehat
, 2(5x°+5)—2x-15x* _ 10x*+10—30x° 2-45
5203+ 1) TSl S(RLE

igy megkaptuk a fiiggvény derivaltjat explicit alakban.
Ellendrizzitk a két derivalt egyenlBségét!

2x
A derivalt implicit alakjdban y helyébe a fiiggvény y = ———— ex-
plicit alakjat irva: S(x3+1)
—_ 3
21552 2x 10x®+ 10— 30x’
. S(3+1) SG+1) _2-4x
VTSR s+ TS

A kétféle modon kapott derivaltfiiggvény megegyezik.

3. Hatdrozzuk meg az x'y+5)°x—4 = 0 fiiggvény derivaltjit az
implicit alakbol, és a derivalt értékét x,=1-re!

4xy+xty’ +10yy x +5)* = 0;
Y (x*+10xy) = = (5p* +4x’y) = — y(Sy -+ 4x9);
. y(6y+4e)

x(x*+10y)
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Az x,=1 értéket behelyettesitjiik a fiiggvény implicit alakjaba, igy ys-ra
egy masodfoka egyenletet kapunk, ennek gyokei lesznek az y, értékek.

Yo+ 5yi—4=0, rendezve: 5yp+y,—4=0,

—1+V1+80 —149
10 T

Yo =

4
Ebbél y,, = ?; Yo,2 = — 1, tehdt a széban forgd pontok

4
Pl(l;?)’ Py(1; —1).

Az adott xo-hoz tehat két fiiggvényérték és igy két derivalt tartozik.

il PR
?('5' 4.8 32

A T T T
1(11-10‘ )
5
—1[5(=1)+4 1
by - IBEDHA

11+10(-n] 9"

4. V}-F l’; = 18. Hatdrozzuk meg a fiiggvény derivaltjat! A fiiggvény
konnyen explicit alakra hozhatd, és igy mindkét modszerrel megoldhatd
a feladat.

I. Megoldds:
Az xt+y* = 18 implicit alakot derivalva:
l 1

1
x4y Iy
X Tty ty

atirva gyokos alakba

1 ,
‘——_-+‘"{: =0,
2¥x  2Vy

ebbol
. 2Vy ]/ y
y=——m=- —.
2l'x X
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Ha az eredeti implicit alakbGi }/} értékst kifejezziik és behelyettesitiik
¥’ kifejezésébe, akkor megkapjuk a derivalt explicit alakjat is:

Vy=18-¥x;

. 18-Vx  ¥x-18

11, Megoldds:

A ditferencidihdnyadost most Gigy szamitjuk ki, hogy a differencidlando
fiiggvényt elobb explicit alakra hozzuk, majd differencidlunk.

Mivel ¥y = 18~Vx; igy y = 182—36Vx-+x, ezért

L 18 —~18+¥x  ¥x-18
2 Vx Vx x
A kétféle modszerrel kapott derivaltakat dsszehasonlitva litjuk, hogy
azok valdban megegyeznek.
A tovdbbiakban mdr olyan implicit fiiggvényekkel foglal-
kozunk, amelyek explicit alakira csak nehezen, vagy egydlia-
ldban nem alakithaték 4t.

5, cix-}hay__elx -4y=y; yl=?

er+5y(2+3yt)_ezx—iy(2_4y') — y';

2e2x-;3y *_3-)" 2x + 3y 2e2x-4y+4y'eﬁx—¢y=y’;

y:(3ezx+ay+4ezx-~4y_ l) — Z(e:x-iy_ez:nfay);
2(6.!.\‘—-0)’_.62;:#3}:)

38‘.’.x+3y +4e2x-4y_ 1

.

6. x3=)"In(x2yy); y =?

l .
3% =3y In (293 +)° ——-2xp* + x2-32¥);
)2y (y’)y"x,y,,(y‘ 3*y)
elvégezziik a kijeldlt miiveleteket:

Ixt=3y%y 1n(r3y")*——+3y’y H
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rendezink :
3222 Bt )+ 3
) 325
y =

3t )+
7. =¥ =sinx; y=?
2*In2—-3"(In3) y' =cos x;
ezt rendezve
¥ 3In3=2"In2~-cos x;

ebbdl
2*In2—cos x

3in3

8. e YtcosQy—x)=0; ¥y =1?
et*-v(4—y)—sin(Qy—x)-(2y'~1)=0;
de*-¥ —y’ e**=¥ -2y sin 2y —x) +sin 2y—x) =0;
4e"‘"+sm(2y—x)=y[e"‘ Y4+ 2sin Qy—x)};

4e%* Y +5in 2y —x)

e Y4+2sin(2y—x)

s ’
9. Vx*+y+sinxy=14; y =?

Y=

’

y =

1
(x2+y*)?® +sin xy = 14;

2
%(X’+y’)-7(2x+ 3)8y)+ (cos xy) (¥ + xy) = 0;
2x -3 1 , )
3 3+ T+ 2y (x*+y%) ® + ycos xy+xy cos xy =0;

-2 2x -2
yYrer+yy) ® +xoosxy]=—[—3— 2+ ? +y°05x)’]§

2x
+y cos xy 3
3
3‘/(x2 T30 2x+3y cos xy ¥ (x® + y)*
y = - 3 '
P rcos xy 3y2+3x cos xy ¥V (2 + %)

3

9 INfleremiAlssdmitas
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10, 5Um 438 =5xy; Y =2
5%12= (In 5) (cos xy) (y+xy)+6yy' = 5(y+xy');
5*%¥ (In 5) y cos xy+ 5> (In 5) xy’ cos xy + 6yy’ = Sy + 5xv/,
ezt rendezve és y’-t kiemelve:
Y [x5%2* (In 5) cos xy + 6y — 5x] = Sy —5*"~¥ (In 5) y cos xy,
ebbdl
, y[5—5%">¥ (In 5) cos xy]
x5%2>¥ (In 5) cos xy + 6y — Sx )

11. eP*+ery+y?=6; y =?
es**eh x+e*®¥ (chy)y +2yy =0;

ezt rendezziik :
Y (e™*Ychy+2y) = —e*®**ch x;

i e*®*chx
Vo=
e*®ychy+2y

12. sinxcosy=10,5; y =?
€0s x cos y+sin x(—siny)y’ = 0;
ebbdl
, COSXCOSy

= — n =ctgxctg y.
sin x sin y

13. sinx**Y+Inx?y=3x; y'=? A kifejezést 4talakitjuk, mert szor-
zat logaritmusa helyett logaritmusok 6sszegét kénnyebbd differencidlnunk.

sin x*°*¥+2Inx+Iny = 3x.

Az els6 tag belsd fiiggvénye logaritmikusan derivalhatd: eloszor ezt a
derivaltat hatarozzuk meg:

’

z
Legyen z = x°>*¥; ekkorInz=cos y Inx, és igy — = (—siny)y’ Inx+
z

1
+(cos y) —; ebbol
x

’ cosv(cos‘y / Q1 )
2/ = xcos? —y'sinylnx].
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Most derivaljuk az eredeti fiiggvényt:

2y
cos x°°* Y (x°**?) + —+—=13;
x )y

behelyettesitve az (x“°*”y)’-re kapott kifejezést:

’

cos 2
y——y’sinylnx]+—+-y—=3;
x Yy

X

cos xool y(xooa y) [
rendezve:

1
y [( — CO8 X°**¥) x°°*¥(sin y) In x+7] =

2 (cos x°°*¥) x°°*Y cos y
.
- :

=3~
X x
ebbdl
3x -2 —(cos x°°*¥) x°°*¥ cos y
, x
y .. =

-y (cos x°°*¥) x°°*¥ (sin y) In x +1
y

y[3x —2—(cos x°°*¥) x<°*¥ cos y]

x[—y(cos x°°2¥) x°°*¥ (sin y) In x+ 1] )

4. Vx4 =InVyi—x2; y =2
A gyokot tortkitevoként irva:

1
@by = In (0P =2);

ezt derivaljuk:

1 -1 1
) T 2+2py) = — ——— Qpy —20);
, @x+y) T Q+2y) 2y 2yy'-2x)

I+ w-x
V2x+y’_ y-x?
A kYO =) =0y —x)V2x+)%;

YRy —xtyy =y Vax+ - xV2x+ )%

V2x+y* (5 —x%);

Qe
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rendezve:

y-xt+xV2x+y =y 3V 2x+ 2 + x2y - p%);

P=xt+xV2x+y?
YV2x+y + xty -y

;

y =

X
15. VX4 2 + 32 =6x%; y =1
Mivel az elso tagot csak logaritmikusan lehet derivalni, ezzel kiilén fog-
lalkozunk.
x 1 1
Legyen z =}V x2+3? = (x2+ y*)~; ekkor In z= — In (x2+)?); ezt diffe-
x

’

z 1 1
rencidlva: — = —— In (x*+y?) + —-——— (2x + 2yy’); ebbdl
z xt X xE4+)R

x(x*+y?) x2?

Most differencialjuk az eredeti implicit fiiggvényt, rogtén behelyettesitve
a kapott eredményt :

x 24 2xyy — (247 1
W2x+ xyy’ —(x*+ %) n(x’+y’)+

6y’ = 2453,
249 vy

Mindkét oldalt szorozzuk a tort nevezdjével és elkiilonitjiik az y’-t
tartalmazé tagokat.

20V F 7 + 2xyy VR 477 = (05 VAT In (22450 +

+6yy x}(x+)7) = 24x* (x*+)7);
X
Y 2xyVxr 4yt + 6y (x2 4+ 9] =
x — X
=243 (2 + Y+ (4 YV 45 In (0 +yY) -2 Vo £ 0%

[ L +VRES In (24 )] - 20 VAT
2oy [V 57 + 32 +9)]
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16. y=(sinxy)"; y':? In y = x In sin xy;

1 1
—y =Insinxy+x— +(cos xy) +xy');
y sin xy

’

Y In sin xy + xy ctg xy + x3y’ ctg xy;
y

¥y =ylInsin xy+xy* ctg xy+x2y’y ctg xy;
Y (1-x*y ctg xy) = y(In sin xy +xy ctg xy);

, _ y(Insin xy + xy ctg xy)
N 1—-x*yctg xy :
17. H*+x>=5; y' =1

A feladatot logaritmikus derivaldssal oldjuk meg. Bevezetjitkk a z=4y* és
u=x" jelolést.
Ekkor egyrészt.

Inz=Ind4+xIny;
zl ’
—= lny+x£;
z y
. . Y
2" = (4y~) = 4y~ (Iny+x——) .
y
Masrészt

Inu=ylnx;
u 1
—=yInx+y-—;
u x
’ ’ ’ y
u=(x)=x]y lnx-b-—).
x
fgy az eredeti fiiggvény differencidlhdnyadosa:
v
4y~ (Iny+i)+x’ (y' lnx+l) =0;
y x

4y Iny+4y* 'xy’+ Xy Inx+x""y=0;

Y@y  'x+x’Inx) = —(x*"'y+4y~Iny);
x*'y+4v iny

T4y xiInx

,

y=
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Hatirozzuk meg a kor érintdjének egyenletét 4ltalanos alakban, az
érintési pont paraméterét £,-val jelolve. Bzutdn frjuk fel az érintd egyenletét,

n
hat.,=€ és r=>5.

1. Megoldds:
Az érintd irdnytangensének meghatdrozisa:

Xx=-—rsint; y=rcost.

Az érintési pont koordinétai:
Xo=rcCoSty; Yo=rsinty, vagyis Po(rcost,; rsin ).
Az érintd egyenlete:

y—rsin f, = —ctg t,(x —r cos tg).

Felirjuk az érintd egyenletét, ha ¢, = 1;— ésr=5:

5 si z ct, "(x S cos ")
—~5sin —=— —_ - e
Y 6 g 6

6
5 - Y3
——=—}3|x-5—1|;
= 14 [x 2]
rendezve:
y=-—"§x+lo.

Ellendrizziik a feladat eredményének helyességét!

II. Megoldds:
Ellendrzésképpen a feladatot most gy oldjuk meg, hogy a ¢ para.métel:t
kikiiszoboljiik, és az igy kapott y=f(x) fiiggvény derivaltjat szamitjuk ki.
Az adott x=5cos? & y=>5 sin ¢ egyenleteket négyzetre emelve, majd
osszeadva
x2+y* = 25 (cos® ¢+sin® ) = 25,
amibdl
- Tt 5
y=1V25-x; x= Scos-g=—2—ﬁ.
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Mivel a ¢, = %— szOghoz tartozd pont az elsd siknegyedben van, ezért
¥0>0, &s igy y = ¥25—xet kell derivilnunk.

1 Y —x
Y=—025-x) *(-2%)= H
2 y25—=
5
-=73
5 2 5Y3 5Y3
2513 ) 100—75 2.3
: 4 4 2
75 5
=) 25-=-==,
Yo l/ 4 2
és igy az érintd egyenlete:

5 - 5 -
=Y = .
r=3 14 (x 3 V3)
Az utobbi moédszerrel kapott eredmény az eldbbiével megegyezik.

9. Az e!lipszis paraméteres egyenletrendszere, ha nagytengelye az X-
tengelyen, kistengelye pedig az Y-tengelyen van,

x=acost; y=bsint,
ahol a az ellipszis nagytengelyének, b pedig a kistengelyének a fele.
Legyen most a=5, b=4, és igy az ellipszis paraméteres egyenletrendszeres

dx d
x=5c08t; y=4sinf; —=—5sint; — =4cost.
dt dt

n
Hatirozzuk meg a f, = y argumentumi ponthoz hazhatd érintd
egyenletét!

1. Megoldds:
Az érintési pont koordinAtdi:
n Y2 s
=5cos—=5-—=—1Y2;
Yo =57 =3"

V2

n
=4sin — = 4.— = 2J/2,
Yo=4sin— 5 V2
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és igy az érintési pont
5 i
P, [—2— ¥2; 2V 2) .
Meghatarozzuk a derivaltat:

A keresett érintd iranytangense:
, n 4 4 4
Y (’°=7)=‘?°‘37=‘?-
fgy az érintd egyenlete:

y—zﬁ=_;§-(x-iﬁ).

2
ezt rendezve

4 —
y= ——5—x+4}l2.

II. Megoldds:
A feladatot megoldjuk az ellipszis implicit egyenlete segitségével is:

x ) 25— x2 4
—t—=1; =44 =4+—F25-x%.
5716 y=4+ 5 T

Feladatunk megold4sakor az ellipszis X-tengely feletti ive keriil csak
szbba, ezért csak a + jelet vessziik figyelembe a gyokjel elbtt:

—4 25—-x*
}'—5 .

5
Az érintési pont abszcisszdja az elbbiekbdl x, = 5 ¥2. Hatarozzuk

meg az érintési pont koordin4t4it, valamint az érintd egyenletdt!
Az érintési pont ordinatija:

4 50 4 5/2 —
=—\|/25-"-=—.2_ = =2Y2,
Yo 5l/ =57 -

tehét a pont

p(i Vi zﬁ).
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A fiiggvény deriviltja:

, 41 @5 x’)_%( 2) 4x
Y=—5@5- 2=
52 5¥25—x3
Az érint6 irdnytangense a P, pontban:
5
4. 2 _ _
AS 2 V2 2y2 2Y2 4

/250 o 5 5
3 4 V2
Az érintd egyenlete:

}'-2V§=—%(x—-—§—ﬁ),

tehit a két eredmény megegyezik!

10. x = 3(cos t+tsint); y = 5(sint+z£cost); y=1?
%X=3(—sint+sint+tcost)=3tcost;
¥y =5(cos t+cos t—tsint)=5(2cos t—tsint).

5Qcost—tsint) 5 (2 )
— = | ——tg 2] .
3tcost 3\:

11. x=6e¥; y=4de™™®; y =1
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11. Polarkoordindtikkal adott filggvény derivaltja
Ha a fiiggvény az r =r(¢) poldrkoordindtds alakban adott,

ahol a ¢ poldrsz6g a fliggetlen vdltozé és a rddiuszvektor
r hossza a fiiggvényérték (l. a 62. dbrdt), akkor bebizonyithatd,

Plrs¢)

7 ¢ X 62 4bra

hogy differencidlhdnyadosa — vagyis a gorbe valamely pontjd-
ban huzott érintd irdnytangense — a kovetkezé alakban fejez-
heté ki:

dy _ r'(¢)sing+r(p)cose
dx ~ r'(p)cosgp—r(p)sing

Tehdt y-nak x szerinti derivéltjdt ily médon a ¢ szog fiiggvénye-
ként kapjuk meg!

Gyakorlé feladatok
1. Adott az r=2€*® un. logaritmikus spirdglis (63. 4bra). Hatdrozzuk
meg a ¢, =2 (radidn) szoghoz tartozé pont rddiuszvektorat, majd a kapott

pontban hizhat6 érintd egyenletét!
ElBszor a radiuszvektort kell meghatdroznunk:

r=2e%?=2e®~2-403,4 = 806,8 ~ 807.
@, atszamitasa fokba:
¢ =2=2.57,3°=114,6°.
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X 63. 4bra

Az érintési pont derékszogii koordinitiinak meghatarozisa:
X3 =r; 08 @; = 807 cos 114,6° = 807 (—0,4163) ~ —335.
¥1=r,; sin @, = 807 sin 114,6° = 807.0,9092 ~ 732.

A derékszogl koordinatak: P(—335; 732).
A derivalt és az irdnytangens kiszamitdsa:

r=2%; r=6e%;
dy rsinp+rcosp  6e®® sin p+2e®® cos ¢
dx rcose—rsing  6e®® cosp—2e’® sing

_ 3sin¢p+cos¢_ 3tge+1
3cosp—sing 3—-tgo
2) _ 3tge,+1 N 3tg114,6°+1 3(-2,18)+1
dx)ey 3-tge,  3—tgl114,6°  3+2,18
-5,54
5,18
Az érintd egyenlete:
y—732 = —1,07(x+335).

2. Hatérozzuk meg az r=3e*® egyenletii logaritmikus spirdlis azon
pontjit, amelyhez huzott érintd az X-tengely pozitiv irdnyaval 45°-os
szoget z4r be.

~—1,07, vagyis tga=-—1,07.
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d
frjuk fel a — derivéltat!
dx

dy r'sinp+rcosp  6e*® sing+3e* cose

ax rcosp—rsing  6e*cosp—3e*®sing
2sing+cosp 2tge+1
2cosp—sing 2—tgp

Nem irtuk fel, de ne felejtsiik el, hogy r=r(p)!
Ismerjitkk az érintd irinytangensét (hiszen tg45°=1), & ki akarjuk
szamitani az érintési ponthoz tartozd ¢, polarszoget, valamint az érintési
dy

pont Py(x,; ¥s) koordinatiit. . = 1-et helyettesitiink, majd tg¢,-et
kifejezziik :
1= 2tg o, +1 .
2-tgo,
2—-tgp,=2tge,+1;

1
3tgp,=1; tg q:1=—3— ~0,3333; ¢,=~184°

A Kkeresett pont radiuszvektorinak meghatirozdsihoz ¢,-et radidnba
kell tszamitanunk:

o
>’

1
0.~ 184° 5 =~ 0,32 radidn.

,3°
Ezt az r(p) fiiggvénybe helyettesitve: \
r=3e2p1 =323 = 308 ;3.1 9=57.
A Kkeresett pont derékszbgli koordinatdi:
Xx; = r; €os ¢, =5,7 cos 18,4° = 5,7-0,9489 ~ 5,41;
y,=r;ysin @, = 5,7 sin 18,4° = 5,7-0,3156 =~ 1,79.
Tehét Py(5,41; 1,79).

3. Az archimedesi spirdlis &ltaldnos egyenlete: r=ap, ahol a=>0.
Hatarozzuk meg az r=3¢ archimedesi spiralis ¢,=1 polarszogii pontjdhoz
huazott érintd egyenletét! r=agp; r'=a, és ¢,=1=57,3°.

dy r'sing+rcose asin ¢+ ap cos ¢ tgo+o
dx r'cosg—rsing —acosq:—acpsimp_ 1-ptgp
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Az érintd irinytangense:
(dy) t1g573°+1 15641 2,56
—_— ~ == =
o 1-11g57,3° 1-1-1,56 —056

dx
Az érintési pont koordinitdinak meghatirozisa:

-4,57.

X; =r; COS @, = 3 cos 57,3° = 3-0,5402 = 1,62;
¥, =", sin @, = 3 sin 57,3° = 3-0,8415 =~ 2,52.

Tehat az érintési pont: P, (1,62; 2,52).
Az érint egyenlete pedig:

y—2,52=-4,51 (x—1,62).
4. A hiperbolikus spirdlis &ltalanos egyenlete r— — alaki, ahol a>-0.
[ 4

5
Adott az r= — hiperbolikus spirdlis. Hatirozzuk meg a gorbe ¢,=0,5

P
radidn polarszogli pontjdban a gorbére merdleges egyenes egyenletét!
Valamely gérbe adott P, pontjiban tigy emeliink a gorbére merdlegest,
hogy a ponthoz hizott érintére merdleges egyenest hatirozzuk meg.
A pont radiuszvektordnak nagysiga:

5 5
n=—=-—=10.
wl 0)5
A fliggvény és deriviltja:
5 , 5
r=—; =——.
? o

A polirszog atszimitisa fokba:
0, =0,520,5-57,3° = 28,65° = 28,7°.

A derivilt fiiggvény:
. 5
. - —cos
dy r'sing+rcose "smp+¢ ¢
dx  rcose—rsing 5 5 .
——Cos@p—-—smn¢@
¢ e :

—sing+gpcosg  tgp—¢p
—~cosp—psing l+ptge

10 Differencislszimitss
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dy tgp—e: _ 1828,7°-0,5
(E),,, “ltotge.  140,5tg28,7°
0,5475-0,5  0,0475
~1+40,5-0,5475  1,2738

= 0,0374,

vagyis tg a; ~ 0,0374.

Az adott pontban a gorbére merdleges egyenes irdnytangense
(tg ¢,), mint ismert, az adott pontban a gérbéhez hizott érintd
irdnytangensének negativ reciproka:

t; ! 1 26,7
Gp=—=—— s — .
B = e 00374
A P, pont koordinétai:
5
X3 = ry COS @; = — cos 28,7° =~ 10-0,8771 ~ 8,8;

5
n=nsing, = o5 sin 28,7° = 10-0,4802 ~ 4,8.

A P, pont tehat: P,(8,8; 4,8).
A Kkeresett egyenes egyenlete:

y—4,8 = —26,7(x—8,8); rendezve y = —26,7x+239,8.
5. Hatirozzuk meg az alibbi gorbék metszési szogét: r,=3 cos @;
r,=>5sin ¢.
Két gorbe metszési sz6gén a metszésponthoz hizott érintok
altal bezdrt szbget értjik.
Eloszor a két gorbe metszéspontjanak a polirkoordinatiit kell meg-

hatidroznunk, majd az érintdk irdnytangensét.
A két gorbe metszéspontjanak meghatarozasa:

3
3cosp=S5sing; tg¢=-§=0,6; @ 31°
A metszéspont polarszige tehit: g, =31°~0,541 radidn.
A metszéspont rddiuszvektora:
ro=23cos31° = 3-0,8572 = 2,57.
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Az elsd gorbe jellemzd adatait 1-es, a masodikét 2-es indexszel jelol-

rn=3cos@; ri=-—3sing.
ry=>5sing; ri=>5coseg.

g)}_ rysin g+r, cos g _ —3sin*@+3costg

dx ricosp—rising —3singcosp—3sinpcosp
o1
N 2tgp

dn) _tfe—1  tg231°-1
(75)%" 2tgg,  2tg3l°
A misik gorbe ¢, polarszogli pontjahoz hiizbat6 érintd irdnytangense:
dys r; sin ¢+ry cos @ Scosg@sin @+ 5 sin ¢ cos ¢
dx rs COS @ —ry Sin @ - S cos® ¢ —5sin® ¢ =
_ 2 cos @ sin @ 2tgp
T costo-sintep 1—tgig’
dy, _ 2tg @, 2tg31°
(74;)%“ I-tgg, 1-tg831°

A két érintd 4ltal bezart szoget meghatdrozhatnink képlettel is, de
latjuk, hogy az egyik érintd irdnytangense a mésik negativ reciproka, tehat
a két gorbe derékszogben metszi egymast.

1 1
6. Legyen r=es—.=e“'. Hatarozzuk meg a n=7 radiin polar-
szdgli pontbeli érintd irdnytangensét!

-5¢.
>

r=e%; r=-—5

1
ry=—=0,368;
e

1 573°

¢1=-—5—z =~ 11,5°
A derivalt mint a ¢ polarszog fiiggvénye:
dy r’ sin @¢+rcos ¢ —5Se~**sing+e 5 cos g _
dax r'cosp—rsing = —Se~%*cosp—e-""sing
_ —S5sing+cosp Stge-1
T _Scosp-sing  S+ige
10*
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Az ¢érint6 irdnytangense:

(dy) _Stge—1_ StglL,5°—1  5-0,2035-1

dr)ey  Stige:.  S+tglls® 5+0,2035
1,0175—1  0,0175

T 752035 52035

= 0,003 36.

7. Legyen r = 6(5—3 cos ¢). Hatirozzuk meg a gorbe ¢, = 1 pont-
jaban huzhat6 érintd irdnytangensét! (Most a szogfiiggvényeket két tize-
desjegyre kerekitve adjuk meg.)

¢1=1=x573° r=6(5-3cosg); r'=18sing.

A derivilt mint ¢ fiiggvénye:

dy r'sing+rcosg 18 sin? ¢ +6(5—3 cos @) cos ¢ _
dx r’ cos ¢—rsin ¢ N 18 sin ¢ cos ¢ —6(5—3 cos ¢) sin ¢

18 sin? ¢+ 30 cos ¢ — 18 cos? ¢ B
" 18sinpcosp—30sinp+18sinpcosp

3sin"+Scos¢—3ws=¢__

—3(cos* ¢ —sin* @)+ 5Scos ¢ _
6singcos@p—5sing

3sin2p—S5sing

—3c0s2p+5c0s @
3sin2p—Ssing
dy —~3c0s 114,6°+5¢c0s 57,3° 3 cos 65,4°+5 cos 57,3°
(Ex—)u T T 3sin114,6°—5sin 57,3° _ 3sin 65,4°—5sin 57,3°
3.0,4163+5-0,5402  1,2489+2,7010
T 3.09092-5-0,8415  2,7276—4,2075
3,9499
71,4799

~ —2,68.
Sikban mozg6 pont poldrkoordinatdit megadhatjuk paramé-
teres alakban az id6 mint paraméter fiiggvényében:
r=r(t); @=¢().
A sebesség radiuszvektor irdny, ill. arra merGleges 6sszetevoi:

v,=F; U,=re.
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A pont helyének x és y derékszogii koordindtdi — a poldr-
koordindtdk és derékszogii koordindtdk k6zotti dltaldnos 6ssze-
fiiggés értelmében:

X=rcos@; y=rsin ¢.
A sebesség x és y irdnyu Osszetevdi pedig
vy=X=FcosQ—rsing-@;
v,=y=Fsin@-+rcos¢-@.
Mindkét esetben a szorzatfiiggvény derivdldsdnak szabdlydt
alkalmaztuk.
A sebesség derékszogli Osszetevoit ismerve, az eredd sebesség
nagysdga a Pythagoras-tétellel szdmithaté ki:
v=Voi+o} = Vil +y".
Mivel

x2=(Fcosp—rsing- @)=
=72 cos? 9 —2rFsin p cos ¢ - ¢ +r?sin® ¢ - ¢?;
YE=(Fsing +rcosg - ¢)*=
=r*sin%@ + 2rising cos@ - ¢ +r2cos?¢ - ¢,
ezért — a két kifejezést osszeadva —
X2+ y2 =72 (sin® ¢ + cos?@) + r’p? (sin® ¢ + cos?p) =
= +ri¢p?
Tgy

v=V2+y? = Vit +rigt.
8. Az R sugaru kor paraméteres, polarkoordinatas egyenletrendszere:
r=R; p=wt.

Hatarozzuk meg a kovetkez0 egyenletii kormozgast végzd pont helyzetét
és sebességét adott ¢, idopillanatban:

r=10; ¢=3¢; t,=0,1.
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Ismét felhivjuk a figyelmet arra, hogy ¢ értéke radidnban mérendd.
El6szor a pont helyzetét hatarozzuk meg:

r=10; ¢ = 3-0,1 rad = 3.5,73°17,2°,

A pont polarkoordinatdinak ismeretében a derékszogli koordinatik is
meghatdrozhatok :

x=rcose = 10cos 17,2° = 10-0,9553 = 9,553;
y =rsing = 10 sin 17,2° = 10-0,2957 = 2,957.

Tehat a pont derékszogli koordinatai: P(9,553; 2,957).

Meghatérozzuk a mozgas v = ¥ 7*+r%* sebességét. Mivel r=10 4llan-
do, tehat r=0; p=31; ¢p=3, ezért

o= Vr¢ =rp=10.3 = 30.

Ha r=0, azaz nincs a pontnak radidlis (sugér iranyd) sebessége, akkor
a fizikabol ismert v=wr képlet alapjan szamolhatunk, mert ekkor ¢p=w.

9. Az archimedesi spirdlis poldrkoordindtids, paraméteres egyenlet-
rendszere a kovetkezo:

r=at; p=wt, ahol a>0 és w=>0 4llandok.

A mozgd pont rddiuszvektora, ill. poldrszoge az id6vel ard-
nyosan nodvekszik. A mozgdst ugy lehet elképzelni, hogy az
origébdl kiindulo és egyenletes forgémozgdst végzd félegyene-
sen egy pont sugdrirdnyd egyenletes mozgdst végez.

Hatarozzuk meg a spirdlisan mozgd pont derékszogili koordinatiit,
valamint sebességének abszolut értékét a ¢,=2 s idGpillanatban, ha r=>5¢;
@==61.

Itt az egyiitthatok 5 cm/s, ill. 6 1/s (az ut6bbi a szogsebességet adja meg
radian per szekundumban).

A 1,=2 értékre r, =5-2=10cm; ¢, = 6-2 = 12 radidn, vagyis
@,~12:57,3°2690°.

A polarszog tehat 690°, de a szogfiiggvények periodikus voltabol kovet-
kezik, hogy a szogfiiggvényértékek ugyanazok, ha 690°—360° = 330°-0s
sz0g szogfiiggvényeivel szamolunk.

Xy = rycos ¢; = 10 cos 690° = 10 cos 330° = 10-0,8660 = 8,66 cm;
y1 = rysin @, = 10sin 690° = 10 sin 330° = 10-(—0,5) = -5 cm.

A pont derékszogli koordinatai tehat a mdasodik mdésodperc végén
P,(8,66 cm; —5 cm).
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Az y koordinita negativ eldjele azt fejezi ki, hogy a pont az X-tengely
alatt van.
A pont sebességének kiszamitasa:

r =5t; r=5; o=6t; ¢=6; r,=10cm.

or=V P 4r2g* = Y25+ 100-36 = V3625 ~ 60 —= .
S

A mozgb pont sebessége tehdt a mozgis kezdetétdl szamitott masodik
mdsodperc végén 60 cm/s.

10. A hiperbolikus spirdlis polarkoordinatds paraméteres egyenlet-
rendszere r = aft ; p=>bt, ahol az a és b 4lland6k pozitiv szimokat jelen
tenek.

Hatdrozzuk meg a hiperbolikus spirdlison mozgdé pont derékszogii
koordinétdit a #,=5 idépontban, valamint a pont sebességének nagysagat,

100
ha a mozgds paraméteres egyenletrendszere a kovetkezé: r = —
t

¢=0,6t. Legyen t,=S5.
Az egységeket most nem irjuk ki.

100 100
=20

n=E=—=—=

P
@, = 0,6, = 0,6-5 = 3radidn=3-57,3° = 171,9°x172°.
A megfeleld derékszogli koordinatik:
X; = r cos ¢; = 20c0s 172° = 20 (—cos 8°) = —20-0,9903~ —19,8.
Y1 = rysin @, = 20 sin 172° = 20 sin 8°= 20-0,1392 ~ 2,8.

Tehat a pont derékszogli koordinatdi: P,(—19,8; 2,8).
A mozgb pont sebességének meghatdrozasa:
100 100 . 100 100
n=—=—=20; h=—-—=—-—=—4;

t 5 13 25
¢=0’6t; ¢=016; ¢1=0’6;

o=V A+rigl=V(=4?+20°0,6: = V16+12* = V160 ~ 12,6.

A pont eredd sebességének nagysdga 5 médsodperc multdn tehat 12,6
sebességegység.

151



V. MAGASABBRENDU DERIVALTAK

1. Magasabbrendii derivaltak fogalma

Ha egy fiiggvény derivéltjat ismét derivdljuk, akkor meg-
kapjuk az eredeti fiiggvény mdsodik, harmadik, negyedik stb.
n-edik derivdltjat.

Ezeket az aldbbi mddon jelSlhetjiik :

v ey _ @y dY()

y _f (x) - _Jx—z - dxz ’

w_ ey _ Ay Af(x)

y "'f (x) - 2;3’ - dxs ’
dy  d'f(x)

IV — (4 — £(@) —

=0 = Gx = L0

Megjegyezziik, hogy a madsodikndl magasabbrendii deri-
vdltakat ritkdn haszndljuk.

Ha valamely fiiggvény fiiggetlen véltozéja a ¢ idS, akkor a
magasabbrendii derivdldst — az els6rendiih6z hasonléan —
szintén ponttal szokds jelolni:

. dy .. d%
Y= Y=g

Példdul a fizikdbol ismeretes, hogy valamely mozgd tomeg-
pont mozgdsdt (helyzetét kiilonb6z3 idGpontokban) leiré ido-
fiiggvények elsé derivdltja a sebesség, mdsodik a gyorsulds.
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2. Raciondlis és egész kitevdjd hatvianyok
deriviltia €g ) danyok magasahbrendi

Kozvetleniil beldthaté az
y=x"
fﬁﬁ%ﬁm vonatkozdan, hogy raciondlis n esetén a k-adik
Y =nm—1)...(n—k+1)xn-*;
pozitiv egész n esetén
y® =nl, ahol n!=1-2.3..n,

és
YD = yaed = | =,

Utébl?ibél kovetkezik, hogy barmely n-edfoki polinom min-
den n-nél magasabbrendii derivdltja zérus.
Gyakorlé6 feladatok
L. y=3x'4+5x*-2x*-14; y' =7 V=1 y"=2 y =7 por-2¢
Y =122+ 15x* - 4x;
Y =36x*+30x—~4;
»"=T2x+30;
YO0 =72;
y® =0,
2. y=5x"-4x*+2x+200; y' =7 =7 Y= p0=19
Y =15x*-8x+2;
Y =30x-8;
»" =30;
yo=0.
3. Hatdrozzuk meg az y=x" fiiggvény otodik derivAltjat!
Y& =10-9-8-7-6x% = 720-42x% = 30 2405,
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5 %
4. y=Vxrr=x%; yo=1
és igy a=e esetén

2 —-4
=25 G 3) ye, e yOmpo
__( _] (,_8_ ( £ Gyakorlé feladatok
3 1. y=S5e%; y0=1
_ 23813 @ 64 1 64 1 YO = 5.48¢8  5.25604% = 1280e %,
R T 625 5— 625 ,5—
x18 x’VX‘ 2. y=_2;=2e-tx; y(5)=?
1 L e
5. y=qgo=x % yO=1? .
V= YO =2(-2fe " =2(-32e ¥ =——.
e

(s).__i __!._1 1 "__1__3 (__l__ x“:‘"___ .
YUETA T 4 4 4 3. y=2% yw=1?

Yy =2%(n2).

1 5 9 13 17 -1“-
i by | Gy | Gy | Ry Al 4 y=5.7% yo=3

y® =5.7% (In )%,

4 ==9 = G- 5. y=25%. =19
s X 4 N y HE ?
1024 y 1024 i

¥ = 55.2% (In 5)5.
Megjegyzés: Tortkitevsjii hatvanyok akdrhdnyadik derivdltja 6. y=3-%; ym—9
sem lehet azonosan nulla. Ennek oka, hogy a felirt szorzatban ’
levé szdmtényezdk egyike sem nulla. ¥ =(-2-3"*(In3)*= —-8-3"*(In 3)°.

3. Exponencilis fiiggvények magasabbrendii deriviltja 4. Logaritmusfiiggvények magasabbrendi derivéltja

y=a*; y=a*lna;...; y®=a*(lna) Az e alapi logaritmusfiiggvény magasabbrendii deriviltjai:

’

Ha az alap e, és 1gy az y=e* fiiggvényt derivdljuk, akkor y=lnx: ¥ = % C ol — —1xens

In e=1 miatt

y=e & y =y =.=)y"=¢ Y =273 Y™ = (=1)p-l.(n—1)1 x",
Ha az alap kitev3je nem x, hanem x-nek valamilyen szdm- Ha az x-nek 1-t6l kiilonbozd szdmegyiitthatéja van, akkor
szorosa, akkor ?
y=a*; y' =a*(blna);...; y"=a*(bla), y=lax; y = ;,l;~a = l,
x
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és igy a tobbi derivalt is megegyezik az y=In x fiiggvény meg-
felel6 derivdltjaival, igy

P = (=1p-1 =1l x
Az a>0 alapu logaritmusfiiggvény és deriviltjai:
, 1 |

y=18% Y =5g “Tha*
” 1 -2) x—z-
Y =ma )= "

o = El—;(—l)"‘l(n-l)!x"‘.

Gyakorlé feladatok

1. y=12Inx; y®w=?
PO = 12(=1P3xt = =2
xt

2. y=5hhx; yO=?

3600
YD =5(=1)6!x"7=5.720x"7 = 3600x"7 = P

3. y=2InTx; y9=1

12
YO =2(=1P3lx = —2e6x = -,

5. A szinusz, koszinusz, hiperbolikus szinusz .
és hiperbolikus koszinusz magasabbrendii deriviltja

Erdemes megfigyelni, hogy bizonyos fiiggvények derivdltjai
periodikusan ismétlédnek.
pl. y=sinx; y'=cosx; y’'=—sinx; y
y® =sin x; y® =cos x stb.
Mivel a negyedik derivdlt megegyezik az eredeti fiiggvénnyel,
igy az n-edik derivélt a kovetkezd médon szdmithatd ki: n-et

"

= —COS X}
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néggyel osztjuk, majd a maradéknak megfeleld derivdltat
vessziik.

Legyen pl. y =sin x, akkor y%? =3” = _cos x, mert 1967
néggyel osztva maradékul hdrmat ad, és (sin x)” = —cos x.

Hasonl6 az eljirds az y=cos x fiiggvény n-edik derivdltja
meghatdrozdsakor is:

Mivel y=cosx; y'= —sinx; y”"=—cosx; y” =sinx és
y@W =cos x, ezért pl. ha y =cos x, akkor y1%? =" = 4 sin x,
mert 1967 4-gyel osztva 3-at ad maradékul.

A hiperbolikus fiiggvények koziil az y=shx és y=chx
fliggvények magasabbrendii derivdltjait is hasonlé mdédszerrel
hatdirozzuk meg. Ui. ha y=shx, akkor y’=ch x; y"=shx
stb., vagyis minden pdrosrendii derivélt sh x, minden pdratlan-
rendii pedig ch x; ha viszont y =ch x, akkor y" =sh x; y” =chx;
stb., vagyis minden pdrosrendii derivdlt ch x, minden pdratlan-
rendd pedig sh x.

Gyakorl6 feladatok

1. y=sinx; yA9=17 ya6) =7 a8 =9
Yy =sin x, mert 12 maradék nélkiil oszthat6 4-gyel.
Yy =y"= —cos x, mert 15-6t 4-gyel osztva a maradék 3.
Y8 =y"= —sin x, mert 18-at 4-gyel osztva, a maradék 2.
2. y=cosx; y30=7 y(3 =17 5(1002) -9
Y9 =y=cos x, mcrt 20 oszthat6 4-gyel.
Y3 =" =sin x, mert 23-at 4-gyel osztva, a maradék 3.
Yoo =y = _cos x, mert 1002-t 4-gyel osztva, a maradék 2.
3. y=sin4x; y®9=7 y®=171Itt a kozvetett fiiggvény derivélasi sza-
bélyat is alkalmazzuk :
Y9 =4%sin 4x;
YO = —4%sin 4x.
4. y=cos3x; yO=7 =17
y® =34 cos 3x; y®= —3%cos 3x.
5. y=shx; y&h=7 y® =2
y=y'=ch x, mert a 41 piratlan szdm;
y" =y =sh x, mert 92 paros szam.
6. y=sh2x; y®=17 yah =17
y®=28sh 2x; (=21 ch 2x,
7. y=chx; y®=17 y30=17
y® =sh x, mert 9 piratlan szim;
y® =ch x, mert 20 paros szAm.
8. y=chix; y"=? ya9=?
y"=13%sh 3x, ill. y(19 =315 gh 3x,
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6. Implicit fiiggvények magasabbrendi deriviltja

Ha implicit alaka fiiggvénykapcsolatot derivdlunk, akkor
az els6 és a magasabbrendii derivéltakat is implicit alakban
kapjuk. Az elsd derivdltat kifejezhetjiik x-szel és y-nal; a mdso-
dik derivdlt a vdltozékon kiviil az elsd derivéltat is tartalmazza
stb. Amennyiben valamely derivélt helyettesitési értékét akar-
juk kiszdmitani egy P, pontban, akkor ismerniink kell a
P, pont x,, y, koordindtdin kiviil a keresett derivdltndl ala-
csonyabbrendii derivdltak értékét is ebben a pontban.

Gyakorl6 feladatok

1. Hatirozzuk meg az aldbbi implicit alakban megadott fiiggvény
harmadik derivaltjit, valamint a harmadik derivalt helyettesitési értékét
a Py3;4) pontban!

-x
X243 =25; y" =7 2x+2yy' =0; 2yy' =-2x; y’=—y—.

~ly+xy’
},“ y’ ’
e (=Y +Y+x") = (—y+0) 2y

yl

_ xy" Y 422y = 2xy (') _ xyy" +2yy’ = 2x ()
»" » ’

Behelyettesitéssel meggydzddiink arrél, hogy a Po pont rajta van a gérbén:
32442 = 25,

tehat rajta van.
Amennyiben a harmadik deriv4lt helyettesitési értékét akarjuk meghata-
rozni a P(3; 4) pontban, akkor ismerniink kell e pontban az els6 és maso-

dik derivalt értékét!
4r3 ( 3) 16 9
4 4 4 25

repy 3. _ _ _ %,
Y (Py) = R Y (P = 6 = TR
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e R

” —
Y (Po) = a =
75 24 54 75 96 54
16 4 16 16 16 16 225
- 64 - 64 1024

2. X¥=dxy+y'=0; y)=? y()=?

A fiiggvény implicit alaki, és ha nem akarjuk explicit alakban kifejezni,
gkkog a derivalt helyettesitési értékét csak akkor hatdrozhatjuk meg, ha
ismerjiik az x=1 abszcisszdhoz tartozd ordinitat is.

1-4-1y+)2=0;

¥—4y+1=0;

e 4+V16-4 4+V12  4+2/3
1,2 = = = ;
» 2 2 2 ’

n=2+V3; y=2-13.
Az els6 és masodi i R 3), i ; 3
g:;xmggkmmfogukmlig%:?grﬂﬁ. telli'.lléétszaérplt(ll ’f%gﬂé?} l]el:ist{J z(c%énzv;lggz
3Ix?—4(y+xy)+2yy =0;
3x?—4y—4xy’ +2yy' = 0;
3x*—4y = 4dxy' - 2yy’;
3xt—4y =y (4x—2y);
. 3a-4y
r= 4x-2y °

P, és P, koordinatdit ismerjiik, igy az els6 derivélt helyettesitési értékét
meg tudjuk hatarozni.

_ 3-1-4(2+Y3)  3-8-4y3 _
 41-22+V3)  4-4-2/3
—-5-4¥3  5+4)3

23 213

¥ (Py
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ebbdl a nevezd gydktelenitésével kapjuk:

12+5Y3

Y@= 3

5 -
=2+—Y3.
+5 14
Ugyanigy adédik — 2 gydkjel negativ elbjelére —
5
y'(P.)=2—?V3.

A misodik derivaltat az implicit alakG els6 derivaltbol kapjuk:

(6x—4y) (4x—2y) - (3x*—4y) 4 -2y)

Y= @x—2) ¢

a mfiveleteket elvégezve és Osszevonva:

1222~ 16xy — 12xp +16y+623y

= @x-2y)
_ 6xt —8xy’ — 6xy+8y+3xty’
- 2Qx-y* '
A miésodik derivalt helyettesitési értéke a P, helyen:
Y'(P)=
5 5 0
6'1—8-1(2+?Y§)—6'1(2+V§)+8(2+V§)+3-1-(2+—6-Y3)
a 2(2-1-2-Y3) -
6—16—2—0 ﬁ—l2—6Y§+16+8V§+6+iY§ _
3 27 13Y3
- 6 T 36
Hasonl6éan
13Y3
P,) =
Y'(PY 3

3. x+4*=37; y(~1)=? y(—1)=? Elbszor a pont koordi-
nétéit hatdrozzuk meg.

(-1 +42=37; 4*=36; y*=9; y=43.
Pi(~1;3), Py(-1;-3).
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Meghatarozzuk a fiiggvény derivaltjait:

2x+8yy =0; 8y =—2x; '.—_—i;
4y
YPY == = Y (PY ===
12 12 12 12
” —l-4y-+x-4}' xy —y
YET e 4y
1 37
N BT TR
Y= = 3 T T
-1(-i)+ 37
ypy=— 2 2T
4.9 36 432

1. Szorzatfiiggvények magasabbrendii derivdltjai

Legyen u=u(x) és v=uv(x) két differencialhato fiiggvény:
ekkor szorzatuk elsé derivdltja:

(w) = wv+uw'.
Midsodik deriviltja:
W)’ = v+ +u'v +uw” = u"v+ 2V +uv”.
Harmadik derivaltja;
)" = u"v+3u"v + 3V +0”.
A differencidldst tovdbb folytatva, és a megfeleld tagokat
osszevonva, az n-edik derivdltra az Gn. Leibniz-szabdly adédik :
) — o 4 ) 7 =1 L ) -2
()™ = w'™ +{ 'y +|pju"v +...+
w17 a0y 4oy
n—1)4 v +uv.

11 Differencidlszdmités
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Itt az dltaldnosan (n) -val jel6lt mennyiségek az un. binomalis

k
egyiitthatdk:
n| n! _n(n—=1)...(n—k+1)
k) (n—kNk! 1.2. ...k )

Jegyezziikk meg, hogy

)= ()= B)=02)=m & ()= 624

A Leibniz-szabdlyt haszndlhatjuk tortfiiggvények magasabb-
rendii derivdltjainak kiszdmitdsdra is. Ekkor a nevez&t — mint
negativ kitevdjii hatvdnyt — a szdmldléba vissziik és a fiigg-
vényt szorzatként derivdljuk.

Gyakorlo feladatok
1. y=xte*; y" =1

Y =u"+ [3) u'v+ (3) uv' +u"v;

1 2
u=x* u=4x%, 1 =12x*, u” =24x;
v=0v=v"=v" =¢"
3.2
Y’ =xte*+ 3-4x’e"+1——5- 12x%e* +24xe* =
= e (x*+ 12x3+ 36x2% + 24x).

2. y=xPcos2x; y"=7 y®=1?
A Leibniz-szabaly értelmében:

y”/ — uv’l’+ [?) ulv”+ (;] u”v/+uﬁlv;

YO = up® + (f) W' v® 4+ (;) W+ (g) u” v+ (Z) u® ' +u®o,
A sziikséges derivaltak:

u=x5%; u'=5x%; u"=20x%;, u”=60x%; u®=120x; u®=120;

v=c0s 2x; v'= —2sin 2x; v"= —4 cos 2x; v” =8 sin 2x;

v® =16 cos 2x; v® = —32sin 2x.
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Ezekkel
y* = x3.8sin 2x+35x%(—4 cos 2x)+ 3:20x*(—2 sin 2x)+
+ 60x2 cos 2x = 8x5 sin 2x — 60x* cos 2x —120x? sin 2x+
+60x2 cos 2x = (8x5 — 120x°) sin 2x+ (— 60x*+ 60x2) cos 2x.
y® = x5(—32sin 2x)+ 5+ 5x%-16 cos 2x+10- 20x3- 8 sin 2x+
+10+60x2-(—4 cos 2x)+ 5-120x(—2 sin 2x)+120 cos 2x =
= —32x8 sin 2x+400x* cos 2x+ 1600x3 sin 2x —
—2400x2 cos 2x - 1200x sin 2x+120 cos 2x =
= (—32x5+1600x® — 1200x) sin 2x+ (400x* —2400x2+ 120) cos 2x.
3. y=xbchdx; y¥="?
Yy =u®+ (‘1‘] uW'v”+ (g) W'+ (;) u” v +u®o.
u=x%;, W'=>5x; u"=20x%; u”=60x%; u¥’=120x;
v=ch 4x; v’=4 sh 4x; v"=16 ch 4x; v” =64 sh 4x; v'¥ =256 ch 4x.
Y@ = x8.256 ch 4x +4-5x*-64 sh 4x+ 6-20x®-16 ch 4x+
+4:60x3-4 sh 4x+120x-ch 4x =
= (256x5+1920x%+ 120x) ch 4x+ (1280x*+960x?) sh 4x.

4. y=€"sinx; y"="?
Y = w4 (;’) uv® (;) u" v+ [;) u” v+

+ (Z) u®y” + [;’) u® "+ (Z) u®y +up,

u=e*, ennek minden derivaltja e*.

H . 7 . » b . 11 .
v=sinx; v'=cosx; v'=-smx; v”=-—cosx;
v =sinx; v®=cosx; v®=—sinx; 0= —cosx.

A binomidlis egyiitthatékat szamitjuk még ki:
N_ (N (D (NN_T6_ .. (y_(7)_765_
D)=6)=7 @)=0()=1z=2 ()=E)-125-
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5.

6.
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¥ = & —cos x+7(—sin x)+21 cos x+ 35 sin x+ 35(—cos x)+
+21(—sin x)+ 7 cos x+sin x] = €*(8 sin x—8 cos x) =
= 8€*(sin x —cos x).
y=e"Inx; y9=1?
yo = uv“’+[?) u’v"+(g)u" v+ (g) u”v'+u®o.
u=e"; u=2""; u"=4e"; u"=8c"; u® =16e>;
1 1 2

6
v=lnx; vVv=—; V'=—-—; V'=—; VW =——,
x

xt’ x xt
()-@)-+ @)-73-
O = 2 (_g)ﬂ.zeu.;ﬁ.w (_;‘;]+

1
+4-8¢™ —+166 Inx =

22
= (—3+8x—12x*+16x*+8x* In x).
y=sin2xInx; y® =17
P = 1 4 (;] u'o®+ (;) wo”+ (g) "o+ (i) u®y +u®y,

u=sin2x; u« =2cos2x; u’=-—4sin2x;

u” =—8cos2x; u®=16sin2x; u® =32cos2x.

I , 1 Y 1 w2
v=lnx; vV=—; VV=—-—; V"=—;
x xt x3
6 24
(‘)=____.; v(i):...‘
v x‘ *

(-5 ©-()-23-0

® = (sin 2%) 345 2(coszx)(__6_.)+
yo= > pr
. 2 1
+10(—4 sin 2x)-—+ 10 (—8 cos 2x) (_._.).1-\
x pry

1
+5-16(sin2x)-—+32(cos 2x) Inx =
x

24 sin 2x 60 cos 2x 80 sin 2x

x® x4 x3

80 cos 2x 80 sin 2x
+ +

x? x
(24 30 80

. 60 80
———+—|sin2x+ | ——+—+321Inx]cos 2x.
X X x xt x?

+32cos 2x-Inx =
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clddntésére, hogy vén-e tényleg sz€lsGértéke, és az maximum

VL. A DIFFERENCIALSZAMITAS vagy minimum-e, kétféle feltételt ismertetiink.
ALKALMAZASAI 1. Ha y’(@)=0 & y”"(a)>0, akkor minimum (64. dbra),
ha y’(@)=0 és y”"(a) <0, akkor maximum van (65. dbra).
Y
1. Sziveges szélsiérték-feladatok a)
Egy — legaldbb kétszer differencidlhaté — y =f(x)-nek csak |
olyan a helyen lehet lok4lis szélsGértéke, ahol y’(a) =0. Annak ; Y
a)
|
\ | y "
\ T X |
: .
| |
T U"\ X
Y l Y
y Y
)
Y
X |
a
//i i} X
/T—\ ga
l 65. abra
|
Y Ha y”(a)=0, akkor még nem tudjuk elddnteni, hogy van-e
¢) cgydltaldn szélsGérték és az milyen. A 66. dbrdn ldthatd esetben
- ) y" pl. a fiiggvénynek az a helyen nincs szélsGértéke annak ellenére,
hogy elsé derivdltja nulla (itt mdsodik derivdltja is nulla).
= - X Ha viszont y" (@) =y”(a)=...=y" D (a)=0, de y™(a) #0, va-
| ) gyis az a helyen y™ az els6 el nem tiind derivdlt, akkor paros
| 64. abra
167

166




n és y™(a) >0 esetén minimum, y™(a) <O esetén maximum van;
ha viszont n pdratlan, akkor az a helyen nincs szélsGérték.

2. Ha y’(@)=0 és y’(x) az a helyen elGjelet vdlt, akkor
szélsGérték van, mégpedig ha egy megfelelé — a-ndl kisebb
— ¢ pontban y’(¢)=>0 és egy megfelel6 — a-nal nagyobb —
d pontban y’(d)<0, akkor a fiiggvénynek az a helyen maxi-

g a)

|
|
l
|
I
' X
g
4 0)
| Y
|
I

66. abra
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muma van; ellenkezb esetben, vagyis ha y"(c) <0 és y’'(d) =0,
ukkor minimuma.

Megfelelé az olyan pont, amelyrdl biztosan tudjuk, hogy
k8zte és az a hely kozott y* nem viltoztatja elGjelét.

Adott esetben a két feltétel koziil azt alkalmazzuk, amelyik
cgyszeriibbnek ldtszik.

Most olyan feladatokat oldunk meg, amelyekben el6szor a
mennyiségek ko6zotti kapcsolatot matematikailag meg kell
fogalmazni, vagyis a fliggvényt fel kell irni; ezutdn keriilhet
sor az igy kapott fiiggvény szélsGértékének meghatdrozdsdra.
A feladatokat részletesen oldjuk meg, hogy az Olvaso kdonnyen
ittekinthesse az egyes megolddsok mddszerét és lépéseit.

Gyakorl6 feladatok

1. Egy feliil nyitott, négyzet alapi doboz készitéséhez 2 m* teriiletii
lemezt hasznilhatunk fel, Hogyan védlasszuk meg a doboz méreteit, hogy
térfogata a legnagyobb legyen, és mekkora ez a legnagyobb térfogat?

Adott a doboz F feliilete, mely csak 2 m? lehet; valtoztathatjuk az alap-
élt és a magassigot.

Ha az alapélt x-szel, és a magassigot y-nal jeloljitk, akkor a térfogat

V=x2.
Az x és y kozott azonban még egy Osszefiiggés all fenn, mely a feliiletre
vonatkozé kikotésbdl adodik:
x*+4xy = 2.

Tehat két egyenletiink van két ismeretlennel. Ha azonban az ut6bb
cgyenletbdl y-t kifejezziik és a térfogat képletébe helyettesitjiik, akkor a tér-
fogat mar csak egy mennyiségtol, az alapél x hosszusagatol fiigg:

2-x 2-x2 1 1

y="—""0y V= =—x——x2

4x 4x 2 4

A térfogatnak azon x értékre lehet szélsdértéke, amelyre elsd derivaltja
nulla. Differencidljuk a V-t x szerint:

Az elsd derivaltat nullaval tessziik egyenlové, és kifejezziik x-et.

1 3 2 ‘/2
E——:x’:ﬂ; ebbol x’-—-—3—, és x=+ ?;
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Mibvel egy test alapéle pozitiv, ezért csak az x, gyokot vizsgiljuk.
A szélsGértékre a masodik derivaltbol kovetkeztethetiink:

asv 6x

a4

2 v 6 2
ennek helyettesitési értéke az x, = |/ — hélyen: | ——] =-—]/ —<0,
’ o= | 5 ven (&).. )5

tehat a fliggvénynek maximuma van.

2
l’s
v 2) 142 1 27/2 1,2 1,/2
3) 23 433 23 sl 3
11/2 o2m2me
=/ — =0, ,
33 m

Az adott lemezb6l készithetd négyzet alapi doboz legnagyobb térfogata
tehdt 0,272 m?,

2. Egy feliil nyitott, henger alaki, 1/21 térfogati mérdedényt akarunk
késziteni. Hogyan valasszuk az edény alapsugarit és magassagit, hogy
minél kevesebb lemezt haszndljunk fel, és mennyi lesz ez a felhasznalt
lemezmennyiség?

A térfogat adott, az alapkor sugara és a magassig valtoztathatd. Az
alapkor sugarat r-rel, a magassagot m-mel jelolve, a ¥V térfogatra felirhatjuk:

V=rtam=0,5.
A felhasznilt anyag teriilete, vagyis a méréedény felszine:
F=r*n+2rnm.

Mivel a felszint megad6 képlet m-re nézve els6fokii, ezért m-et fejezziik
ki a térfogat képletébol és helyettesitjiikk a felszin képletébe, igy a felszin
mdr csak egy mennyiségtél — az alapkor sugaratél — fiigg.

0,5 2rn-0,5 1
s F=rin+ =r’1r+~r—.

m=

rrn
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A felszint megadé fiiggvény tehdt minden pozitiv r-re differencidlhato,
cs¢rt csak ott lehet sz€ls6értéke, ahol a sugar szerinti differencidlhanyadosa
rérus:

—=2rr—-—=0;
dr rk

cbbdl — ri-tel végigszorozva, majd az egyenletet rendezve —

3

1 l / 1
= —; i =1/ — =~ 0,543.
£ 2n vagys 2r

A szélsbérték 1étezését és fajtdjat a masodik derivélt elSjele alapjan
dontjik el:

d*F +2. (d’F
dr* o r’ dr?

tchat a fiiggvénynek az r, helyen minimuma van.
A felhasznilandé lemezmennyiség:

) =2n+4n>0,
rn

. 1 1) 1 N
F=rl1l+7;= Py nt+3 1 =
l/ 2n
1
0,543 0,93 +1,84 = 2,77 dm?®,
= 0,54 72+0’543~ +

A 0,51 térfogat, adott alaku edény tehat 2,77 dm? teriilet(i lemezbol
készithetd el a leggazdasagosabban.

3. Egy tiizfal mellett 600 m2-es, téglalap alaku teriiletet akarunk elkeri-
teni. Csak hirom oldalon kell keritést késziteniink, mert a negyedik oldal
a t(zfal. Hogyan valasszuk meg a téglalap hossziisdgat és szélességét, hogy
a kerités hossza a legkisebb legyen és mekkora ez a minimalis hossz?

Jeloljiik a téglalap két kiilonbozé oldalat g-val és b-vel; utobbi legyen
a t(zfal mellett. A kerités hossza:

! = 2a+b.

Az a és b értékeket ugy kell megvalasztanunk, hogy a kettd szorzata,
vagyis a bekeritett teriilet 600 m?* legyen:

T=ab=600.
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Ebbodl, b értékét kifejezziik, és a keriilet képletébe helyettesitjiik, ekkor
a keriilet mar csak az a értéktol fligg:

600
b=-—; l=2a+-—.
a a

Ez a fiiggvény minden pozitiv a-ra differencialhat6. a negativ vagy 0 értéke
pedig a feladat jellegébil nem keriilhet megoldasként szoba.

Az ! hossznak, mint o figgvényének, ott lehet szélsdértéke, ahol az ,,a”
szerint vett elsd derivaltja zérus:

dl 600
—=2—-—=0.
da a?

Ebbél a-t kifejezziik:
= 300; a,=Y¥300.

Az egyenlet negativ megoldasa a feladat jellegébol kovetkezden nem
érdekel benniinket, hiszen negativ oldali téglalap nem létezik.

A szélstériék tényleges létezését és fajtajat a mdasodik derivalt alapjan
dontjik el:

>

dzl 1200 d2l 1200
da?® at’

;(_l; a - y3003

tehat a keriiletnek az aq, helyen minimuma van.
A minimalis keriilet kiszamitdsa:

600
I‘..2a1+———=2}/3004———— = 2¥300 +2¥300
(4 Y300

=4¥300 ~ 69,6 m.

Az adott nagysagu teriilet elkeritéséhez sziikkséges minimalis keritéshossz
69,6 m.

4. A lencsetorvény osszefiiggést allapit meg a lencse fokusztavolsiga,
1 1 1
a targytavolsag és a képtavolsag kozott: — = —t—+-k- Adott f fokusz-

tavolsag esetén milyen tdrgy- és képtavolsigra legkisebb a két tavolsig
Bsszege, és mekkora ez a minimalis tavolsag? Ha a két tdvolsag Osszegét
y-nal jeloljiik, akkor

y=1t+k.
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A lencsetSrvénybdl kifejezzitk k értékét és y kifejezésébe helyettesitjiik :

1 1
7“74—— -tkf;
th = fk+tf;
Y
—f
1f
y =l+ f

Mivel f (a lencse fokusztavolsiga) dllando, igy y értéke csak ¢ értékétol
fugg. Differencidljuk y-t mint ¢ fiiggvényét:

L (G el A s
dt @-Nt -
vz ¢- [ kivételével mindeniitt differencidlhato.
A fuggvénynek ¢ azon értékére lehet szélsGértéke, amelyre az elsé derivalt

nulla: P
“aery O
1hbol (1—=f)* = f3;
=2tf+f2=f3% t(t-2f)=0.

Az cgyenlet megoldasai: £,=0 és 1,=2f. A felirt fiiggvénynek tehit ezen
¢ értékek mellett lehet szélsdértéke. A szélsdérték létezésére és fajtijira a
masodik derivélt el6jelébol kovetkeztetiink :

dy _fr20-f)_ 2
s (=fr -

t,++0-ra a lencsetorvény nem értelmezett (a targyat nem lehet a len-
csében elhelyezni).

1, = 2f behelyettesitésével
( d? y) 22 2
— TN em— I e— 0,
de? r

tehdt y-nak minimuma van.
Brtéke ezen helyen
LY 2f*
=it f—zf T—4f

A kép és targy tavolsiga ekkor a fokusztivolsig négyszerese.
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5, A ferde hajitds tdvolsigit megad6 képlet:
vl sin 2a

g ’
ahol e az elhajitott test kezddsebessége, a a kezdGsebesség irdnyanak a viz-
szintessel bezart szoge (a#0, x=90°), g a nehézségi gyorsulds. Milyen o
érték mellett legnagyobb a hajitds tdvolsiga? Mekkora ez a maximadlis
tavolsig? (vo 4llandd, g 4llando).

A hajitas tdvolsiga tehat adott ve és g esetén az « szog fiiggvénye. Ott
lehet szélsdértéke, ahol o szerinti elsd derivaltja zérus:

dfmnx vo’

= —-+2cos 2 = 0.
da g

Mivel g pozitiv, tehat nullitol kiilonbozd ve kezdbsebesség esetén (ha ro=0,
akkor a kérdésfeltevésnek nincs értelme) cos 2a=0, vagyis

% = -’25+kn, ahol k=0, +1, 2, ...; ebbdl

T

4
T 3z n

A megoldasnak értelme csak a 3 és a: szogekre van, igy o, = ”y =

Iy
=

3
=45 és a,=7”= 135°.
A szélstérték tényleges létezésére és fajtijara a mdsodik derivalt elb-
jelébdl kovetkeztetiink :

d?s 2v} . 493 |
= ——+(—2 sin 2¢) = — — sin 2a;
do? g g

( d“s) 40} o n 40} (+1)<0
= e — S — = — —— <0,
do?® Jay g 2 g

és

d?s 403 . 3n 403
— — — — I —— —1 0.
(da’)aa g 2 g -h=

Az a, behelyettesitésekor tehdt a masodik derivalt negativ, és igy a
fiiggvénynek itt maximuma van. Az o, behelyettesitésekor a madsodik
derivélt pozitiv, és igy a fiiggvénynek itt minimuma van. A két széls6-
érték fizikai értelmozése a kovetkezd: Ha egy testet egy vizszintes alap-
egvenessel 45°-0s szoget bezard irdnyban elhajitunk, akkor az egyenes
irdnyitasdval egyirinyban ér el a test maximdlis tdvolsigra. Ha a bezart
szdg 135°, akkor a test a negativ iranyban tesz meg maximalis tdvolsa-
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e 1 kettd nagysdga természetesen egyenld, hiszen a hajitds tdvolsiga
nemi fugghet az alapegyenes irdnyitdsinak megvalasztdsatol.
Az s,... értékének meghatdrozdsa:
v3sin 90° o} v}

Tian = =—3 Smin=

4 g g

Vegylk észre, hogy s minimdlis abszoliit értéke zérus, és ez éppen a
virvgAlatunkbol kizart a=0, ill. @=90° esetében 1ép fel.

6.  Epy csatorna keresztmetszete a 67. dbrdn lathaté alaki; a ke-

— I 67. 4bra

revstmetszet 2 m? _ke:ll, }gogy legyen. Hogyan vilasszuk a csatorna r és
A méretét, hogy minimdlis keriilet adédjék? mekkora lesz ez a minimélis
heclilet? A teriilet:

rn
T —+2rh=2.
2
A kerillet:

K = 2r+2h+rn.

A kerlllet r és h értékétdl fiigg, a teriilet képlete segitségével azonban
erek cgyike kikiiszobolhetd. A teriilet képletébdl A-t kifejezzitk és K-ba
helyettesitjilk:

4-r*zn

rr+d4rh=4; h= H
4r

2 m
+m=2r+———+rn=
r 2

2 rm 4+n 2
= 2r+—F—= —
d r+2 r( 2 )+r

K=2r+2
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Ez a fiiggvény minden pozitiv r-re diﬁercncié_lhe}té. A quiiletnek azon
r érték esetén lehet szélsdértéke, amelyre r szerinti derivéltja nulla:

dK 4+4m 2 —o:
a2 r
ebbdl —
4+n 2 L. 4 Lo [ _4_
2 r_4+1t’ V4+n
A feladatnak nyilvan csak pozitiv r lehet a megoldésa:
r= ~ 0,75 m.
Vd+=

A szélsdérték tényleges eldforduldsira és fajtajara a masodik derivalt
elbjelébdl kovetkeztetiink :

&K 4 d’K} L S
L (dr, R .
Y4+ n?®

tehat a fiiggvénynek az r; helyen minimuma van. A keriilet minimalis
értéke:

4 2 .
K(r)= 2 (—-'L—") 4 ——=2V4+n
Vara\ 2 2
4+n
2¥7,14 22,67 = 5,34 m.
7. Adott egy a és b oldalu téglalap. A 68. abrén lithaté6 modoan olyan

A
7
g
b
¢ X 7 ,a X 68. dbra
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cgyenldszara hdromszoget szerkesztiink, amelynek alapja a téglalap egyik
a oidalaval egy cgyenesbe esik, szdrai pedig dtmennek a téglalap masik
két csicspontjdn. Mekkordnak vilasszuk az egyenldszari hiromszog
magasségdt, hogy teriilete a legkisebb legyen, és mekkora a legkisecbb
teriilet?

Az egyenl8sziri hdromszog alapja a+2x; magassiga b+z; teriilete

tehat
T= (a+2x) (b+z)‘
=

cbben a képletben két valtozé mennyiség fordul €l5, ezek egyike azonban

kikiisz6bolhetd, az ACB és CED haromszogek hasonlésiganak felhasz-
naldsdval. Ui. fennall:

z:—=b:x,
2
amibdl
ab
z=—,
2x
Ezt a teriilet fenti formulajdba behelyettesitve:
ab
(a+2x)(b+——)
T——“ZL—-(-Z%V (M“-"]—
2 2 2x
L T P
TR Ty T TR

Mivel a és b a téglalap oldalai adott 4llandék, az egyenlSsziri harom-
sz0g teriilete csak az x-szel jelolt szakasz hosszisagatdl fiigg.
A teriiletnek ott lehet szélsdértéke, ahol x szerinti differenci4lhanyadosa
zérus:
daT ab atb

—=b—e=0; b=—); 4dx*=da?,
dx ype e T
vagyis
a? a
X=—, x=—.
4 2

A negativ gyokot azért nem vettiik figyelembe, mert az x szakasz csak
pozitiv lehet.

A szélsdérték fajtija a mésodik derivalt eldjelébdl 4llapithatd meg:
a*T a’b( 2x\ a*b

== e =-—->0,

T 2

= 4
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. ,, . . - .. a
vagyis az egyenlGszarti haromszog teriiletének minimuma van. Ha x=—:-z— ,

ab
akkor z=;=b, és a magassig m = b+z = 2b.

A minimélis teriilet:

a a*b ab ab
Tintn = ab+b—+—— = ab+—+—=2ab.
1 =ab+ 2+ 2 +2+2
2

A haromsz6g minimdlis teriilete tehit az adott téglalap teriiletének
kétszerese. -

8. Adott egy a oldali négyzet, amelynek mind a négy sarkabol ki-
vigunk egy-egy x oldali négyzetet. Hogyan valasszuk meg x értékét,
hogy a megmaradt lemezb6l az oldalak felhajlitasdval kaphat6 — feliil
nyitott, a—2x oldali négyzet alapi — edény térfogata maximilis legyen
(69. 4bra)?

[}
!
X X1
L
X X

a-2x
a 69. ébra

Az edény térfogata:
Y = (a—2x)*x = a’x—4ax*+4x°.

A térfogat x harmadfoka filggvénye. Ott lehet szélsdértéke, ahol elso
derivaltja nulla:

-‘!Z-=a’—8ax+ 12x* = 0;

dx
8a+V64a—48° Satda
24 T4

X1,8 =

a a
x;=—2", x’=—6--
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A s2éisBérték fajtdjat a mésodik derivilt cldjele donti el:
av
dx*

=24x—8a;

dary a
(dx' ]x‘=24-—2——8a=4a>0,

(dw) =242 _8a=_4a<0
) 6 T

Vagyis.a. térfogatnak az x, helyen minimuma, az x, helyen maximuma
van. A minim4lis térfogat nulla, mert ekkor a lemezt félbevagjuk. A maxi-
madlis térfogat:

9. Hatdrozzuk meg az R sugari gémbben elhelyezhetd legnagyobb
térfogati henger sugardt és magassdgit (metszetét 1. a 70. 4brdn)!

70. 4bra

A henger térfogata: V=r*rm=2r*nx, ahol r az alapkdr sugara, és
x a magassig fele. Mindkét mennyiség véltozhat, de egym4st6l nem fiig-
getlenek, fgy az egyik kikiiszobolhetd. Pythagoras tétele alapjan ui.:

R® = r*4-x%; ebbdl r-et kifejezve: r =Y R'—x3; ezt a térfogat képletbe
helyettesitve: o P

YV =2(R*—x)xx = 2R® tx — 2mx®.
A térfogat tehit a magassig felének (és igy a magassdgnak is) harmad-

fokd fiiggvénye.
Keressitk a szélsdértéket:

av
j‘;-=28'z—6¢rx’=0;

12¢
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ebbdl
R R
xt= ?, és x=——3

Y3

a megoldds nem lehet negativ elbjelfi, mert x hossziségot jelent.
A szélsdérték fajtija a masodik derivalt el6jelébd! hatarozhaté meg:

v

R
=—12zx, és V"[—-R—)=—12n-—:<0,
Y3 Y3

ezért a fiiggvénynek az x=£§- helyen maximuma van.
Az R sugari gémbben elférd legnagyobb térfogatii henger térfogata:

R R R
Vo=V |—=|=2Rn—-2n—=
V3 V3 3Y3
_ 6R*n—2R*n _ 4Rz 1
Y3 3 y3°

Tehédt a g&gbbe helyezhetd henger térfogata maximélisan a gémb
térfogatanak V3-ad része lchet.

10. Hatérozzuk meg az R sugari gombben elférd legnagyobb paldsta
henger sugarat és felszinét (70. 4bra)!
A henger palastja:
P = 2rrn-2x = 4rnx.

Az r és x kozotti kapcsolat az abran lathaté derékszogli hiromszogre
felirhat6 Pythagoras-tétel alapjén: R® = r*+x?, amibdl r = YV R*—x?,
ezt a palidst képletébe helyettesitve:

1
P=4nxYR*—x* = dnx(R*—x%)*.

A palést igy mir csak egy mennyiség (a fél magassag) fiiggvénye. Dif-
ferencidljuk ezt a fiiggvényt:

1 1
2B o an[(Ro = a2 (—29] =
dx 2

=4n [YF:?—Y_%__:;].

180

A fiiggvénynek ott lehet szélsértéke, ahol elsé derivaltja nulla:

47:[YR’—x’ x ]: JYR-x ;
YR =% 4n
RP—x*—x2=0, ebbdl =-§:;
V2

a gyokvonaskor csak a pozitiv elGjelet vettiik figyelembe, mert x csak
pozitiv lehet.
Tekintsitk a mdasodik derivaitat:

d*pP
e
1 -1
1 1 VR’—-x”-Zx—x’-—z-(R’—-x’) 2 (-2x)
=4 —Z—(R’—x’) 1 (-2x) y ]:

___47[[_ x N 2x _ x3 ]_
YR—= VR-=2 (B-a)']

[ 3x x* ]
=—4n + <0
YR—¥ (RrR==*)

minden sz6ba jovd 0<x< R értékre, tehit x=—:l;‘_- értékre is, vagyis erre

az értékre a palast teriilete maximalis.

A maximélis palastii henger sugara r = R’—%‘=—I}_—, és paléstja

Y2
R R R
me=P{’—)=4—7f'—_=2R'1t.
V2

V2 V2
A hengerpaldst maximalis teriilete tehdt a gomb felszinének a fele.
’ll. Hatdrozzuk meg az R sugari gémbbe irhaté legnagyobb térfogati
kup sugardt, magassigit és térfogatit (metszetét 1. a 71. &bran)!
Az 4bra jeloléseivel a kip térfogata:
_ r*z(R+x)
= ‘_3'—_' .

vV
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\_/ 71. 4bra

Itt az r és x mennyiségek valtozhatnak, azonban az r* = R*—x? kap-
csolat 4ll fenn kozottiik, igy egyikiik kikiiszobolhetd, ezt az Osszefiiggést a
kap térfogatanak képletébe helyettesitve:

_ (R*—x)n(R+x) _ n(R+x)*(R—x)

X

3 - 3
A térfogatot megadd fiiggvényt x szerint differencidlva:
av
-d—x-=-;i[2(R+x)(R-x)+(R+x)2(—1)]=

= % (R+x)@R—2x—x~R) = -’31 (R+3) (R—3x).
Mivel R és x pozitiv eldjeliiek, igy az els6 derivalt csak akkor nulla, ha
R
R-3x=0, azaz x=?.
A maésodik derivalt:

a*v

n n
-dx—2=?[R—-3x+(R+x)(—3)]= ?(—ZR-&‘) =

=—-;-'-(2R+6x)<o,

R
mivel R és x pozitiv, tehit a térfogat az x-—--3— helyen maximalis.

‘/ R ]ISR* 2 V3
A kip sugara: -—-— 5 —5- Y2
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. R
A kiip magasséga: m=x+R=-3—+R=i

3
. A maximélis térfogat:
SR’,’4R
V,,,,=V(£)= 3 3 _ARm 8
3 3 3 27

Tehit a kip maximélis térfogata a 36mb "térfogatinak —8- -ede.

12. Adott teriiletli és alapi hiromszgnek mikor legklsebb a keriilete
(72. 4bra)?

¢ 72. 4bra

Ha a hziromszéig2 7g.lapjzit c-vel, teriiletét T-vel, magassigit m-mel je-
16ljiik, akkor m————, tehat m is adottnak tekintendd. A haromsziget

a magassag két derékszogu héromszégre bontja; az 4bran lathaté jels-

}(éselll(lkel a hdromszog oldalai: a = Ym*+x3%; b= Vm*+(c—x); c. 4
eriilet:

L kS
k=Vm*+x* +Vm*+(c—x)* + ¢ = (2 +xH)* + [m*+(c—x)*]® +c.
Differencidlva:

ik_—i(ma_l_xs ‘—:—2): 1 2 s'%'
& ) +—2-[m +—=x)P] *2(c—x)(-1)=

- X _ c—Xx
Vmiia VmtG—xp
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Széls6érték ott lehet, ahol az elsd derivalt nulla, tehdt
x _ c—x X
Yt VmtE—nr
mindkét oldalt négyzetre emelve, majd a nevezdkkel keresztbe szorozva,
x2[m*+(c—x)%] = (e —x(m* +x*).

Rénézésre lathatjuk, hogy mindkét oldalon eléfordul az x*(c—x)? tag,
tehit ezek kiesnek.

Marad
x2m=(C—-x)'m; x*m*=c3mt—-2cm*x+m*x*; 2cmix=c*m?;
ccm ¢
T oem 2

Irraciondlis egyenlétet oldottunk meg négyzetre emeléssel;
ilyenkor hamis gydkot is kaphatunk. —% azonban megolddsa

(gydke) az eredeti egyenletnek, errd] behelyettesitéssel gyézGdhet
meg az Olvasé.
A szélsBértéket szolgiltaté hdromszog tehdt egyenlOszdrd,
mert a magassdga az alapot felezi. )
Annak eldontését, hogy a keriilet valéban minimdlis, az
Olvasoéra bizzuk.

13. Rajzoljunk egy 2« nyildsszogh korcikkbe egyenldszdri harom-
szoget, a 73. 4bran l4thaté helyzetben. Mekkordnak valasszuk a hdrom-

Q“ 73. 4bra

szOg alapjat, hogy teriilete maximalis legyen? Hatdrozzuk meg a maximdlis
teriiletét! .
A hiromszdg alapja és a szog csicsa kozotti szakaszt x-szel jelolve, a

teriilet:
2a(R-x)
Ta-—--—z-—-

=a(R-x),
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ahol ,,a” a hdromszog alapjdnak fele. Az a és az x valtozé mennyiségek
egyike kifejezhetd a mdsikkal; ui.

a=xtga, igy a teriillet T= x(R—x) tga.

A teriilet tehat most mdr csak az x-szel jelolt tavolsag fiiggvénye. Dif-
ferencidljuk a kapott fliggvényt x szerint:

=[R—x+x(—-D]tga=(R—-2x) tg«.
dx

R
Sz€Isdérték ott lehet, ahol az elsd derivalt nulla, ez pedig az x=? -re
teljesiil.

d:*T
A masodik derivalt: el 2tga <0, mert a<90°, igy a teriilet-

R
nek az x= > helyen maximuma van.

Az alap tehat 2a=R tg a, és a maximalis teriilet:
r(5)-2
2) =38

14. Bontsuk fel az A4 pozitiv szamot két pozitiv szdm Osszegére ugy,
hogy az egyik szim négyzetének és a misik szdm kobének osszege
minimélis legyen!

Legyen az egyik szdm x, a mdsik pedig A—x; ekkor a vizsgiland6

Osszefiiggés
y=U-xP+x>=A-24x+x3+x3,
a filiggvény tehat harmadfoki. Ezt differencidlva:
Y =—2A4+2x+3x2
Hatarozzuk meg az elsé differencidlhdanyados zérushelyeit!

3x?+2x—-24=0;

—-2+Y4+244 —242Y1+64 —1+Y1+64
xl,3= 6 = 6 = 3 ;
—1+V1+64 —-1-Y1+64
X3 = 3 3 Xg= 3 <0, tehat nem jon szi-
mitasba.
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A mésodik derivalt és helyettesiiési ériéke az x, helyen:
Y =2+6x;
Y e)=2+2(-1+V1+64)=2-2+2Y1+64>0.

A fiiggvénynek tehat az x, helyen minimuma van. Legyen 4=4; ekkor

_ VTl 4 48
X1 = 3 =3 1= 3 -3—.

_ (4)_(8)*+(4)’_64+64_192+64_256_913
TYmn =V T3 3) "9t 21

15. Valamely mennyiséget (pl. egy test sdlyat) n-szer megmérjik.
Legyenek a mérési eredmények az x,, Xs, ..., X, szimok. A mennyiség
valodi értéke legjobb becslésének azt az x szdmot tekintjitk, amelyt6l
a mérési eltérések négyzetosszege a legkisebb. Bevezetve az

(x—x )+ (x—x)*+...+(x—x =4

jelolést, keressitk azt az x értéket, amelyre 4 minim4lis.
Szélstérték ott lehet, ahol A-nak mint x fiiggvényének a derivéltja
z€rus:
dA

—=2(x—x)+2(x—x)+...+2(x—x,) =0.
dx

Kiemelve és Osszevonva:

2[nx—(x;+x,+...+x)1=0,

azaz nx =x;+x;+... +x,, igy

Xyt Xp+.. + X

>

n
vagyis a kapott x érték a mért értékek szamtani kdzepe.
d*A . , .

A masodik derivalt: E—-:Zﬂ mindig pozitiv, tehit a fiiggvénynek
erre az x értékre minimuma van. L

A mennyiség valodi értékének tehat a mért értékek szimtani kozepét
tekinthetjiik.

16. Adott egy hiromszdg a alapja és m magassaga (74. dbra). Milyen

legyen a hiromszog, hogy az alappal szemben a lehetd legnagyobb szog
fekiidjon? ’
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a 74. abra

Az 4bra jeloléseivel a y = «+ 8 maximumat keressiik.

a—x x
tga=—; tgf=—
m m

a-x x
tgattgf m +;z-

y=tgy=tg(@+p)= = =
1-tgatgp 1 a-x x
m m

a
m am
ax —x? m—ax+x®

fg_y a ke{esett sz0g tangense mar csak egy valtozé mennyiségtdl fiigg.
Differencidljuk ezt a fiiggvényt x szerint!

= dtgy _ —am(—a+2x)
dx  (m—ax+xp

A ﬁiggvé:nynek ott lehet szélsdértéke, ahol az elsé differencialhdnyadosa
nu}la, vagyis ahol a t6rt szamlaloja nulla (és a nevezé nem nulla). Mivel
a €s m nem nulla, a szamlal6é akkor zérus, ha

—a+2x =0, amibdl x,=

ISTEY

Ha msaf2, akkor a nevezd ez esetben nem nulla.
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A masodik derivalt, és helyettesitési értéke az x;=a/2 helyen:
d*tg(a+5)
e
—am[2(m? — ax+ x?P? —(—a+2x)-2(m* —ax + x*) (—a+ 2x)]
(m*—ax+x*)* ’

A kijelolt miiveleteket nem hajtjuk végre, mert a behelycttqsités sqrén
igy gyakran egyszeriibben kapjuk meg a keresett értéket. Valoban rané-

zésre lathato, hogy az x,:—:i helyen a szamlalo zirdjelében a masodik

tag Q; igy az x,=—s— helyen vett helyettesitési érték:
< a2 02 2
—2am (m“-— —+«-;
a 2 4 a
o (re3)
( 2 ) . a az)‘ 2
____+._
4
tchat a fiiggvénynek az x=a/2 helyen maximuma van.
a a
2 a 2 a i
Mivel tgo; =——=— ¢és tgfhy=—=—1, igy o, =B, €s a ha-
m 2m m 2m

romszig egyenloszart.

17. Egy villamos telep bels eilenallisa Ry, a kiilsd R ellenallds val-
toztathatd. R milyen értékére lesz a kiilsd ellendllasra juto villa.mos'telje—
sitmény a lehetd legnagyobb (75. &bra), ¢és mekkora ez a maximalis tel-
jesitmény?

Al
L

A villamos teljesitmény: P=I?R.

75. abra

R

Ha a telep forrasfesziiltsége E, akkor az aramkorben folyé aram:

1 E
T R,+R’
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és igy az R ellenallasra jutéd teljesitmény:
p (B Y. g ER ’
(R, +R) (R, + R}

amely a telepre kapcsolt R ellenillastol fiigg.
Differencidljuk a teljesitményt megad6 fiiggvényt az R ellenillis sze-

rint!
dP _ ., Re+R*-R2(Re+R) _  Ro+R-2R _
dR (Ry+ R)* Ro+B®
— F2 Ry—R
(R,+R)* *

A teljesitménynek ott lehet szélsBértéke, ahol az elsd differencidlha-
nyadosa nulla, vagyis

R,—R =0, tehit R=R,.
A misodik derivalt, és helyettesitési értéke az R=R, helyen:
d*pP — Et —~1(R,+ R)*—(R,— R)-3(R,+R)? .

dR* (Rp+R)* ’
—1(2R,)® E?
=E? = — <
PRy =E Ry ery =%

tehit a fiiggvénynek az R=R, helyen maximuma van.

(R,* 4R, 4 R,
Tehat a terheld -ellenéllasra jutd maximilis teljesitmény
1 E*
4 R,
18. Egy orszaguttol ,,a” tivolsigra van az A kozség és ,,b” tavolsagra
a B kozség; a kettd vetiiletének tdvolsiga az orszagiton d. Mindkét koz-
séghez az orszigut egyazon pontjabél kiindulé egyenes bekodtdutat kell
¢épiteni Ugy, hogy a két bekotodut egyiittes hossza a legkisebb legyen.
Hogyan valasszuk meg ezt a pontot (76. 4bra)?

C-vel jeloljiik a feladat feltételének megfeleld pontot.
A teljes Gt az dbra jeloléseivel: Z = 5,+s,, ahol

si=Va+x3; ss=VB+d—=xpF.

1 1
Z=Ye+x2 + VB +d—x) = (@ +xY)* + [B*+(d—x)"*.
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-]

d 76. abra

Differencidljuk Z-t mint az x fiiggvényét:
dz 1

1 -1
= —(az+.\<=)'?.2x+i BP+d-»% *-2d-x0)(-1)=
dx 2 2

. x d—x
Va+e VPid-ar

A fiiggvénynek ott lehet szélsdértéke, ahol az elsd differencidlhanyados
nulla, vagyis

x _ d—x
Va2 +x2 Y+ (d—x)
Az 4brabol lithatd, hogy

_—x__ =cosa €S __d-_x_ = Cos ﬁ’
7 Yo+ -

amib6] feladatunkban kovetkezik a szogek egyenlsége is, vagyis
a=p.

Ugyaniigy kell tehdt eljdrnunk, mintha az 4 pontbdl egy féPy§ug’§r
indglt vo%ga; el, és ez verddott volna vissza az orszigutrdl, mint tiikorrdl
a ntba. .

l9.po Egy test az 1. félsikban (77. dbra) adott ¢, sebességgel tud haladni,
a II. félsikban pedig adott c, sebességgel (c;>¢,). Milyen kgpcsolatnak
kell fenndllni az 4bra szerinti kiindulasi « és B szogek kozott, hogy a
test a legrovidebb ido alatt jusson el az I. tartomanybeli 4 pontbdl a II.
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— 71. abra

tartomanybeli B pontba? Jelolje az A4 pont tavolsigit a két siktartoméany
hatérol6 egyenesétdl a, és a B pontét b; a két pont vetiiletét d.

Az egyes Utszakaszok — az dbra szerinti x szakasz bevezetésével —
a kovetkezok:

ss=Ve+@—xF & s,=Vb+x.

A menetidd:

Y@ +d—xp + V2 +5°

(-1 Cy

T= ’1+tg=

.

A menetidd, melynek minimumat keressiik, x értékétdl fiigg. Ezt a
fiiggvényt differencidlva,

a_1 l[a’ d -%Zd 1
a2 +d-xy] *-2d-x)(-D+

—(d-x) + x
aVd+d—x¢ cV2+b

A fiiggvénynek ott lehet szélsdértéke, ahol elsd differencidlhdnyadosa
nulla, vagyis ahol

11 -1
+"“—(X3-Lb3) :‘ZX—_—
cy 2

x d—x

ol aV@+d—=x¢
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Nem fejezziik ki x értékét, mivel ez meglehetdsen bonyolult lenne,
hanem az egyenletet « és B szogfiiggvényei segitségéve! irjuk fel. Az dbra
alapjan

x d—x
sin = és sine=-——"7—"—;
¥ x2+ 6% V@ +d—=x)?

ezt behelyettesitve elobbi kifejezésiinkbe,

sinf sina

’

Ca Cy

vagy atrendezve

A szdgek szinuszai és a sebességek kozotti kapcsolat meg-
egyezik a fénytodrés ismert torvényével, ha ¢; a fény terjedési
sebessége a 1. kdzegben, és ¢, a II. kdzegben. Ez is aldtdmasztja
azt a tapasztalatot, hogy a fény két pont kozott mindig olyan
aton halad, amelyre ,,menetideje” a legrévidebb. Azonos ko-
zegen beliil ez egyuttal a ,,legrovidebb” — tehat egyenes — tit.

Annak megallapitsat, hogy az igy kapott szélsdériék valdban mini-
mum, az Olvasora bizzuk.

2. L’Hospital-szabaly alkalmazisa

A L’Hospital-szabdly lehetGvé teszi, hogy bizonyos esetek-
ben kiszdmitsuk olyan tortfiiggvények hatdrértékét valamely
x=a helyen (az ,,a” hely lehet véges vagy végtelen), melyek

helyettesitési értéke itt %, ill. = hatdrozatlan alaku.

Ha ui. lim f(x)=0 és li_rg g(x)=0 [vagy !}E}, f(x)=o és
li_[.% g2(x) = ::] és az f(x) é; g(x) fiiggvények az ,.a” hely kor-
nyezetében differencidlhaték, tovdbbd g’(a)#0, akkor

. fx) .. (X
im0 ~ My
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Vagyis a két fiiggvény hdnyadosdnak hatdrértéke — az el3bbi
feltételek esetén — a derivdlt fiiggvények hdnyadosdnak hatdr-
értékével egyenlé. Amennyiben 11_12 F (x)=0 és lim g’(x)=0
(ill. mindkét hatdrérték o) és a mdsodik deriviltak az ,.a”
hely kdrnyezetében 1éteznek, akkor a szabdlyt ismételten alkal-
mazhatjuk.

Megjegyzés: Az f(x) és g(x) fiiggvényeknek nem kell az
x =a helyen értelmezve lenni6k, mert csak a hatdrérték létezé-
sét haszndltuk fel.

Az el6bb tdrgyalt két esetre vezethetd vissza még a kovet-
kezd Ot eset is: 0-c0, oo — oo, 0% oo 1<, Ha ugyanis péld4ul
az elsé esetben ll_t}: J(x)=0 és li_xgg(x) = oo, akkor — fel-

. 1
haszndlva, hogy lim —— =0 —
T

lim /() - g x) = yggi(lf‘)— - -g

g(x)
alaki, tehdt alkalmazhat6 rd a L’Hospital-szabdly; azaz
i L@ _ g S0
x-a 1 x-a [_L]
g(x) g(x)

Hasonléképpen a mdsodik esetben, amikor Lim f(x)= oo,
és 11_13‘1‘ g(x)=oo, 11_12 [f(x)—g(x)] = ec—cc lenne, de a kii-
18nbséget dtalakitjuk ugy, hogy szorozzuk és osztjuk f(x)+
-+ g(x)-szel.

i ) — g0 (x) +2(x)]
x-a Sx)+g(x) )

A nevez6 hatdrértéke végtelen, a szimldl6é pedig vagy véges,

vagy végtelen. Ha a szdmldlé hatdrértéke véges, akkor a tort

hatirértéke nulla, ha pedig végtelen, akkor alkalmazhaté rd
a L’Hospital-szabily.

13 Differencidlszdmitds
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A harmadik esetben: legyen 11_13 f(x)=0; 11_1'1‘1' g(x)=0, az
adott fliggvény pedig y=/f(x)?® alaku.
Mindkét oldal e alapi logaritmusdt véve,
In y=g(x) In f(x);
ennek hatdrértéke
limin y = lim [g() Inf(9)] = 0-(—=)

alakii, és igy az el6bbiek értelmében az elsé esetben haszndlt
4talakitds utdn alkalmazhaté a L’Hospital-szabdly. Mivel a
kapott hatdrérték Iny hatdrértéke, ezért ebbdl pl. vissza-
kereséssel lehet meghatdrozni y hatdrértékét.

A negyedik esetben legyen ll_lg f(x)=oo; il_l.lz g(x)=0, az

adott fiiggvény pedig

y=1ep®

alaku. )
Mivel lim y=lim f(x)**) = ° alaki, ezért elobb mindkét

oldal e alapi logaritmusit vessziik:
In y=g(x) In f(x).
gy Iny hatérértéke

limny = im{g()In /() = 0+

alaku, ezzel a feladatot visszavezettiik az elsd esetre, tehdt a
L’Hospital-szabaly alkalmazhato.

Ha Iny hatdrértékét megkaptuk, ebbdl mdr meg tudjuk
hatdrozni y hatdrértékét is.

Legyen végiil ’l‘i_l;l“l' fx)=1; é&s }‘1_1.1‘1' g(x)=oo, az adott fiigg-

vény pedig y=f(x)* alaki.
A hatdrérték ekkor

limy = lim f(x)*®) = 1~

alaku.
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Mind a két oldal e alapii logaritmusdt vessziik:

In y=g(x) In f(x);
ekkor

limlny = lim[g(x) Inf(x)] = =-0

alaki, igy az els6 esetre vezettilk vissza Iny hatdrértékének
kiszdmitdsdt; ebbdl y hatdrértéke meghatdrozhatd.

Gyakorl6 feladatok

2
In 3:111 1=0; 2—-2 = 0, tehdt a tort helyettesitési értékére az x=2

0
helyen ry adédik.
Alkalmazzuk a L’Hospital-szabdlyt:

lim = lim = .
x—2 x—-2 x—-2 (X—Z) x-3 1 x—»2 X 2

I
f
[
§
I
[
l

1
Megjegyzés: Mivel az 5 fiiggvény az x=2 helyen folytonos, tehit a

bal- és jobboldali hatdrérték megegyezik, vagyis jogosan beszélhetiink
hatarértékrdl.

1
2. lim nx
x-+1 x—1

=? Elészor a jobboldali hatirértéket szimitjuk ki:
lim Inx*=0; 1-1=0,
x-+1+0
0
tehdt a tort helyettesitési értéke az x=1 helyen ° hatirozatlan alaki.
A L’Hospital-szabélyt alkalmazva:

. In x? x3
lim —— = lim = lim —=2.
x-140 X—1 xs140 1 x-+140 X

13¢
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Mivel a 3 fiiggvény az x=1 helyen folytonos, ezért a két kiilonbszd
x
oldali hatirérték megegyezik, tehit

. Inx®

Lm =2.

x-+1 X -1

. sinx Lo " 0
3. lim =7 Mivel sin0=0, tehat a tért az x =0 helyen —

x-0 X 0

alaka. Mivel itt két paratlan fiiggvény hanyadosar6l van sz6, mely péros,
az x=0 helyen szimitott bal- és jobboldali hatarértékeknek — ha létez-
nek — meg kell egyeznidk.

sin x . cosx
lim

lim = =cos0=1.
x-0 X x—-0
. arctgx " . .
4. lim ————=1? Az arctg 0 = 0 Osszefiiggés miatt a tort az x=0
x—-0 X

0
helyen 3 alaki. Az eldzd feladathoz hasonl6an a bal- és jobboldali hatar-
értékek — ha léteznek — egyezbek.

1
arct 14x2 1
lim 8x _ lim + = klm ——=1.
x-0 x x-+0 1 x-0 14+2x*
2x —sin 0
5. lim— "% _9 2.0—sin0=0 miatt a tort az x = 0 helyen —
x-0 x’ 0

alaki. A szamlil6 pératlan fiiggvény, a nevezd paros fuggvény, ezért
eldszor a jobboldali hatdrértéket szAmitjuk ki, azutdn a baloldali hatar-
értéket.
2x—sin x L 2-cosx +

x—++0 x* T xat0 2x - ’

mert lim (2—cos x) = 2—1 = 1, és a nevezb a pozitiv szimokon keresz-
x—++0
til tart nulldhoz.
Vizsgidljuk meg az elobbi kifejezés baloldali hatarértékét!

) 2x—sin x X 2—-cosx
lim ——————= lim —————=—oo,
x>0 x? x-»~0 2x

mert a sziml4lo hatdrértéke most is 1, de a nevez6 a negativ szamokon
keresztiil tart a nulldhoz; tehat a bal- és a jobboldali hatirérték nem
egyezik meg.
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5-7* -

6. lim0 o =7 A tort helyettesitési értéke az x=0 helyen¥=-g

X~ 0

alaku. El6szor a jobboldali hatdrértéket szdmitjuk ki.
3_78 X — 136
lim 5 - lim 5mn5-7"In7 _
x+40 X x=++0 1
= lim (5*In5-7"In7) =5°ln5—7°ln7=ln5—-ln7=ln—§-.
x> +0 7

A baloldali hatirérték szintén ugyanannyi, mert az 5%, ill. 7 fliggvé-
nyek a nulla helyen folytonosak. Tehit

R i A 5
lim =In—
x—0 P d 7
Y et R At
7. lim =? lim ——— =17 A lielyettesitési ért€k az x=0
x—+0 x3 X+ =0 X’

1i-1 0
helyen mindkét esetben o = ry alaku.

. 7*=5*  7*In7-5In5
lim = lim ———————————————=+co,
x=+0 x? x-++0 2x

ert ]lm (7"ln7 5mIn5)=In7-InS5= ln—>0 és 2x a pozitiv szimo-
kon keresztul tart nulldhoz.
T*-5% . 7*In7-5"In5

x—>=-0 x? x-+~-0 2x

mert a szdml4l6 hatirértéke az elébbi, de a nevezd a negativ szimokon
keresztiil tart nullihoz.
2!:_ 3dx 2!:__ &
8. Im —=? 1l
x~-+0 x? x—+ -0

=17 A tért helyettesitési értéke

1-1 0
az x = 0 helyen —— = — alaku.
x elyen ° ° U}

28x__3tx 28:. — 8=,

lim - lim 3In2-3*-4In3 .
x->+0 x? x—++0 2x

A szdmlalé jobboldali hatarértéke:

8
lim 2**-3In2-3*.4In3)=ln—<0,
x-++0 81

tehat véges negativ szdm.
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A nevezd jobboldali hatirértéke: 0; mivel x a pozitiv szimokon ke-
resztiil tart a nulldhoz, igy a tort jobboldali hatarértéke: — .
A baloldali hatarérték kiszAmitisakor azt kapjuk, hogy a szamlalo

8
hatérértéke In ﬁ<0’ de a nevezd a negativ szdmokon 4t tart a nulldhoz,
tehat a tort baloldali hatdrértéke: + .

tg 7x
9. lim -2

x-0 X
és elemi uton is.

=7 A feladatot megoldjuk a L’Hospital-szabillyal is,

Ezzel hivjuk fel az Olvaso figyelmét arra, hogy az ilyen
tipusu hatdrértékek nemcsak a L’Hospital-szabdllyal oldhatok
meg.

1. Megoldds:
0
Az x=0 helyen a helyettesitési érték o alaku.
7
tg7x 3 cos® Tx
lim ——= lim = lim =17,
x-++0 X x40 x40 cos® Tx

mivel a nevezd hatdrértéke 1.

7
A baloldali hatarérték szintén ennyi, mert a o] tort folytonos a
X

nulla helyen; igy

tg 7.
lim gl
x-0 X

=T7.

11. Megoldds:
A feladat megoldasa elemi dton:

. tg 7x N sin 7x 7
lim = lim =
x=+0 X x++0 Tx cosTx
sin 7. 7
= lim 2%, §im =1.7=7.

x++0 I1x x-40CosTx

A két eredmény megegyezik, de az elemi 1t ebben az esetben konnyebb.
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Itt emlitjik meg, hogy a L’Hospital-szabdly a hatdrérték-
szdmitds hatdsos eszkéze, de — amint ez a példa is bizonyitja
— nem vezet mindig a legrovidebb megolddsra.

sin 4x

0
10. lim 12 5x =7 A helyettesitési érték az x=n= helyen — alaka,
xR

Két pératlan fliggvény hdnyadosa péaros fiiggvény, ezért a bal- és jobb-
oldali hatirérték — ha létezik — megegyezik.

sin 4x . 4cesdx . 4 cos? 5x cos 4x
x-x tg5x B P 5 X 5 :
cos? Sx

Mivel lim cos?5x =1, é lim cos4x =1, ezért
X X x

sin 4x

4
x+n tgSx 5

x?
11. lim > = ? A sz4ml4l6 és nevezd hatirértéke egyardnt végtelen,

X—+oco

fgy a tort z hatdrozatlan alakd. Alkalmazzuk a L’Hospital-szabalyt:
x3 . 2x

lim — = lim .
X0 2x xX—son 2> ln2

A helyettesitési érték most is z alaku, tehit ismételten alkalmazzuk
a L’Hospital-szab4lyt:

lim = lim
X+ 202 3w 2"(1n2)‘

A szamldl6 véges (2), a nevezd hatirértéke végtelen, igy a tort hatar-
értéke nulla;

2. lim 2% F5 0 A helyettesitési énték > alak 1
" see TX+5x-3 © - enne.

A feladatot L’Hospital-szabéllyal és elemi Gton is megoldjuk.
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1. Megoldds:
A L’Hospital-szabdlyt egymds utdn hdromszor alkalmazva:
2x?—4x+5 . 6x2—4 . 12x .12

2
lim = lm = lim —=lim —=—.
X— 00 7x’+5x—3 X—+00 21x2+5 X— 00 4ZX X—+ 00 42 7

1. Megoldds:

A szamlaloébol és nevezdbdl x*-ot kiemelve;

xa(z 4+5)
x? X3 2
fim 57

13. lim =7 A tort helyettesitési értéke a végtelenben z alaku;
X—>00 had

X
alkalmazzuk a L'Hospital-szabalyt:

5
lim = lim —— = lim 5x = eo.
X~»00 In 4x X400 x—00
4x
14. lim02x In x? Mivel In x csak pozitiv x-ekre van értelmezve, tehat
x—+

nem beszélhetiink baloldali hatérértékrol.

Itt lim 2x=0, és lim Inx=—, tehdt a helyettesitési érték
x=+0 x-++40
0-(— ) alaku.
Alakitsuk 4t tortté az eredeti kifejezést a kovetkezd modon:

2Inx

lim 2xInx= lim =7

x—++0 x—+0

x

1
Mivel lim 2Inx=—, és lim — =+, igy alkalmazhat6 a L’Hos-

x-+0 x—+>+0 X
pital-szabaly:
1
21 2
n
Y e lim —X = lim (-20=0.

x>+0 1 x=+0 1 xo40

x x?
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15. lim 2xctg3x=?

x—0
Mivel péaratlan figgvények szorzata paros figgvény, ezért az x=0

helyen a bal- és jobboldali hatirérték — ha létezik — megegyezik.
A helyettesitési érték 0-o- hatdrozatlan alaku lenne.

1. Megoldas:

A szorzatot tortté alakitjuk és a L’Hospital-szabalyt alkalmazzuk:

. . 2x . L2 2
lim 2x ctg 3x = lim = lim = lim —cos?3x =—.
x-0 x-0 g 3x x-0 3 x-+0 3

H. Megoldas:

A kifejezést ligyesen bovitjiik, tényezOkre bontjuk:

2
lim 2x ctg 3x = lim —-— «cos3x =—,
x=0 x-0 3 sin3x- 3

ugyanis j6l ismert, hogy

. 3x L
lim — =1, é limcos3x=1.
x-0 Sin 3x x-0

16. lim x*=*=?
x40

A helyettesitési érték 0° alaka. A feladatot ugy oldhatjuk meg, hogy a
kifejezés logaritmusdnak hatarértékét szdmitjuk ki.

Legyen y = x*'»>  akkor
Iny=Inx*"* = (sin x) In x;
lim Iny= lim (sinx)Inx=0(—)
o

x—=++0 x>+

alakd.
A szorzatot atirva tort alakba:

A Inx — oo
lim = —
x-++0 1 had
sin x
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alakd, most mér alkalmazhaté a L’Hospital-szabély:

1
N Inx N x
lim ——= lim —‘_—T‘=
x-40 1 x-»+0 —(sin x)"*cos x
sin x
—sin®x . —sinx sinx
= lim = lim ———— =

x-++0 XCOSX x—++0 X Cos x

. sinx |
= lim —— - lim tgx=(-1)-0=0.
x=+0 X x-++0

Mivel lim Iny=0, ezért lim y=1.
x—++0 x-+0
A fiiggvénynek csak jobboldali hatirértéke van az x=0 helyen, mert
a negativ x értékekre x*'»* nincs értelmezve.

17. lim (sin x)*=? Baloldali hatirérték nem létezhet; ui. nullihoz

x-++0

kozeli negativ x értékekre sin x<0, viszont negativ szam val6s kitevojii
hatvanya altalaban nincs értelmezve a valés szamok korében. Tehit nem
végezhetjiikk el az x—~ —0 hatdritmenetet.

A fliiggvény helyettesitési értéke az x=0 helyen 0° alaki. A feladatot
az elobbi példaban alkalmazott modszerrel oldjuk meg.

Legyen y=(sin x)*; akkor In y=xInsin x, €s lim In y= lim xInsin x,
ami 0-(— ) alakra vezet. x—++0 x-+0

A szorzatot tortté alakitjuk vgy, hogy az x-et a nevezd nevezdjébe
vissziikk; ekkor a szimldlé (—e)-hez, a nevezd pedig (+ )-hez tart,
vagyis alkalmazhat6 a L’Hospital-szabily:

1

. ——«COS X
Insin x . sin x . x
lim = lim ——— = lim j————-xcosx}.
x> +0 1 x-++0 1 x=++40 Sin x
x x2

A szorzat egyes tényezbinek jobboldali hatarértéke:

x
lim (— - )=—-l; lim xcosx=0-1=0;
x-+0 smx x40

ezt felhasznalva
x
lim (-—.———- xcosx) =0, vagyis lim lny=0,
x-+40 sin x x40
és igy lim y= lim (sinx)*=1.
x40 x—=++0
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]
18. lim (ctgx)’* =17 Hathrértéket nem keresiink; ui. ctgx elég kis
x-+0
negativ x értékekre negativ, de negativ szdm val6és kitev3jii hatvinya
dltaldban nem értelmezett, ezért balr6l nem végezhetd el a hatdritmenet.
A fiiggvény helyettesitési értéke az x=0 helyen «° alakd. Logaritmi-
l4ssal alakitjuk 4t.

3
- 3_
Legyen Iny = In (ctg x)y" =¥xInctg x; akkor

1 1
s _ . Inctgx ctg x ( sin’x)
lim ¥Yxlnctgx= lim EX _ tim B =
x40 x-+0 _—:- x-+40 1 _%
x -_—x
s _ 3 _
IxVx . x  3¥x
= ——— = lim . =

x-++0Sinxcosx x-+0 Sinx cosx

= lim « lim =1-0=0.

x-+40 SINX x-+40 COS X

Mivel lim In y=0, tehit

]
limy= lim (ctgn)f*=1.
x40

1

19. limo(sin x)* =7 A fiiggvénynek baloldali hatirértéke nincs, ui.
x—+

sin x elég kis negativ x-ekre negativ, de negativ szdm tetszbleges val6s

kitevoji hatvdnya nem értelmezett, ezért a hatdritmenet nem végezhetd el.

A fiiggvény helyettesitési értéke az x=0 helyen 0= alakid. Az In y=

L |
=In (sin x) *=— In sin x jel6lést bevezetve,
x
. NS S
lim Iny= lim —Insinx=—o,
x=+0 x-++0 X

mivel 2 sziml416 hatarértéke — «, a nevezdé pedig nulla. Mivel limlny =
= — o, tehat

1
limy= lim (sinx)* =0.
x-++0
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2
20. lim x3*4Imx =72 AKkifejezés helyettesitési értéke az x =0 helyen 0°.
x-+0

Legyen

2
Iny=1Inx3+4"%

Ekkor
2
. . 2Inx ] X i
lim ————Inx= lim ~———— = Im — = —.
x-»+0 3+4Inx 10 3+4Inx x—->+04 1 2
x
Osszehasonlitva az elsé és utolsd tagot
lim | !
im Iny=—,
x=+0 7 2

ebbdl

1
lim y=e® =Ve.
x—++0

A kifejezésnek baloldah hatarértéke nincs, mert negativ szimnak valods
hatvanyat altalanossigban nem értelmeztiik.

3. Elemi fiiggvények Taylor-sorba fejtése

A Taylor-formula a kovetkezGket mondja ki: Ha az [a, x]
zart intervallumban az f(x) fiiggvény (n—1)-szer folytonosan
differencidlhat6 és még n-edik derivdltja is létezik az inter-
vallum belsejében, akkor felirhatd

) = 1@ G @
+ ()(Cn ain)y S0 @)+ Ry (a, ),

ahol R,(a, x) az Un. maradékiag. Ennek Lagrange-féle alakja
R(a ) =D ot 06— a),
ahol O egy alkalmas 0 és 1 k6zotti szam.
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A példdkban az a+ O (x —a) = & jelolést alkalmazzuk.

Ha az f(x) fiiggvény az [a, x] intervallumban akdrhdnyszor
differencidlhatd, akkor a Taylor-formuldt végtelen sok tagra
felirva, f(x) Taylor-sora adédik:

109 = f@+ X0 r @+ S L @y

(X a) f("’(a)J— .

Amennyiben ez a sor a-ra konvergens, vagyis az

R=>0" w0
k=n k!

maradéktag zérushoz tart, midén n -, akkor azt mondjuk,
hogy az f(x) fiiggvényt az a pontban Taylor-sora elddllitja.
Azon pontok Osszességét, amelyekben f(x) Taylor-sora kon-
vergens, f(x) konvergenciatartomdnydnak nevezziik.

Sokszor a konvergencia a maradéktag vizsgdlata helyett
egyszeriibben dllapithaté meg — pl. az aldbbi konvergencia-
kritériumok alapjan.

Leibniz-féle konvergenciakritérium: Egy valtakozé elGjelii sor
konvergens, ha a tagok abszolut értékei monoton tartanak
nulldhoz n—+ < esetében.

D’ Alambert-féle vagy hdnyadoskritérium: Egy pozitiv tagok-
bdl 4ll6 sor konvergens, ha az egymds utdni tagok hdnyadosa
bizonyos n-tol kezdve (n=>=N) egy 1-nél kisebb g szdm alatt
marad.

Az a=0 vdlasztdssal specidlis esetként a Maclaurin-formula,
ill. Maclaurin-sor adédik. Tehdt a Maclaurin-formula:

160 =f(0)+%f'(0)+§— ")+ ... +

+

PO+ By
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a Maclaurin-sor pedig
SO = SO+ 5 S O+ 5/ O o+ OO+ ..

Konnyen beldthaté, hogy az

Sx) = agt+ayx+...+a,x"
n-edfoku polinomot Taylor-sora minden ag-ra (réviden: mun-
deniitt) elddllitja; ugyanis az (n+ 1)-edik és minden maga-
sabbrendii derivdlt nulla, tehdt a sor csak n tagbél dll:

_ — 2
10 = atf@+ 2T @+ E oD @

+ (i;:!.g)f f(n) (a)

Az n-edfoki polinom Maclaurin-sora:
X . 2 " x" n
1) = fO + 371 O+ 5/ O+ o425/ 0).

Gyakorlé feladatok

1. y= x*—5x5+2xA—3x+2x*+6. frjuk fel a fiiggvény a=2 hely-
hez tartoz6 Taylor-formuldjit, vagyis alakitsuk 4t a fiiggvényt ugy, hogy
benne csak x—2 hatvanyai szerepeljenek!

Mivel a feladat megoldisihoz a derivaltak, és azok x=2 helyhez tar-
toz6 helyettesitési értékei kellenek, elészor ezeket szAmitjuk ki:

¥ = 6x%—25x*+ 8x*— 9x* +4x;
¥" = 30x*—100x*+24x* - 18x-+4;
y* = 120x*-300x*+ 48x —18;
¥ = 360x*— 600x +48;
¥& =T720x—-600; »y©® =720.

A hetedik és ennél magasabbrend(i derivaltak értéke azonosan egyenld
null4val.
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A helyettesitési értékek:
y(2)=20—-5.2842.20-3.2842.22 1 6=
=64—160+32—-24+8+6=—74;
Y (2)=6:25—25.2448.22-9.234 4.2 =
=192-400+64—-36+8=—172;
»"(2) =30-2*—100-224+24.28-18-24+4 =
=480 — 800+ 96— 36+4 = —256;
»"(2) =120.23-300-22+48-2—-18 =
=960 —1200+96—18 = —162.
y®(2) = 360-23 - 600-2+48 = 1440 — 1200+ 48 = 288;
Y& (2) = 720-2 - 600 = 1440 — 600 = 840;
3 (2) = 720.
A Taylor-polinom tehat

56
(x-2)+— x—20+

Y=y 2!

—-162
+_
3!

288 840 720
(x——2)’+-z!- (x—2)‘+—§ (x—2)‘+E(x—2)‘.

A szimegyiitthatékat kiszdmitva:
y=—74-172(x-2)—-128(x—-2)*-27(x—2p*+ 12(x - 2)*+
+7(x~2)"+(x—2)".
Ennek a felirdsnak eldnye konnyen beldthaté, ha valamely
hatvdnyfiiggvény helyettesitési értékét kell meghatdrozni vala-
mely egész értéket tartalmazé kis intervallum sok pontjiban.

Rendszerint az egész értékhez tartozo fiiggvényértéket ismer-
jik, ill. azt konnyebb kiszdmitani.

2. Hatérqnuk meg az eldbbiekben 4talakitott fiiggvény helyettesitési
értékét (két tizedesjegy pontossiggal) az x,=2,1, x,=2,2, ill. x,=2,01
helyeken!

y2,1)=-74-172(2,1 -2)-128(2,1 -2)*—~
-27(2,1-2*+12(2,1-2)*+7(2,1 -2* +(2,1 - 2)* =
= —-74-172-0,1-128-0,01 — 270,001 + 12-0,0001 +
+7-0,000 01 + 0,000 001.



Az egyes tagok nagysagrendjét Osszehasonlitva latjuk, hogy az 6todik
tag mér csak az eredmény 6todik jegyét befolyasolja; igy az elsd négy
tagot hagyva meg

y(2,1) =~ —-74-17,2—-1,28—-0,03 = —92,51.

Ha a fiiggvény eredeti alakjiba helyettesitettiink volna, akkor a kovet-
kezdket kellett volna kiszamitanunk:

y(2,1) =2,14—5-2,154-2.2,14—3.2,1342.2,12 46,
ami elég nehézkes.
y(2,2) =—74—-172-0,2—128-0,04 —27-0,008 + 12-0,0016 +
+7-0,000 32+ 0,000 064.
Csak az elsd 6t tagot vessziik figyelembe, és igy

y(2,2) ~ —74—34,4—5,12—-0,22+0,02 = —113,76;

y(2,01) = —74—172-0,01 —128-0,012 - 27-0,01°+
+12.0,01¢+7-0,015+0,01®* = - 74 -1,72—-0,0128 —
—0,000 027+ 12-0,014+7-0,015+0,01°.

Mint 14thatd, a mdasodik tizedesjegy értékét csak az els6 hirom tag
befolyasolja.

y(2,01) ~ -74—-1,72-0,01 = —75,73.

Ha az eredeti alakba helyettesitettiink volna be, akkor haromjegyii
szam (2,01) hatodik hatvanyat is ki kellett volna szamitanunk, ami sok
munkat jelentett volna.

3. Szamitsuk ki az y = 5+x5—4x342x* —Tx2+2x fiiggvény helyet-
tesitési értékeit az x;=1,1 és x,=1,01 helyeken hat jegy pontossaggal,
az a=1 helyhez tartozé Taylor-polinom segitségével!

Elbszor a fiiggvényt x fogyé hatvdnyai szerint rendezziik, mert igy
kénnyebb a derivaliat ellenOrizni.

y=x*+2x*—4x3—Tx*+2x+S5.
Meghat4rozzuk a differencidihinyadosokat:
Y =5x"+8x*—12x%— 14x+2;
y* = 20x3+24x2—-24x—14;
»” = 60x®+48x —24;
y® = 120x +48;
y© =120.
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A tovabbi derivaltak értéke azonosan zérus.
A helyettesitési értékek az x=1 helyen:

y()=1+42-1—-4-1-7-142-145=—1;
Y(1)=5-1+8-1-12-1-14-1+2=—11;
Y (1)=20-1+24-1-24.1—14 = 6;

™ (1) = 60+48 —24 = 84;

YO (1) = 120+ 48 = 168;

y® (1) = 120.

Az a=1 helyhez tartozd Taylor-polinom tehat:
—-11 6 84
y=-1 +———l! (x— l)+E (x— l)’+—3—!— (x—1*+

168 e 120 18-
+—Z!"(x— ) +—ST(X— )%

y=—1-110x-1D+3(x—-10+14(x—-12+T(x—1)*+ (x - 1)°.
Most meghatarozzuk a fiiggvény értékét az x,=1,1 helyen:
y(1,1) =—-1-11-0,1+3-0,01 +14-0,001 + 7-0,0001 +0,000 O1.
y(1,1) = —-1-1,14+0,03+0,014+0,0007 + 0,000 01 =
= —2,140,044 71 = —2,055 29.
A fluggvényérték az x,=1,01 helyen:
»(1,01)= —1-11-0,01+3-0,0001 + 14-0,000 001 +7-10~%+10~'°.

Az értéket ismét csak hat jegy pontossiggal hatirozzuk meg. Mivel
az utolsé két tag ezt nem befolyasolja, ezért

»(1,01) =~ —~1-0,11+0,0003+ 0,000 014 = —1,11+0,000 314 =
=-—1,109 686 ~ —1,109 69.
4. Trjuk fel az y=sin x fiiggvény Maclaurin-sorat, és az x=% helyen

a Taylor-sorat.

A fuggvény derivéltjai: )’ =cosx; y"=—sinx; y*=—cosx; y® =
=sin x stb., altaliban y“** =sinx, y***V =cosx, y**¥ = —sinx,
Y+ = _cos x.

14 Differencilszimitds
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A fiiggvény Maclaurin-sorat hatirozzuk meg eloszor.
y(0) =sin0=0; »(0)=cos0=1; »(0)=-sin0=0;

z

y”(0)=—-cos0=—1; s.it
Vagyis
R Rl L N
y= +-I—!-x+—5 +?' +2T Foes
azaz
R x2 X X7
smx=x-—§!—+-5—!——-+
A fiiggvénysor Lagrange-féle maradéktagja:
(sin &)™

R, (x)= P

x", ahol 0<&<ux.

Mivel
sin &)™ x*
Ry = 2D
n! n!

) .ox . x x x X
lim R,(x)= lim — = lim —+—-—...—=0,
n—co n—» oo n! nooo 1 2 3 n
mert n novelésével az elzd tortet egyre kisebb szimmal szorozzuk és
x
az — szorzbtényezd rogzitett x-re nullidhoz tart, midon n— . A maradék-

n
tag tehit x barmely értéke esetén nullihoz tart, vagyis a fiiggvénysor
barmely x-re konvergens és elballitia az y=sin x fiiggvényt.

A sin x fiiggvény Maclaurin-sordban x-nek csak pdratlan
hatvdnyai szerepelnek. Tehdt a szinusz fiiggvény nem csupdn
maga paratlan fiiggvény, hanem Taylor-sordnak minden tagja,
igy bdrmely részletosszege is pdratlan fiiggvény.

Most meghatdrozzuk a fiiggvény Taylor-sorat az x==/6 helyen; mi-
v:‘lc :a n/6 radidn 30°-nak felel meg, ezért ezt helyettesitjiik be a derival-
takba:

1
(309 =sin30°=—; -
, ._¥3
¥ (30°) = cos 30 =—2-;
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»"(309) = —sin 30° = ‘%

»7(30°) = —cos 30° = —?'

1
y¥(30°) =sin 30° = > stb.

_E(x_ﬁ)a_I_ 1 7}
12 6 a8 I-z) +....

5. Hatarozzuk meg a 31°-os szog szinuszat logarléc adta pontos-
saggal! A feladatot ugy oldjuk meg, hogy az y=sin x fiiggvény x=n/6
rat:hanhoz tartoz6 Taylor-sorinak elsd hiarom tagjat szimitjuk ki (T,).
Mivel csak az elvet akarjuk megadni, ezért logarléccel szimolunk: *

1 ﬁ n 1 )2
Ti=—+—}x——}—— —_—
3 2 > (4\ 6) 2 (x 6) .

'A zardjeleken beliil szogkiilonbségek vannak, és mivel 31°—30°=1°,
ezért csak az 1°-t szamitjuk at radidnba: 1°~0,017 45 radian.

. 1,732 1
TB19) = 5+ = —-001745——-0,017 45~

1,732 1
+ 5 -1,745- 10"—7- 1,745%-10-4.

=

'-‘NI—N

T,319) = 7+ 1,51-10-2—0,76-10"* = 0,5+0,0151 — 0,000 076 =
=0,5151—-0,000 076 = 0,515 024 =~ 0,5150.
A négyjegyii fiiggvénytablizatban talilhatd érték: 0,5150.
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6. Hatirozzuk meg a cos x fiiggvény Maclaurin-sordt, valamint az
a=n/3 helyen Taylor sorat!
A derivaltak meghatdrozisa:

y =—sinx; y* =-—cosx; y"=sinx; y®=cosx; stb.
Helyettesitési értékek az x=0 helyen:

y0) =cos0=1; y(0)=-sin0=0; "{0)=—-cos0O=—-1;

y7(0)=sin0=0; y®(0)=cos0O=1 stb.

A fiiggvény Maclaurin-sora:

vagyis

COS X = I—E*}'z!"’a“{-—‘;!‘—... .

A sor Lagrange-féle maradéktagja:

cos &)
R, (x) = (———-—'E)— x", ahol 0<¢&<x.
n!
Mivel N
cos &)™ "
R,.(x) p— (_i x" E'i“ .
n! n!

amely viszont — mint a 4. példiban belattuk — nulldhoz tart, ha n vég-
telenhez tart, ezért a felirt sor minden x-re konvergens és eldillitja a cos x
fuggvényt.

A cos x fiiggvény Maclaurin-sora x-nek csak pdros kitevojii
hatvdnyait tartalmazza. Tehdt nemcsak maga cos x pdros
fiiggvény, hanem Maclaurin-soranak minden tagja és igy min-
den részletosszege is az.

Most felirjuk az y=cos x fiiggvény a=mn/3-hoz tartoz6 Taylor-sorat.

El6sz6r a fliggvény és derivaltjainak x=m/3 helyen vett értékét kell meg-
hatéarozni.

(n) 1 ,(11) . V3
"3 =cos —=—; Y|=)]=-sin—=—-—;

3 2 3 3 2.
y'(—’i)=~cosl= i; v"'(-—)=sm1—E;
3 3 27 73 3 2
y.a,(i)ms_"_:i.
3 3 2

212

Csak az elsd ot tagot irjuk fel:

V3 -1
cosxo L, 2 ( Ty 2 n)2
=7t 3) 2 "5)*
V3 1

+ ﬁ ( n)3+ ! il ‘+
—x—— —Ix——
12 3 48 3
7. Az y=cos x fiiggvény a=n/3 helyhez tartozd Taylor-sora ismc-
retében szamitsuk ki a cos 65° kozelito értékét, ha a sornak csak harom
tagjaval szamolunk! Hasonlitsuk Ossze a kapott értéket a négyjegyii
fuggvénytabldzatbol kaphat6 értékkel!

A Taylor-sorban az x—m=n/3 szigkiilonbség hatvinyai szerepelnek,
ezért 5°ot szdmitunk 4t radianba:

5°=5-.0,017 45 = 0,087 25;

Y3

1 1
T,(65°) = ————0,087 25 ——-0,087 25 =
3659 =~ 40,0872
1,732-8,725 8,7252-10~
-10-2—

2 4
~0,5-7,55-10-1—19-10-% = 0,5 —0,0755 —0,0019 =
=0,5-0,0774 = 0,4226.

A tdbldzatban taldlhatd érték szintén 0,4226. (Megjegyez-
ziik, hogy a tabldzatokat is ilyen sorelddllitdsbol szokds ki-
szdamitani.)

=0,5— S

8. . fl.'juk fel az y=In x fiiggvény Taylor-sorit az a=1 helyen!
El6szor a derivaltakat, azutdn a helyettesitési értékeket hatdrozzuk
meg.
1 1 2 6
I=_. Ir=____ L Y (4)=______.
y x > y 2 > ¥y = > B4 P > stb.
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A helyettesitési értékek:
1
1
y()=2; y@®d)=-6.
A Taylor-sor tehat

yQ=ln1=0; y(H)=—=1; yB)=-1

1 -1 2 -6
y=0+-l—l(x—l)+-—2—!(x—1)’+—3-?(x—])"‘+ a (x—l)‘-{-...,
(x—12 x-1° ey ) )
Inx=(x-1)— 3 +——3—-——+...+( 1) —-——n + —...

Vizsgaljuk meg, hogy ez a sor milyen x’érté'!('ekfe konvergens:
a) Legyen x=1. Ekkor a sor _véltakozo elojelii.
Alkalmazzuk a Leibniz-kritériumot:

(o T k)
n

= lim =0, ha 1=x=2,

n—oco n

lim [(—1)"*?

n—oo
mert akkor (x—1) = 1, tehat a szamlalo l-gél ki,§ebb, monoton csok-
kené, a nevezd pedig ~-hez tart monoton .novekV(')en. . .

b) Legyen x=1. Ekkor a sor minden tagja negativ, tehat alkalma_z'l}a'to
a negativ eldjel kiemelése utan a pozitiv tagi sorok konvergencidjira
vonatkozé D’Alambert-féle hianyadosfeltétel:
( X — l)n +1
- n
ntl =(—1)—(—)-c—ﬂ=—-—~(l—x)§l—x=q;
x-1)" n+1 n+1

(-1

(-1

g<1, ami abbol kovetkezik, hogy O0<x=1.
A sor konvergenciatartomanya tehit 0<x=2.

9. Tablazatbol tudjuk, hogy In 1,5=0,4055. Szémitsx.l'k Ifi”a fiiggvény
Taylor-sordnak els6 négy tagja isngeretében In 1,5 kozelitoleg pontos
értékét, és allapitsuk meg a relativ hibat!

0,5* 05 05"

T =05t~
0,25 N 0,125 0,0625 -
T2 3 4

~0,5—0,125+0,0417 —0,0156 = 0,5417 — 0,1406 = 0,4011.
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A szdmitott érték tehat tizezred pontossiggal 0,4011, a tablazatbol
kapott érték 0,4055, a hiba 0,4055—0,4011 = 0,0044.
A hiba szazalékban kifejezve, vagyis a relativ hiba:
0,0044 0,44
= 100

= 100% = %~ 1%.
P = 04055 0.4055

10. Hatdrozzuk meg az y=e™ fiiggvény Maclaurin-sorat, valamint
az a=1 helyen Taylor-sorat!
A fiiggvény akarhdnyadik derivaltja e*, ezért az x=0 helyen mind-
egyik derivalt értéke 1. A Maclaurin-sor tehat
RLENUUL IR U
y= TT!—,\'FEE‘.\' +§ "I‘H aees
illetve
S P ..
e =14+x+—+—+—+....
T T e s

A fliggvénysor konvergenciajit a Lagrange-féle maradéktaggal iga-

zoljuk: .
™ J x"
) e

R.(x) = =X

n! nt
ahol 0 <& <x.
Az els6 tényezd (e°) n-tol fiiggetlen allandd, a masodik tényezd pedig
(rdgzitett x érték mellett) — mint mar a 4. példaban belattuk — » nove-
lésével nullahoz tart, vagyis

n

. : X
lim ¢ —=0,
nsoo  n!

tehat a filiggvénysor barmely x-re konvergens.

Ha a Taylor-sort akarjuk felirni az a=1 helyen, akkor a derivaltakat
az x=1 helyen kell kiszamitani.

Minden egyes derivalt e, és igy a helyettesitési érték e-vel egyenld.

= et (=Dt (= 1P (x— 1)
y=e T x—1) E(X_ )+§(x— P+
Ha a kozos e-t kiemeljiik, akkor

y—e [] e 1)+(X;1)’+(x;1)’+m]

—1) — 1)
=e[x+(i21) |(x 1 ]

6 T .o .
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Azt, hogy a sor barmely x-re konvergens, a D’Alambert-féle hanyados-
kritériummal bizonyitjuk.
A sorozat két — egymdés utdn kovetkezd — tagjinak hanyadosa:

e(x—l)"*“ e(x-—l)"_e(x—l)"” n! 1) 1
n+)! T al (D! elx—1 n+1’

A szoizat elsd tényezbje — (x—1) — rogzitett x értékre allando, a
masodik tényezbje pedig m novelésével csokken. Megadhat6 egy olyan
N szam, amelynél nagyobb n-ekre a tort értéke egynél kisebb, ugyanis

x—1
—— =<1, ha x—1<n+l, x-2<n.
n+1

1-nél nagyobb x-ekre az eldbbiek miatt, 1-nél kisebb x-ekre pedig a
valtakozo eldjelii sorokra vonatkozd Leibniz-féle konvergenciakritérium
miatt konvergens a sor.

11. Hatarozzuk meg az y=e* fiiggvény Maclaurin-sora ismeretében
e kozelitd értékét! Az
xt x¥ X

e XL
€ ot T

kifejezésben x helyébe 1-et helyettesitve (€s csak 5 tagot tartva meg):

11 1
m 1414+ +—+— 2 2,5+0,1667+0,0416 = 2,7083.
exltltgtgtn ™7

e Ot jegyre kerekitett értéke: 2,7183, ezért az el6z6 szamitdsaink soran
elkovetett relativ hiba szizalékban:

2,7183—2,7083 0,01-100 1
p=— 2T 100% = = % 2 0,37%.
2,7183 2,7183 2,7183

12. frjuk fel az y=sh x fiiggvény Maclaurin-sorat, valamint Taylor-
sorat az a=1 helyen.
A derivaltak:

y'=chx; y’=shx; y”=chux stb.

A helyettesitési értékek az x=0 helyen: y(0)=sh 0=0; y' (0)=ch 0=
=1; v"(0)=sh 0=0; y”(0)=ch0=1, igy a Maclaurin-sor

1 0 1 0
y= 0+Fx+;!-x’+§x‘+4—!x‘+ el
vagyis
x?  x®
shx = x+-§+—5-!—+... .
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Ahhoz, hogy a }ﬁogvénynek az x=1 helyhez tartozd Taylor-sora
10z, hogy 'S yior-sorat
fel tu@f("“ irni, ismerniink kell a sh 1 és ch 1 értékeket, ezeket téblérzattr:zl
vesszik :

sh1=1,1752; ch1=1,5431.

Amennyiben tdblizatunk csak e hatvanyait tartalmazza (il

. . . -, I3 - e B en l.

kozépiskolaban hasznalt Négyjegyii fuggvénytablazat), akkor (ay P e
ex__e—x XJ_ -

shx = 7 , ill. chx= ¢re

2

osszefliggéseket alkalmazzuk.

e—e"1  2,718-0,368 2,350
PlL: shi= ~ =2 = .
S 2 3 = 1,175;
2,71840,368 3,086
chl= = === 1,543.

Tehat a sh fuggvény és derivaltjai az x=1 helyen:

y(1)=sh 1=1,1752; y’(1)=ch 1=1,5431 stb.

A Taylor-sor igy

1,17
2!

1,5431 52

y= l,l752+—T——(x— D+ (x—1)2+
1,5431 1,17

—_ 3
TR T
13. Hatérpzzu}c meg sh 1,2 kozelitd értékét és a relativ hibat, ha ismer-
jik a sh x fiiggvény a=1 helyhez tartoz6 Taylor-sorat! Szamitasainkban
csupan harom tagot vegyiink figyelembe.

1,1752

52
+ (x=1)*+....

»(1,2) = 1,1752+1,5431-0,2 +

0,04 =

=1,1752+0,308 62+ 0,023 504 ~ 1,5073.

Osszehasonlitdsul megemlitjiikk, hogy a tabla 5 érték
iy i Zy abldzatban taldlhaté érték

Hatarozzuk meg a szazalékos hibat!
_1,5095—1,5073 100 — $0022:100% 0,22
1,5095 T 1,5095 1,5095

14. Irjuk fel az y=ch x figgvény Maclaurin-sorat, valamint az a=1
helyen Taylor-sorat!

y=ch x derivaltja:

% ~0,146%.

Y'=shx; y’=chx; y”=shux; stb.
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Ezek helyettesitési értéke:
y(0)=ch0=1; ' (0)=sh0=0; »"(0)=ch0=1 stb.

igy a Maclaurin-sor

1 0 | O Ox: Ix‘
y= +—1—!x+5x~r§ +E +.es

y(1)=ch1=15431; » (1)=sh1=1,1752
é&rtékeket felhasznélva, kapjuk az y=ch x Taylor-sorit az a=1 helyen:

1,1752 1,5431 1,17
x—1) (x—1)2+

2,
1! 5 TR

y=15431+

15. Hatarozzuk meg ch 1,1 értékét és a relativ hibat, ha ismerjik a
fiiggvény a=1 helyhez tartozd Taylor-sorat! Csak az €ls6 hdrom tagot
vegyiik figyelembe.

- 1.5431
ch 1,1 = T5(1,1) = 1,5431 +1,1752-0,1 + -0,01 =
=1,5431+0,117 52+ 0,007 715 = 1,6683.
eh 1,1 tablazatban talalhatod értéke: 1,6685.
A viszonylagos hiba szizalékban:
1,6685 —1,6683 0,0002 0,02
p=———-100% = ———-100% = % = 0,012%.
1,6685 1,6685 1,6685

4. Egyenletek kozelitd megoldisa Newton-modszerrel

Tegyiik fel, hogy az f(x)=0 egyenletrdl mar tudjuk, hogy
egyetlen gyoke van az (a, b) intervallumban. Legyen az y = f(x)
fiiggvény az (a, b) intervallumban differencidlhato, és dif-
ferencidlhdnyadosa zérustél kiilonbozs. Irjuk fel a figg-
vénygdrbe x=a abszcisszdji pontjdhoz tartozé érinté egyen-
letét!

y—f(@) = f(a)(x—a).
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Ez az érint6 az X-tengelyt abban az x isszdju
é ! X, abszcisszdji pontbai
metszi, amelynek ordindtdja nulla, aza;: P "

—f(@) = x\f"(a)—af (a);
és ebbdl
_S@-f@_ __ f@
f@ — f
P (1:) ﬁnglﬁlt osztds elvégezhetd, mert feltételezésiink szerint

Az x, abszcisszdji pont a keresett gyo
X a i gyokhelyhez az ,.a”
abszcisszdji pontndl kozelebb van, ha: 1. Az }(a)>0 e,s:a a

gorbe konvex, vagyis f”(a)>0 (78. dbra). 2. A é
a gorbe konkdv, vagyis ”(a)<0 (79. zibga). 2 /@=0 &

Y
4 /

\ ‘ / @
g aj

] p “;//ru .
ax\\\_]? / b

1

\
4 b
Y b !
a b '
1%
a c)

[

=)
Fheo
¢

78. abra 79. dbra
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Kiszdmitjuk f(x,)-et. Ha f(x,) nem azonosan zérus, ill.
nem kozeliti meg a kivdnt pontossdggal a zérus értéket, akkor
a modszert ismételten alkalmazzuk, azaz ezutdn az x; absz-
cisszdju pontban hatdrozzuk meg az érinté egyenletét, majd
az ujabb érintd és az X-tengely x,-vel jelolt metszéspontjdt.

14 a
/"\
\% b
o} «a , X
Y b)
\:\ b X
0f a
Y
y C)
a b
0 J/'\l g
gb
80. abra
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Az el6z6 szamitdshoz hasonléan

e
Ezt az eljdrdst folytatva:
— SO . f(x,)

Xg = Xg— s weey Xppy = Xp— 2
A CS IR A e
Az eloz0 feltételek mellett az x;, x,, ..., x, szdimok (ha

f” végig nem vdlt elSjelet) novekedS sorozatot alkotnak, és
be lehet ldtni, hogy ezen sorozat hatdrértéke a keresett gyok.

y
y b
a b
Y c)

a

o

81. abra
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Ha f(a) =0 és a gorbe konkav, vagyis f”(a) <0, de f(b) <O,
és f7(b)<O0 (80. dbra), vagy ha f(a)<O0 és a gorbe konvex,
vagyis f”(a)=0, de f(b)=0 és f”(b)=0 (81. dbra), akkor a
b abszcisszdji pontbdl indulva, a modszert ugyanigy alkal-
mazzuk, mint elébb, csak most (ha f” nem vidlt elGjelet) a
metszéspontok sorozata monoton csokkend lesz.

A fenti szabdlyokat ugy jegyezhetjiik meg a legkdnnyebben,
hogy az (a, b) intervallumnak abbdl a pontjiabol kell elindulnunk,
amelyben a fiiggvényérték és mdsodik derivdlt elGjele meg-
egyezik. Az eljdrdst addig folytatjuk, amig a kivant pontossdgot
el nem érjiilk. A kOvetkezé szdmitdsaink sorin logarlécet,
és négyjegyil logaritmustablizatot haszndlunk, ennek meg-
feleléen a kapott eredmények is hdrom, ill. négy jegy pontos-
sdgiak lesznek. A szdmitdis modjit minden feladat elején
megadjuk.

Gyakorlo feladatok

1. Oldjuk meg a 2x+e* = 0 egyenletet szizad pontossaggal.

Egy els6 — kiindulé — durva kozelitd intervallumot a legcélszeriibben
grafikus uton kaphatunk, oly médon, hogy az egyenloségjel egyik oldaldn
hagyjuk pl. e*-et, és a masik oldalra atvissziik 2x-et:

= —2x;
mindkét oldal x fiiggvénye, ezeket abrazolva (82. abra), a két gorbe met-
széspontjinak abszcisszija az egyenlet megoldasa. Az abrabol lathato,
hogy egy gyok van, és az —1 és 0 kozé esik, vagyis a = —1 és b=0 al-
kalmas végpontok,

82. abra

A Newton-mbdszer elsd lépése az, hogy meghats
. , ghatdrozzuk az a = —1
jmelé?=o pontokban az y = 2x+e* fiiggvény, ill. masodik derivaltja el6-
y=2x+e€"; y=2+€; y'=e=>0
minden x-re.

1
y(—l)=—2+7<0, y0)=e"=1>0.

A fii 3 é z ik feri 4l 16 I ! 0 I .]
meg, ezert ezt Vélasztjuk klmdulopontnak. Jelen esetbeﬂ a logar on-
I } 4 lw pon

xn=b6-29 ! ! 033
1=0-—" = =0--——=-—=—-0,33.
y'(®) 2+1 3
Az elsd kozelitd gyok tehat —0,33; y, = 2x;+ et a:y(—iJ = —£+
3 3

1

+ id 3 T —0,67+0,72 = 0,05.
ivel nem pontos nullahelyet taldltunk, az eljarast tovabb folytati
A gyokhelyhez tartozé sorozat masodik tagja: ytatjuk.

1
’(-3)
S 0 B 3

¥ (x) ,(_i) )
U3

; 1
Meghatirozzuk y’ ( —-—;) €rté€két:

’ l -5
¥ (—-?)=2+e } x2+40,72=2,72.

Ezeket behelyettesitve:

0,05

X3 =—-0,33 - —,
2,72

az osztast logarléccel elvégezve:

x: =~ —0,33—-0,0184 ~: —0,33—-0,02 = —0,35.
Hatarozzuk meg a fiiggvényértéket a —0,35 helyen!

V2 = y(—0,35) = —0,7+¢~ %% = —0,7+40,7047 = 0,0047.
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A figgvényérték mar csak 5 ezrednél kisebb hibdval tér el nullitél,
igy a feladat megolddsaként szdzad pontossiggal valésziniileg elfogadhat6
—0,35. Errdl agy bizonyosodunk meg, hogy kiszimitjuk a fiiggvény-
értéket a —0,36 helyen is:

¥(—0,36) = 2(—0,36)+e~**¢ = —0,72+0,6977 = —0,0223.

Mivel itt mar negativ a fiiggvényérték és a fiiggvény folytonos, tehit
—0,35 és —0,36 kozott kell lennie a gyokhelynek. A fiiggvényérték
abszolit értéke —0,35 behelyettesitésekor kisebb, ezért a feladat megolda-
saként —0,35 elfogadhatd.

2. Oldjuk meg az x+2In x = O egyenletet (hdrom tizedesjegy pon-
tossaggal)!

Az elsdé durva kozelitd intervallum meghatirozéisa:

Most az y = x+2In x figgvény és az X-tengely metszéspontjit kell
kozelitdleg meghatdroznunk. Vigyiikk at az egyenlet egyik oldalira az
x-et, a masikra pedig a 2In x-et:

2lnx = —x,
tekintsiik mindkét oldalt x fiiggvényének és dbrazoljuk a két fiiggvényt.

A két grafikon metszéspontjanak x koordinitdja a keresett gyok (83.
4bra).

2in x

>

Fay
|

83. 4bra

Az egyetlen metszéspont abszcisszija lathatéan 0 és 1 kozé esik. A 0
pont azonban nem felel meg az intervallum bal végpontjdnak, mivel ebben
a fiiggvény nincs értelmezve. Ezért az intervallumot ehelyett sziikebbre
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vilasztjuk. Az 4brébél durva leolvaséssal is tgy Mtjuk, hogy pl. (0,5;
megfelel kiindulé intervallumnak. gy latjuk, hogy pl. ©0,5; 1)

¥0,5) = 0,5+2In0,5 = 0,5+ 0,25 = 0,5—1,3863 = —0,8863;
y)=142In1=1;

—1+2; y=—Z o
¥y X’ = _xT<

az érte_lmezési tartomdny minden pontjiban.

A t‘qggvényt‘:rték és a mésodik derivalt elbjele a 0,5 pontban egyezik
:n;g, kiindul6 értékiink tehdt x,=a=0,5; (0,5) értékét mar kiszamitot-
uK;

’0,5) =1+ 2 =5;
Yy W)= 05

tehat
y(@ —0,8863

-y’(a) =0,5 s~ 0,5+0,1773 = 0,6773.
A miésodik kozelité gyok tehat 0,6773.
» = y(0,6773) = 0,6773+21n 0,6773 = 0,6773+2(—0,3896) =
= 0,6773-0,7792 = —0,1019.
A harmadik kozelitd gyok:

xn=a

Xy =X;—

¥ 0,6773) =1+ ~ 142,952 = 3,952.

0,6773
Behelyettesitiink x, képletébe:

—0,1019 0,1019
x3=0,6773 —————— = 0,6773 +—
: 3,952 33952

= 0,6773 40,0258 = 0,7031 = 0,703.
Helyettesitsiik be a gyok kozelitd értékét az eredeti fiiggvénybe!
(0,703) = 0,703+ 2 1n 0,703 = 0,703 +2(—0,3524) =~
= 0,703 -0,705 = —0,002.

15 Differencidlszamitas
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A negyedik kozelitd gyok:

Azt nézziikk meg, hogy az y(x,)/y’ (x,) tort milyen mértékben befolyi-
solja a gyokot.
2
4 =y(0,7031) =1+ ——= 1+3 =4,
Y () =y'( )=1+ 0.7031
vagyis
y(xs) —0,002
Y 4
Mivel a kovetkezd, vagyis negyedik kozelités a gyoknek csak a tiz-
ezredeit befolydsolja, ezért a feladat megoldasaként hiarom tizedesjegy
pontossiggal x=0,703 valosziniileg elfogadhat6. Gy6zddjiink meg errol
oly médon, hogy kiszamitjuk »(0,704) értékét:

$(0,704) = 0,704+2 In 0,704 = 0,704+2(—0,3510) =
= 0,704—0,702 = 0,002.

A fiiggvény folytonos és 0,703 és 0,704 kozott elbjelet valt, tehit valé-
ban ebben az intervallumban van a gyoke. A fiiggvényérték abszolit
értéke a két végpontban egyenld, tehat barmelyiket elfogadhatjuk gyok-
ként.

3. Oldjuk meg kozelitd eljarassal, logarléccel a sin x=0,5x egyen-
letet!

Ha az egyenlet mindkét oldalat x fiiggvényeként tekintjiikk, akkor a
feladat grafikus megoldasai az y=sin x és az y=0,5x figgvények met-
széspontjainak abszcisszdi (84. abra). Mivel mindkét fiiggvény pératian,

= —0,0005.

Q5x

84. dbra

226

ezért a metszéspontok az origbra szimmetrikusan helyezkednek el. Az
egyenlet egyik gyoke x=0. Mi most azt a gyokot keressiik, amit az 4bran
c-vel jeloltink. A fiiggvény, amelynek zérushelyét keressiik.
y = sin x—0,5x.
A gyokhely, amint az 4abrabol litjuk és behelyettesitéssel ellendriz-
hetjiik, a ; és a 2 radidn kozé esik.

y (?") =sin —;'——o,s ?" ~1-0,785=0,215>0.
»(@) = sin2—0,5-2 (1 radifn ~57,3° értéket haszniljuk).
¥(2) = sin 114,6°—1 = sin 65,4°~1 = 0,9092—1 = —0,0908 ~
=~ —0,091 < 0.

kMost a méisodik derivéltat, valamint eldjelét hatirozzuk meg a hat4-
rokon:

¥y =cosx—0,5, y'=-—sinx<0
R .
az egész (7’ 2] intervallumban.
A fiiggvényérték és a misodik derivilt eldjele az x,=2 végpontban
egyezik meg, tehit ezt kell vilasztanunk kiindulisi pontul.

¥y(xo) 2 y(2)
¥ (x0) y@’
¥ (2) =cos 2—0,5 = cos 114,6°—0,5 = —cos 65,4°—0,5 =

Xy = Xo

=-0,4163—-0,5 = —0,9163.

—0,0908 _y 0,0908
—0,9163 = 09163

A figgvényérték az.x;=1,9 helyen:

X =

~2-0,1=19.

y1=y(1,9) =sin 1,9-0,5-1,9 = sin 109°—0,95 =sin 71°—0,95 =
= 0,9455—0,95 = —0,0045.
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Amennyiben az Gjabb kozelito gyok az eddig kapott gyok elsé hdrom
jegyét nem befolyasolnd, akkor ezt kozelitd gyoknek valdsziniileg elfo-
gadhatjuk:

PG _ 1.9 »(L9) .
Y (x) Y (1,9)
y(1,9)
¥ (1,9
¥ (1,9) = cos1,9—0,5 = cos 109°—0,5 = —cos 71°—0,5 =
=—0,3256 —0,5 = —0,8256 ~ —0,83.
y(1,9  —0,0045
Y9 083

negyedik jegyét befolydsolja, tehat x=1,9, s6t x=1,90 kozelitd gyok
valoszinfileg elfogadhat6. Errdl agy gy6zddiink meg, hogy kiszAmitjuk
a helyettesitési értéket az x=1,89 helyen:

Xg = X3

szamitjuk ki:

a korrekci6s tagot [

Mivel ~ —0,0055, ez pedig a gyoknek legfeljebb

»(1,89) = sin 1,89-0,5-1,89 ~ sin 108,3°—0,945 =
= sin 81,7°—0,945 = 0,9895—0,945 = 0,0445.

A fiiggvényérték eldjele itt pozitiv, tehdt (folytonos fiiggvényrol 1évén
sz6) a gydkhely valoban 1,90 és 1,89 kozé esik. Az egyenlet megoldasdnak
1,90 fogadhato6 el, mivel y abszolit értéke itt a kisebb. A d-vel jelolt ma-
sik gyok —1,9.

Az egyenletnek gyokei tehat: —1,9; 0; 1,9.

9. Oldjuk meg a ch x = 2 {x egyenletet hirom értékes jegyre!
A bal és jobb oldalt — mint x fiiggvényét — dbrazoljuk a koordinata-
rendszerben (85. abra). Mint lathatd, a 2+ x egyenes a ch x gorbét két

X gs. sbra
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pontban metszi, tehit az egyenletnek két megoldisa van. El8szér az
origotol balra esd gyokot szamitjuk ki. Az egyenletet nulldra redukdljuk:

chx-2—-x=0.

Keressitkk az y = ch x—2—x fiiggvény zérushelyeit.
Az abrab6l leolvassuk, hogy a fiiggvénynek a (—1,0) szakaszon egy
gyoke van; mégpedig

y0) =ch0-2=1-2=-1< 0;
y(=1) = ch(~1)~2+1 = 1,543t —1 = 0,5431 > 0.

A (—1,0) intervallum bal oldali végpontjdban a helyettesitési érték
pozitiv, a jobb oldali végpontban pedig negativ, tehat kdzben egy zérus-
helynek kell lennie.

A masodik derivilt elbjele donti el, hogy az intervallum melyik vég-
pontjabdl kozelediink a c-vel jelolt gyokhely felé. Az elso és masodik
derivalt:

¥y =shx—1, y”’=chx>0 az egész szimegyenesen. " helyettesitési
értéke az x = —1 helyen:

Y(-=1)=ch(-1)=chl=1,5431 > 0.
Az y(—1) helyettesitési érték elojele megegyezik a masodik derivalt

elojelével, mert mindkettd pozitiv a —1 helyen. Az x,=a= —1 pontbdl
indulunk tehat el.

y(=1) = 0,5431; y’(~1) = sh(—1)—1 =—sh1—1 =
=—1,1752-1 = —2,1752.

_y(xo) - »(—-1 -1 0,5431 ~
¥ (x0) y(=1 —2,1752
0,5431
2,175

X3 = Xo

~ —140,2497 = —0,7503.

~—1
» =y (x) = y(-0,7503) = ch (—0,7503) -2 —(—0,7503) =
==ch 0,7503 -2+ 0,7503 ~ 1,2949 — 1,2497 = 0,0452.
A masodik kozelités:

y(x)

Xp =Xy — .
TN Y
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ElGszOr y'(x;) értékét, azutin x, &rtékét hatiarozzuk meg. Mésrészt

¥ (%) = ¥’ (=0,7503) = sh (—0,7503)— 1 = —sh 0,7503 — 1 s y(2.2) =ch2,2—-2-22=ch2,2-42,
ahol
~—0,8227—1 = —1,8227; e ™ 902504+0,1108  9,1358
¢h2,2= ~ = = 4,5679,
YD _ 07503002 (75034+0,0248 és fgy 2 2
=Xy~ =-0, - = -0, > =
TN T ) 1,8227

y(2,2) =4,5679—4,2 = 0,3679 > 0.
= —0,7255 =~ —0,726;
Az intervallum két végén a helyettesitési érték ellentétes eldjeli —

¥ =y(-0,726) = ch (—0,726) —2+ 0,726 = 1,2753 —1,2740 = a fiiggvény folytonos —, tehit kozben van egy gydkhely.
A midsodik derivilt elSjele mindeniitt pozitiv, az x§ =2,2 pontban a
=0,0013; fiiggvényérték és a misodik derivalt helyettesitési értékének elGjele meg-
egyezik, és igy a gyokhoz tarté sorozat elsd tagja x5=2,2. A masodik
e y(xd) tag .
TN Y e ) 22

1 = Xo

Yo 7Ty’

’(—0,726) = sh (—0,726)—1 = —sh 0,726 — 1 ~ —0,7915—1 = ”
¥ (—0,726) = sh (—0,726)—~1 = —sh 0,726 — 1 ~ —0,7915—1 Meshaticozmk ¥ (22) Extékés, majd Xt-of.

=—1,7915; | ¥ (@2)=sh2,2—1,
0l
0,0013 ett—e Bt 9,0250—-0,1108 8,9142

X3 = 0726+ & —0,726+0,0007. h22— 28 ~ 2200 22 s,
Latjuk, hogy a korrekci®é mir csak az ezredet befolyisolhatja. Ezért & igy ,
kiszamitjuk a fiiggvényértéket az x = —0,725 helyen: Y (2,2) = 4,4521 — 1 = 3,4571.

* H -
$(—0,725) = ch (—0,725)—2+0,725 = ch 0,725 1,275 =~ A kapott értéket x képletébe helyettesitve:
0,3679

~ 1,2746 -1,275 = —0,0004. x;=22— VT Thas 2,2-0,107 =2,093 ~ 2,1;
A fiiggvény a —0,726 és —0,725 helyek kozott elojelet valt, tehit ebben o _ _ 21— _
az intervallumban van a keresett gyok. Mivel a helyettesitési érték abszo- yOi) =y@=ch21-2-21=ch2,1-41,
it értéke a —0,725 helyen a kisebb, ezt fogadjuk el a gyok értékeként. ahol

Most a misik gyokot hatdrozzuk meg harom értékes jegy pontossiggal. e'+e ™ 8,1662+0,1225  8,2887
A gyokot tartalmazé intervallum (az 4brabol leolvashato) legyen pl.: ch2,l=——r—= 3 = w4,1443,
(2; 2,2); ui. egyrészt és ezért
ahol y(2)=ch2-2-2=ch2-4, y(x}) =~ 4,1443 —4,1 = 0,0443.
-2

ch2= e*-;e ~ 7,381 :0’1353 = 7,524 = 3,7622, A megoldast az x] kozelitd gyokkel folytatjuk.

és igy P {:9)
X =xi-"—.
y(2) =3,7622—4 = —0,2378 <0. ¥ (x})
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Meghatarozzuk y’(x}) értékét, majd x; értékét.

Y@=y @2)=sh2,1-1,

ahol
etl—e~®  8,1662—0,1225 8,0437

sh2,1 = ~ = ~ 4,021
2 2 2 5

és igy
¥ (2,1) = 4,0218 — 1 = 3,0218.
A kapott értéket x; képletébe helyettesitve:

0,0443

xs =2,1—
4,0218

2 2,1-0,011 = 2,089 = 2,09.

A fliggvényérték az x=2,09 helyen:

¥(2,09) = ch 2,09 —2 — 2,09 = ch 2,09 — 4,09,

ahol
P =200 8,0849+0,1237
ch 2,09 = 5 I~ 3 ~ 4,1043,

ezért

y(2,09) = 4,1043 — 4,09 = 0,0143.

A fliggvényérték pozitiv. Hatdrozzuk most meg az x=2,08-hoz tar-
tozd helyettesitési értéket!

y(2,08) = ch 2,08 —2 —2,08 = ch 2,08 — 4,08,
ahol

b4 e B08 8,0045+0,1249 8,1294
ch 2,08 = 5 = £ 5 =

=4,0647;

$(2,08) ~ 4,0647 — 4,08 = —0,0153.

A fiiggvény folytonos és a (2,08; 2,09) szakaszon eljelet valt, ezért

itt gyoke van. A gyok két tizedesjegyre pontos értékének a 2,09-et fogad-
juk el.

5. Oldjuk meg az x5 = x+2 egyenletet szazad pontossiggal!

Mindkét oldalt x fiiggvényének tekintve, és ezek grafikonjat meg-
rajzolva (86. abra) latjuk, hogy az egyenletnek egy valos gyoke van. A gyok
1 és 2 kozé esik.
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Az y = x>—x—2 fiiggvény helyettesitési értékei az 1 és 2 helyen:
y)=1-1-2=-2<0.
y(2)=32-2-2=128=0.

X%

X+2

N

[ 86. abra

Meghatdrozzuk a fiiggvény mdasodik derivaltjat, mert segitségével
tudjuk eldonteni, hogy az intervallum melyik hatdrat valasszuk x,-nak.

y =5x*—1, y =20x®> 0 minden pozitiv x-re.

Az x,=2 helyen a fiiggvényértéknek és a masodik derivalt helyettesi-
tési értékének eldjele megegyezik, ezért ez lesz a gyokhoz tart6 sorozat

elso tagja.
2 _, 2O
¥ (xo) y@’
y(2=28, y(2)=5-2-1=19;

X3 =Xy

28
X, = 2."97 = 2-0,35 =1,65.
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Az x,-hez tartozé fiiggvényértéket meghatarozzuk:
y(x) =»(1,65)=1,65*—1,65—2 =1,65°—3,65 ~
= 12,23 3,65 = 8,58.
Az 1,65 kozelitd gyokkel szimolunk tovdbb.

yx) o y(1,65)
Yy T y(65)
Meghatirozzuk y’ értékét, majd x,-t.

Xg = X3 —

¥’ (1,65) =5-1,65*—1=5-7,413—1 = 37,065 -1 = 36,07.

1,65 8,58 1,65-0,24 = 1,41
=1,00———= 1,00 — = 1,41.
* 36,07

Meghatarozzuk az y(x,) értéket:

yix)=y(1,41)=1,41°-1,41-2=1,415-3,41 ~

~ 5,572 3,41 = 2,162.
Az 1,41 értékkel szimolunk tovébb:
_ ¥ ¥(1,41)
Yo T Yaan’

Meghatarozzuk y’(1,41) értékét, majd x,-at.

¥ (1,41) = 5-1,41*—1 =»: 5-3,952 -1 = 19,76 — 1 = 18,76.

2,162
18,76 °

a tort értékét logarléccel sziamolva:

X3 = X3

xy= 1,41

X3 = 1,41-0,115 =~ 1,41 -0,12 = 1,29.
A fiiggvényértéket meghatirozzuk az 1,29 helyen:

y(1,29) = 1,29°-1,29 -2 = 1,29 3,29 =~ 3,572 - 3,29 = 0,282.
A szamitast az 1,29 kozelitd gyokkel folytatjuk tovabb.

y(xy) ¥(1,29)
=1,29————,
ye - PP yam

Xg = X3 —
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Meghatarozzuk »'(1,29) értékét.
»'(1,29) =5-1,29*— 1 5-2,77—1=13,85—-1=12,85;

—1,20- 2282 129-0,022 = 1,268 ~ 1,27;
xl— ] 12’8553 » £) = = 1, i

y(1,27) = 1,275~ 1,27-2 = 1,27° - 3,27 =~ 3,304 - 3,27 = 0,034.

Mivel a fiiggvény gorbéje meredek, a feladat megoldasinak az 1,27
értéket valosziniileg elfogadhatjuk; ellenorzésiil kiszamitjuk az 1,26-hoz
tartozd helyettesitési értéket:

» (1,26) = 1,26° - 1,26 —2 = 1,26° — 3,26 ~ 3,177 — 3,26 = —0,083.

Az elojelviltas bekovetkezett; tehit a gyok hirom jegyre, ill. két tize-
desjegyre pontos értéke: 1,27 (a fiiggvényérték abszolut értéke itt kisebb).

5. Fiiggvényvizsgalat

Ha ismert egy fiiggvénykapcsolat és arra vagyunk kivancsiak,
hogy milyen a fiiggvénygorbe alakja és elhelyezkedése a koor-
dindtarendszerben, akkor az egyes abszcisszaértékekhez tar-
tozo ordindtaértékek kiszdmitdsa dltaldban fdaradsigos és nem
mindig megbizhaté eljaras, hiszen ily mddon véletleniil dt-
ugorhatjuk a gorbe egyes ,.kényes™ részeit (pontjait, révidebb
szakaszait). A 87. dbrdn illusztrdljuk, mennyire félrevezeto
lehet az ily médon pontokbdl megrajzolt ,.kozelité” gorbe.

Ezért célszeriibb — gyorsabb és megbizhatobb — eljards, ha
eldszor altaldnosabb mddszerekkel, mint pl. nagysdgrendi meg-

| 4
Yy Valodi
i g ———Kozelitd'
= 1~
7 ~ S~
— —~
X
87. abra
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gondoldsok, hatdrérték-meghatirozdsok, differencidlszdmitdsi
segédeszkozok, megdllapitjuk a gérbe bizonyos jellegzetes pont-
jait, szakaszait; az igy kapott felvildgositdsok alapjin meg-
ismerjiikk a gorbe hozzdvetdleges menetét; majd ezutdn szik-
ség esetén — pontosabb dbrdzolds céljdbol — kiszimitunk
egves helyettesitési értékeket.

Adott esetben ehhez természetesen sziikséges, hogy pl. a
gorbe megfeleld szakasza differencidlhaté legyen.)

Az ilyen fiiggvényvizsgdlat dltaldban a kdvetkezokre terjed
ki (adott esetben ezek egyike vagy mdsika elmaradhat):

1. A fiiggvény értelmezési tartomdnya;

2. A tengelymetszetek, vagyis azok a pontok, ahol a gorbe
az X-tengelyt, ill. az Y-tengelyt metszi;

3. A fiiggvény folytonossdga, korldtossdga, ill. szakaddsi

helyei (polusai), és a gorbe viselkedése ezek mindkét

oldali kornyezetében, valamint a + o-ben és — oo-ben,

ill. az értelmezési tartomdny szélein;

A lokdlis szélsdértékek (maximumok és minimumok);

Az inflexiés pontok (konvex és konkdv szakaszok elva-

laszt6 pontjai);

Az eddig meghatdrozott jellegzetes pontok alapjdn a

fiiggvénygorbe hozzivetSleges menetének megrajzoldsa;

Ertékkészletének meghatdrozisa;

Sziikség szerinti tovdbbi pontok kiszdmitdsa.

fiiggvény fenti tulajdonsdgait a k&vetkez6 médon hatd-

rozzuk meg:

1. Ertelmezési tartomdny: Vizsgdljuk meg, milyen x értékek
esetén vesz fel y valos szamértéket. Sokszor ugy tessziik
fel a kérdést: van-e olyan valés x érték, amelyre y nem
ad valos értéket.

2. Tengelymetszetek: A gorbe ott metszi (esetleg érinti) az
X-tengelyt, ahol y=0; ott metszi az Y-tengelyt, ahol
x=0. Pl raciondlis tortfiiggvény esetén y ott nulla, ahol
a fiiggvény szdmldléja nulla, de nevezéje nem nulla.
Sziikség esetén a tengelymetszeteket kozelitd mdédszerrel
oldhatjuk meg.

3. Folytonossdg, szakadds: A raciondlis egész fiiggvény az
egész szamegyenesen folytonos; a raciondlis tortfiigg-

A S

bRl
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vénynek ott van szakaddsi helye, ahol a nevezd zérus
(ha a nevezd gybkhelye egyittal a szdmldlénak is gyok-
helye, akkor ez megsziintethetd szakadds lehet; ha a
szdmldlonak nem gyokhelye, akkor un. pélus, vagyis a
fliggvényérték + vagy — végtelenné vdlik).

A gorbe viselkedése a + oo-ben és —oo-ben, ill. az
értelmezési tartomdny szélein: Tudjuk pl., hogy egy ra-
ciondlis egész fiiggvény viselkedését nagy abszolit értékii
x esetén a legmagasabb kitevgjii tag viselkedése szabja
meg; ennek alapjdn megillapithaté sok egyéb, bonyo-
lultabb figgvény viselkedése is a + «-ben sorfejtésiikbdl.

. Szélséérték: Ennek feltételeit mdr a 1. pontban Ossze-

foglaltuk.

. Inflexios pont: Az inflexiés pont létezésének sziikséges

feltétele: y”=0. Ha ezen a helyen y” 20 (vagy — ami
ezzel egyenértékii — y” eljelet vdlt), akkor a fiiggvény-
nek inflexiés pontja van, vagyis y” >0 mdr elégséges
feltétel. ~

Megjegyzés: Ha az x, helyen y'(x))=y"(x))=...=
=y™M(x,) =0, de y™*1(x,) 0, akkor x,-ban pdratlan n
esetén sz€ls6€érték van, pdros n esetén pedig inflexiés pont.

. Az eddigi vizsgilatok alapjin lényegében felvazolhatjuk

a fiiggvény menetét, a jellegzetes pontok kozotti szaka-
szok tulajdonsdga figyelembevételével: Ha folytonos fiigg-
vény minden metszéspontjit az X-tengellyel meg tudtuk
hatdrozni, akkor két szomszédos metszéspont kozotti
szakasz elGjelét meghatdrozza bdarmely belsd pontjihoz
tartozé filiggvényérték elGjele. Ha . valamely szakaszrél
tudjuk, hogy ott f’(x)=0, akkor e szakaszon a gorbe
monoton nd, ha f’(x)=0, akkor a monoton fogy; ha
ennél valamivel tobbet is tudunk, ti. hogy f’(x)=>0, ill.
S’ (x)<0, akkor a gorbe szigortan monoton nd, ill. fogy.

Altaldban, ha egy gorbe két szomszédos szélsGérték-
helye kozdtt folytonos, akkor minimumtél maximumig
terjedd szakasz esetén monoton nd, maximumtSl mini-
mumig terjed6 szakaszon monoton fogy.

Ha valamely szakaszrél tudjuk, hogy f”(x)=0, akkor
ott a gorbe konvex (dombori), mig ha valamely szaka-
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szon f”(x)=0, akkor ott a gorbe konkdv (homori).
Konvexnek neveziink egy gorbét (gorbeszakaszt), ha
bdrhogyan vélasztva az intervallum két belsd x; és x,
pontjat (ahol x; <Xx,), minden olyan X, pontra, melyre
Xy <Xo<Xs, f(Xo) az f(x,) és f(x;) ordindtdji pontokat
Osszekotd hiar alatt van (88. dbra). Valamely gorbe
(gorbeszakasz) akkor konkdv, ha bdrhogyan vélasztva az
intervallum két belsé x; és x, pontjit (ahol x;<xy),
minden olyan x, pontra, melyre x;<x,<x,, f(x,) az
f(x) és f(x,) ordindtdji pontokat Osszekotd hir felett
van (89. dbra).

7. A fiiggvénygorbe alapjdn megdllapitjuk a fiiggvény érték-
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készletét.
y=f(x)
" e
, - X
g @ Yo b 88. 4bra
Y
y=f(x)

o a x X X, b X
LA 2 89. édbra

Gyakorlé feladatok

1. Vizsgiljuk meg az y = x*+x—6 fliggvényt:
1. A figgvény raciondlis egész fiiggvény, ezért mindeniitt értelmezett.

Et.: —co < x <+oo,

2. A fiiggvény ott metszi (érinti) az X-tengelyt, ahol y=0, azaz
¥4+x—-6=0.

Az egyenletet megoldjuk:

—1+V1+24  —145

2 2

Xy,2 =

xXy=2; x3=-3.

A metszéspontok abszcisszaja tehdt 2 és —3.
A fliggvény ott metszi az Y-tengelyt, ahol x=0, tehat

y=—6)

vagyis a fliggvény gorbéje az Y-tengelyt a —6 ordinatiji pontban metszi.

3. Mivel raciondlis egész fiiggvény, tehdt mindeniitt folytonos (sza-
kaddsa nincs), ezért csak a végtelenben kell hatdrértéket kiszimitanunk,
ezek

m (X*+x—6)=+e,
X=» =00

és
lim (x*+x—6)=+c.

XxX-»+ oo

Ha x - } -, akkor a fiiggvény x*-es tagja lesz domin4l6.

4. A szélsdértéket az els6 derivalt segitségével hatdrozzuk meg. Az
els6 derivalt:

Y =2x+1.

A fuggvénynek csak ott lehet szélsdértéke, ahol y’ = 2x+1 =0,
vagyis az x; = —1/2 helyen. .

Mivel y" 2>0 mindeniitt, tehit az x = —1/2 helyen is, ezért itt e fiigg-
venynek minimuma van.

A minimum értéke:

1 _ 1)y 1 6= —6 1
N7\ 2) 27° %
5. A fiiggvény gorbiileti viszonyaira a mésodik derivalt el5jelébdl ko-

vetkeztetiink. A mdsodik derivalt: y"=2. Mivel ez x-tdl fiiggetleniil
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pozitiv, ezért inflexios pont nincs, a fiiggvény gorbéje a teljes értelmezési
tartomdnyban konvex.

6. A fiiggvény grafikonja az eddig szdmitott eredmények alapjin fel-
vézolhatd (90. ibra).

90. &bra

1 .
7. A figgvény értékkészlete a —67 és + = kozé esd szamok halmaza.
1
Ek.: —67§y<+w.

A ~6% értéket egyszer, a tobbi fuggvényértéket pedig kétszer vesz fel

a fiiggvény.

2. Vizsgiliuk meg az y = 2x*—3x—4 fiiggvényt!
1. A fiigegvény racionalis egész fiiggvény, ezért mindentitt érteimezett:

Et.: —co < X <4oo.
2. A fiiggvény ott metszi (érinti) az X-tengelyt, ahol y=0, azaz

2x*—3x—-4=0.

240

Az egyenletet megoldjuk:
3+V9+32  3+V41  3+6,403

A=y 4 a1
9,403 —3,403
X & =~ 2,351; xg=Tz—0,851.

A fuggvény az Y-tengelyt ott metszi, ahol x=0, tehat
y= _4:

vagyis a fiiggvény az Y-tengelyt a —4 pontban metsz.
3. A fiiggvénynek szakadasa nincs, hiszen raciondlis egész fliggvény,
tehat folytonos, ezért csak a végtelenbeli viselkedését kell megallapitanunk:
lim (2x*—3x—4)=+<,

X —o00

lim (2x*—-3x—4)=+-,

X+ oo

ui. nagy x értékekre a fiiggvény 2x* tagja a dominalo.
4. A szélsoértekekre a fliggvény elsd derivaltja jellemzo:

Y =4x-3.
Sz€Isdérték csak ott lehet, ahol y'=0, vagyis 4x —3 = 0; ebbdl
3
X3 = '2- -

y'=4, tehit minimum van.
3 9 3 9 18 32 41 1
y “4‘ =

2. 3. 4="_"" T __ T __

16 ~ 4 8 8 8 8 T~ 8°

5. A gorbiileti viszonyokra a masodik derivalt eldjelébdl kovetkez-
tetiink :

y'=4.
Mivel ez minden x-re pozitiv, ezért nincs inflexiés pont, és a fuggvény
konvex a teljes értelmezési tartoményban.
6. A filiggvény grafikonja a 91. abran lathaté.
41 41
7. A fuggvény értékkészlete mry -t6l + «-ig terjed, és minden oy -nal
nagyobb fuggvényértéket kétszer vesz fel:
41
Ek.: —?_S.y<+~.

16 Differenciilszdmitis
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= |+l

y-2x*3x-4

N

-6 91. abra

3. Vizsgaljuk meg az y = —3x%+42x—6 flggvényt!
1. A fiiggvény racionilis egész fuggvény, ezért mindeniitt értelmezett:

Et.: —w= < x<+o.

2. A fiiggvény ott metszi az X-tengelyt, ahol y=0, vagyis

—3x042x—6=0;
—24Y4-12-6 2+V—68
M= ~6 T

Mivel a diszkriminans negativ, a masodfoki egyenletnek nincs valos
gyoke, igy a fiiggvény nem metszi, sem érinti az X-tengelyt.

A fiiggvény az Y-tengelyt ott metszi, ahol x=0, vagyis az y =—6
pontban.

3. A fuggvény folytonos, nincs szakadisa. Viselkedése a végtelenben:

lim (—3x'+2x—6)=—-c,

X% —co
lim (—3x'+2x—6)= —e.
X~» 4 co

Ha x -, akkor a figgvény —3x2 tagja domindl, ezért a gorbe olyan
gyorsan tart a végtelenhez, mint az y = —3x* fuggvény.
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4. A szélsoértékek az elsd derivalt ismeretében meghatirozhatok:
Yy =—6x+2.

Szélstérték ott lehet, ahol )’ =0, ez pedig a —6x+2 = 0 egyenlet meg-

oldasa: x, =%. Mivel y* = —6 <0, tehat a fiiggvénynek itt maximuma

1 1 1 1
van. A fiiggvényérték ezen a helyen y(—3—) = —-3-—+2-?—6= —?+

9
2 2

+——6=—-5—.

3 3

5. A gorbiileti viszonyokra a masodik derivalt eldjele a jellemzo:
Yy’ = —6 a teljes szamegyenesen negativ, igy nincs inflexiés pont és a

fﬁggvény konkav.
6. A fiiggvény gorbéje a 92. abrin lathatd.
Y

— 11
4774

- y--3x2e7x-§

- w'_ 92. abra

2
7. A fiiggvény értékkészlete a — = és —5 -5— kozé es6 szamok halmaza:

2
Ek.: — =-5—.
- 2
Minden x értékhez csak egy y érték tartozik. A fliggvény a —5 3 ér-
téket egyszer, a tobbi y értéket pedig kétszer vesz fel.
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4. Vizsgiljuk meg az y = 5x*—4x* fuggvényt!
1. A figgvény negyedfoki racionilis egész fuggvény. Ertelmezési tar-
tominya a valés szamok halmaza:

Ft.: —o<x <+
2. A fiiggvény ott metszi vagy érinti az X-tengelyt, ahol y=0, vagyis
5x*—4x2 =0; x3(5—4x)=0.
b
Az egyenlet megoldasai: x;=0 és x,=z , mégpedig x;=0 haromszo-
ros gyoke. A gyok multiplicitisa paratlan, ezért a fuggvény gorbéje az x,=0
helyen metszi az X-tengelyt. Az origd egyattal az Y-tengellyel valo met-
széspontja is.
3. A fiiggvény mindeniitt folytonos, mincs szakaddsa, ezért csak a
+ «-ben vizsgiljuk viselkedését.
lim (5x3—4x') = —;

X—>—oo

lim (Sx3—4x') = —<.

x> +oo
Ha x -+, akkor a filiggvény —4x* tagja lesz a dominal6, ezért a
gbrbe ugy tart a végtelenhez, mint az y = —4x* fuggvény.
4. A szélstértékek megallapitdsa:
Yy = 15x2—16x3,
vagy atalakitva
¥y = x*(15-16x).
Szélsdérték ott lehet, ahol y’=0; ennek megfeleld gyokok: x;=0,
x= ;% . M:w;el Yy’ =30x—48x?, tehat " (0)=0, itt nincs feltétlentil sz€lsdér-
ték. Azx=l—6 helyen y” kisz4dmitasa helyett egyszeriibb y’ elSjelének viselke-

dését vizsgalni e hely koérnyezetében. Mivel y’ = x*(15—16x), tehédt az
eldjelet a (15—16x) tényezd donti el. Ranézésre lithato, hogy ez pozitiv

15 15
minden ?8 -nal kisebb értékre és negativ minden T6 -nal nagyobb értékre.

15
Tehat az x=i3 helyen maximum van. A fuggvényérték e helyen

(- 0-52)-

(15)’ 5 3315 5
=} — ._=——-——:-:'.l,03.
16 4

3. A ﬁiggvé-ny gorbiileti viszonyait a mdasodik derivalt ismeretében
tudjuk megadni:

¥" =30x—48x2.
Inflexiés pont ott lehet, ahol y* = 0, vagyis 30x —48x2 = 0; ezt szorzatta

alakitva x(30 —48x) = 0, ez pedig akkor nulla, ha x; =0; x,= %g = % .
Y7 =30-96x; y*(0)=30=0; y'(?)=30—96~ rea

=-—30=0.

. . 5 . .
Tehit x=0 és x=? inflexiés pont. A megfeleld fiiggvényértékek :
5
y(0)=0; y(g—) = 0,61.

6. A fiuggvény gorbéje a 93. abran lathato.

y,~i03

93. 4bra

'7_. A fliggvény egyértékii, és értékkészlete — -3l 1,03-ig terjed. (A maxi-
malis érték kerekitett!)

Ek.: —= <y =1,03.
s. “Vizs'gailjuk meg az y = x*—5x* fiiggvényt:
A fiiggvényt x* kiemelésével szorzatta alakitjuk:
¥y = x*(x-5).
1. tIt\ fiiggvény racionalis egész fiiggvény, ezért barmely x értékre értel-
mezett:

Et.: —co < x <+ oo,
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2. A fiiggvény gorbéje ott metszi vagy érinti az X-tengelyt, ahol y=0,
vagyis
x¥(x—5)=0.

A felirt harmadfoki egyenletnek x,=0 kétszeres gyoke, mig x,=35
egyszeres gyoke. Az x—5 tényezo elojele az x,=0 hely kis kornyezetében
negativ, az x? eldjele viszont barmely x-re pozitiv, vagyis a harmadfoku
kifejezés az x,=0 helyen nem valt eljelet, tehat a fuggvény gorbéje nem
metszi az X-tengelyt, csak érinti! Az x,=5 helyen az x—5 tényezo elo-
jelet valt (x<x, esetén negativ és x>x. esetén pozitiv), ezért a fliggvény
gorbéje az x,=5 helyen metszi az X-tengelyt (x* elojele allando!)

A fiiggvény ott metszi az Y-tengelyt, ahol x=0, vagyis az y=0 helyen.

A fiiggvény tehat az origbban az X-tengelyt érinti, és az Y-tengelyt
metszi.

3. A filiggvénynek nincs szakaddsa, mert racionalis egész fiiggvény,
és igy folytonos, ezért csak a végtelenbeli hatarértékeket kell kiszami-
tanunk. Ezek

Iim (x®--5x¥) = —e, ¢é lim (X3—5x¥) =+-eo.
X — 0o X-» 4 0o
Ui. ha x -+, akkor a fiiggvény x* tagja dominal.
4. A széls6értékekrol a fiiggvény elso derivaltja tajékoztat: y’ =3x2—10x.
A fiiggvénynek ott lehet szélsdértéke, ahol y’=0, vagyis

3x2—10x = 0;

ebbdl x-et kiemelve, a hidnyos masodfoki egyenletet szorzatta tudjuk
alakitani:

x(3x—10) =0;
ennek gyokei
10
=0, xp=—.
3

10 10

. 10 .
tehat az x=0 helyen maximum van, az .r=—3— helyen pedig minimum.

A fiiggvényértékek :

y(0)=0;
(10)_(10)8 5(10)2 100 {10 15)*100( 5)_
'5)=15 3] =937 379 3)
500 14
=——=—18 —.
27 27
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5. A gorbiileti viszonyokra a masodik derivalt elbjelébdl ko
5. A i 2 s jelébdl kovetkez-
tetiink; a fgggvénynek ott lehet inflexiés pontja, ahol misodik derivéltjza

nulla, vagyis

6x—10=0;
ebbdl
10 5
Xg=—=—.
6 3

- . 5 .
y¥=6=0, tehit az x=? helyen inflexiés pont van. A megfelel6 fiigg-
vényérték

'(5)=-7
3) T21

6. A fiiggvény grafikonja a 94. abrin l4thats.

94. ibra
7. A fuggvény értékkészlete:
Ek.: —w < Y <+oo,

S 14 .
A fiiggvény a —18 57 -nél kisebb, ill. a 0-nal nagyobb fiiggvényértékeket
14 | .. ) 14
egyszer, a —-182—7 €s 0 értéket kétszer, miga —18 27 és 0 kozé esd fiige-

vényértékeket haromszor veszi fel.
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6. Vizsgiljuk meg az alabbi fiiggvényt:
¥y = (x+2)(x*—8x+16),
ami tovabb alakitva
y = (x+2)(x—4)>.
Ezt az alakot mar konnyebb vizsgalni.

1. A figgvény harmadfoka racionalis egész fiiggvény, ezért barmely
x-te értelmezett:

Ft.: —o0o < x <400,
2. A fiiggvény gorbéje ott metszi vagy érinti az X-tengelyt, ahol y=0,azaz
(x+2)(x—4)2 = 0.

A felirt harmadfoku egyenletnek az x; = —2 és x,=4 szdmok a gyokei
(xy=4 szam kétszeres gyok). A fiiggvény gorbéjének tehat az X-tengely-
lyel két kozos pontja van. Vizsgaljuk meg ezeket a pontokat! Az x+2
tényez6 az x; = —2 pont kérnyezetében elojelet valt, és igy a fiiggvény
gorbéje az x; = —2 pontban metszi az X-tengelyt. Az (x—4)® tényezd az
xs=4 pont kornyezetében nem valt eldjelet, mert 4-nél kisebb, ill. na-
gyobb x értékekre egyarant pozitiv, igy a gorbe nem metszi (csak érinti)
az x,=4 abszcisszaju pontban az X-tengelyt.

A fiiggvény gorbéje ott metszi az Y-tengelyt, ahol x=0, vagyis y=132.

3. A fiiggvény folytonos, nincs szakadasa; beszorozva
x+2)(x—492 = x*—6x2+32 és

lim (*—6x*+32)= —;

X—>—oc0

lim (x®—6x2+32) =+ .

X=—+ 4 oo

Ui. ha x— + «, akkor a fiiggvény x® tagja a dominalo.
4. A szélsdértékek a fiiggvény elsd derivaltjdval hatdrozhatok meg:

Yy = 3x*—12x.
Szélséérték csak ott lehet, ahol =0, vagyis 3x*—12x = 0; ezt szor-
zatta alakitva, 3x(x—4) = 0.
Az egyenlet gyokei x;=0; x;=4.
Yy =6-12; y0)=-12<0;
(@) =24-12=12>0;

ezért az x=0 helyen maximum, az x=4 helyen minimum van. y(0) =
= 2-(—4)* = 32; y(4)=0, amit méir elozbleg littunk.

248

tetiink :
Yy = 6x—12.
A fuggvénynek ott lehet inflexios pontja, ahol y”"=0, azaz

6x—-12 =0,
ebbdl
X5=2.

5. A gorbiileti viszonyokra a mésodik derivalt el6jelébol kovetkez-

Y"=6#0; tehit az x=2 helyen inflexio
: D; teha 0s pont .
A fliggvényérték ezen a helyen P van

y(2) = 4-(-2 = 16.

ébra).A filggvény grafikonja az eddigiek ismeretében felvizolhaté 9s.

4

§=x3-6x2:32

95. abra

7. A flggvény értékkészlete a valés szimok halmaza:
Ek.: —co< Y <+,
A — & 0 kdzé es3, valamint a 32-nél nagyobb fiiggvényértékeket

egyszer, a 0 és 32 fuggvényértéket kétszer, mi ¢ 6zé esb fiigavé
értékeket hiromszor veszi fel, »mig .0 és 32 kbzé es fiiggvény-

’II. AVigsgéljuk meg az y ='2x3—-6x=—2x+6 figgvényt!
- A fuggvény racionilis egész fiiggvény, ezért mindeniitt értelmezett:

Et.: —o <x <+,
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2. A figgvény ott metszi az X-tengelyt, ahol y=0, ezért meg kell ol-
danunk a

23 —6x*—2x+6 =0

harmadfoki egyenletet. Vegyiik észre, hogy az egyiitthatok rendre: 2,
—6; majd —2, 6. Tehat a szamok egyenldk, eldjelek kiilonb6zok és ebben
2 specidlis esetben a fliggvényt konnyen szorzattd alakithatjuk:

2(x*-3x*—x+3) =2[x*(x-3)-(x-3)=2(x*~D(x-3) =
=2(x+1)(x—-1)(x-3).

A metszéspontok tehit x; =—1, x,=1, x3=3.
A fiiggvény ott metszi az Y-tengelyt, ahol x=0, vagyis az y,=6 pont-

3. A fuggvény folytonos, nincs szakaddsa; ezért csak az x = 4 «-beli
hatérértéket kell megvizsgdlnunk:

lim (2x°—6x*—2x+6) = — o}

X —co

im 2X*—6x*—2x+6) =+,

x-++oo
Ui. ha x—~ =, akkor a fiiggvény 2x® tagja a dominalé.
4..A szélsdértékek helye az elsd derivilt ismeretében meghatiroz-
hat: Y = 6x-12x-2.
A fiiggvénynek ott lehet szélsdértéke, ahol 3”=0.
Y =6x*~12x—-2=0; 3x*—6x—1=0;
6+V36+12 _ 61/48 _ 614)3
6 6 6

X32 =

2
=1+—Y¥3.
:tsl'S

2 2
x=1 +—3- Y3~ 1+?- 1,732 = 140,671,732 =~
= 141,155 = 2,155 = 2,16;

2

x,=l--—3-l'3z1—1,155=—0,155z—0,l6;
2

Y =12(x-1); y”(l+?}’3)>0,
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tehdt az x, helyen minimuma van;
2
y i (l - _3_ ﬁ) < 05

tehat az x, helyen maximuma van. ) i
A maximum, valamint a minimum értékét ugy szamitjuk ki, hogy a
gyOktényezOs alakba helyettesitiink:

¥y = 2(x+1)(x—-1D(x-3);
¥ = y(2,16) = 2-3,16-1,16(—0,84) ~ —6,1;
v, = y(—0,16) = 2-(—1,16)-0,84(—3,16) =~ +6,1.

5. A gorbiileti viszonyok a masodik derivalt ismeretében hataroz-
hat6k meg:

¥ = 12x—12.

A fiiggvénynek ott lehet inflexios pontja, ahol a masodik derivaltja
nulla, vagyis ahol

12x—-12 =0; ebbol x;=1.

y-2x3-6x*-2x+6

-6 96. abra
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y"=12=0, tehat inflexiés pont van az x,=1 helyen. A fuggvény-
érték itt y,=0 (amit mar a gydkhelyek keresésekor is megallapitottunk).

6. Mindezek alapjan a fliggvény felvazolhaté (96. abra).

7. A fiiggvény értékkészlete —oo-tdl +-ig terjed. A maximumnal
felvett fiiggvényérték (kerekitve) 6,1; és a minimummal felvett fiiggvény-
érték —6,1; a fiiggvény ezeket az értékeket kétszer, a kozottik levo érté-
keket haromszor, minden mas értéket csak egyszer vesz fel.

8. Vizsgaljuk meg az y = 2x*—4x*+6 fuggvényt!
1. A fiiggvény racionalis egész fiiggvény, ezért mindeniitt €rtelmezett:

Et.: —w < x <+,
2. A filggvény ott metszi vagy érinti az X-tengelyt, ahol y=0, azaz
2x*—4x2+6 = 0.

Vegyiik észre, hogy a fiiggetlen valtozonak csak paros hatvanya for-
dul eld, tehat a fuggvényériéket x eldjele nem befolyasolja, vagyis a gorbe
szimmetrikus az Y-tengelyre.

Mivel az x?=z helycttesitéssel a 2z*—4z+6 = 0 masodfokira redu-
kalhaté negyedfoki egyenlet diszkrimindnsa

d=16—48 <0,

ezért az egyenletnek nincs valos gyoke, tehdt az X-tengelyt a fiiggvény
gorbéje nem metszi, és nem is érinti.
A fiiggvény az Y-tengelyt ott metszi, ahol x=0, vagyis az y,= 6 pontban.
3. A fiiggvény folytonos, ezért csak a végtelenben szamithatunk hatar-
értéket.

lim (2x*—4x%+6) = +;

x>t oo

ui. ha x—~ «, akkor a fiiggvény 2x* tagja a dominalo.
4. A szélsdérték megallapitasahoz sziikségiink van a fuggvény elsd
derivaltjara:

¥y = 8x3—8x.

Szélsdértéke ott lehet a fiiggvénynek, ahol y'=0; vagyis
8x*—8x = 8x(x*—1) = 8x(x+1(x—1) = 0.

Ez az x, = —1, vagy x,=0, vagy x; = +1 értékekre teljesiil.

¥ = 24x*—8; »(—1)=24—-8=16>0, tehat itt minimum
van;

¥'(0) = —8 < 0, tehat itt maximum van;

y'(+1) = 16 > 0, tehat itt minimum van.
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A megfeleld figgvényértékek:
(=D =4; »n0)=6; y(1)=4.

5. A gorbiileti viszonyok megillapitasah asodi i
coitstaia Vi géllapitisihoz a masodik deriviltra van

Y = 24x*-8.
Inflexiés pontja ott lehet a fiiggvénynek, ahol y”=0, azaz
24x*—8 = 8(3x*—1) = 0,
ez pedig akkor teljesiil, ha x.=—?, vagy x5=!i.
3
3 _
¥" = 48x; y"[——’;——-} <0; y"[?] >0;

tehit a gorbének mindkét pontban inflexi6 . )
fiiggvényértékek: exiés pontja van. A megfeleld

)ﬁ[‘?] =¥‘*"4:9; J’s[”?‘J ~4,9.

6. Mindezek alapjin a fiiggvén o )
(97. 4bra). ggvény grafikonja konnyen felvazolhat6

N N o @ <
g

i
3_
2+ y=2x4-4x%6
1t
1 i
-2 -1 X, 0 X51 2 X
X X X 97. 4bra
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7. A fiiggvény értékkészlete 4-t6l + —-ig terjed, mégpedig a 4<y<6
értékeket négyszer, az y=6 értéket haromszor €s az y=4, valamint y>6
értékeket kétszer .veszi fel.

9. Vizsgiljuk meg az alabbi fiiggvényt:

1
y=x+—.
x

I. A fliggvény egy racionilis egész fiiggvény és egy raciondlis tort-
fiiggvény Osszege. Vegyiik észre, hogy ha x csak elbjelet valt, akkor a
figgvényérték szintén eldjelet vilt, de nagysiga véltozatlan marad,
vagyis a fliggvény paratlan. Az értelmezési tartoméany e két fiiggvény értel-
mezési tartomanyanak kozos pontjait tartalmazza. Mivel az osztas nulla-
val nincs értelmezve, ezért a fiiggvény az x=0 helyen nincs értelmezve:

Et.: —o<x<0és 0<x <+, ill. rovidebdb jeloléssel: x=0.

2. A fiiggvény ott metszi vagy érinti az X-tengelyt, ahol y=0, azaz ahol
1
x+—=0.
x

1
Az egyenletnek nincs valés megoldasa, hiszen az x+ — kifejezés értéke
x

pozitiv x értékre pozitiv, negativ x értékre negativ, x=0-ra pedig nincs
értelmezve; vagyis a fiiggvény gorbéje nem metszi az X-tengelyt.

A fiiggvény ott metszené az Y-tengelyt, ahol x=0; ez viszont nem
tartozik az értelmezési tartoméanyhoz.

3. A fiiggvénynek szakadasa van az x=0 helyen, ezért ennek két ol-
dalin, valamint a + végtelenben szdmitjuk ki a hatdrértéket:

lim (x+l)=-», lim (x+l)=+.,;

x-»—0 X x> +0 X

1 1
lim x+—)=—~>, lim (x+—)=+=°.
X—»—o00 X x—» + oo x
1
Ha x— <, akkor a fiiggvény x tagja dominil é — zérushoz tart, ezért
x

a gorbe aszimptotija a végtelenben az y=x egyenes. Az x—~0 esetben
pedig az aszimptota az Y-tengely. .
4. A szélsdértékek az elsd derivalt ismeretében  meghatdrozhatok:

1
e
r =

A fﬁgg\;énynek ott lehet szélsGértéke, ahol az elsd derivilt nulla, vagyis
ahol 1 = =0; ebbdl x;.,=+1.

2
y= S Y(+D=2>0, tehit itt minimum van;

Y (—1)=—-2<0, tehat itt maximum van.
A megfelelo fiiggvényértékek :

n=y(-1)=-2; yp=y)=2.

5. A gorbiileti viszonyok a mdsodik derivalt ismeretében hatiroz-
hatok meg.

y~=;.

‘A fuggvénynek inflexiés pontja nincs, mert a masodik derivalt sem-
gugft’lkxiz s:’r? ri,ullta. h;\z x=0 szakadisi helytol jobbra, vagyis pozitiv
¢kekre, y’>0, tehit a gorbe konvex. Negati érté 4
tehdt a gorbe konkév. ceatly x énickekre y7<0,

6. A figgvény gorbéje a 98. dbran lathato.

98. dbra

e _7.dA fuggvény értékkészlete —oo-t6l —2-ig, valamint 2-tdl -+ co-ig
rjed:
Ek.: —o<y=-2 & 2=y<+o.

Az y=-2,ill. y=2 értéket egyszer, a tobbit pedig kétszer veszi fel a
fiiggvény.
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10. Vizsgiljuk meg a kovetkezd figgvényt:

1
—xtp.
7 =

1. A fiiggvény egy raciondlis egész fuggvény és egy raciondlis tort-
fiiggvény Osszege; 2z x=0 hely kivételével mindeniitt értelmezett és foly-
tonos; az x=0 helyen szakadasa van; paros fuggvény.

Et.: —w < x <0 és 0 < x <+ o, ill. rovidebben: x#0.

2. A fiiggvény ott metszené az X-tengelyt, ahol y=0, de az
x’+~1—=0' xt4+1=0; x*=-1
xa ’

egyenletnek nincs valos gydke, vagyis nem metszi az X-tengelyt. Az Y-ten-
gelyt pedig ott metszené, ahol x=0, de ezen a helyen szakadésa van, és
igy az Y-tengelyt sem metszi.

3. A fuggvény mindkét oldali hatirértékét az x=0 szakadasi hely
kornyezetében, valamint a pozitiv és negativ végtelenben kell kiszdmi-

tanunk :
lim (=+ 1) + lim (x’+ 1') +
X — = L —_— = oo}
x—- -0 x? x—>+0 x®
li (x=+ ! ] + lim (x=+ l) +
1m —_— = eo; —_f = co,
X— —oco x? X+ oo x?

1

Ha x -~ + =, akkor a fiiggvény x* tagja a dominalé, = zérushoz tart, igy
x

a gorbe a végtelenben az y=x* gorbéhez simul. Ha x—~0, akkor x* tart

nulldhoz és az = tag dominal; vagyis a gorbe az Y-tengelyhez simul.
4. A szélsoértékek az elsd derivalt eldjelébdl allapithatok meg:
7 __ zx 2
y = =

A fiiggvénynek ott lehet szélstértéke, ahol az els6 derivalt nulla:

h20
ik
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Az egyenlet két valos gyoke: x;=1, x, =—1.
6
y"=2+;—; y'(1) >0, tehat itt minimum van;

Y (—1)>0, tehéat itt szintén minimum van.
A fiiggvényértékek ezeken a helyeken:

n=yM)=2; n=y(-n= 1+—:-=2.

5. Az alaki viszonyok a mésodik derivalt eldjele alapjisn donthetdk el:

6
y’=2+——;.
x

Inflexios pontja ott lehet ennek a fiiggvénynek, ahol a mésodik deri-
valt nulla; mivei ilyen x érték nincs, tehat a fiiggvénynek inflexi6s pontja
sincs. A masodik genv{xltnak is szakadisi helye az x=0 pont, mely az
é:’éej,l?ezéa tartomanyt két részre osztja; ezekben a miasodik derivalt
elojele:

Y(-1) =2486§>0 é y"(1) =246 > 0.

Tehét a gorbe a teljes értelmezési tartomanyban konvex.

6. Az eddig szimitott adatokbdl a fui
(99. abra). a fiiggvény képe mar felvazolhat6

~

1
Y=x"+a

41 i L 1 X
2 173 99. 4bra

7. A fuggvény értékkészlete 2-t8] + «-ig terj ¢
Rgvén 3 o jed. A 2-t kétszer, a 2-
nagyobb fuggvényérickeket pedig négyszer veszi fel a fiiggvény.r 2 2nél

i1 Diflerencibiszdmitds
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11. Vizsgiljuk meg az alabbi fiiggvényt:
5x _ 5x
T XRtax+4 (x+27°

¥y

1. A fiiggvény raciondlis tértfiiggvény, szakadési helye ott van, ahol a
nevezdje nulla, ez pedig az x; = —2 helyen kovetkezik be (x; a nevezd
kétszeres gyoke). A filiggvény értelmezési tartomdanya tehdt az x, =—2
hely kivételével az egész X-tengely:

Et.: —o<x<-—2 6 —2 < x <+, ill. rovidebben: x = —2.
5x

2. A fiiggvény ott metszi az X-tengelyt, ahol y=0, azaz ———— =
x+2p

>

ennek megoldisa x,=0, tehat a gorbe 4tmegy az origén.

3. A fiiggvény az x = —2 szakadési hely kivételéve! mindeniitt foly-
tonos; megvizsgaljuk viselkedését a szakadasi hely kornyezetében, vala-
mint a végtelenben. :

5.
im = lim e,
x»—2-0(x+2)* x»-2+0(x+2)?

mert a nevezd kis pozitiv szamokon keresztiil tart nulldhoz akir balr6l
akér jobbrol kozelediink a —2 helyhez, a szimldlé pedig negativ.

5x . 5x

lim ——=0; lim =0.
Xx—»—o00 (x+2)’ X+ oo (x+2)'

Megjegyzés: Ha x— — o, akkor a fiiggvény a negativ szimokon ke-
resztiil kozeledik nulldhoz, mig x-—- -+ esetben a poztiv szimokon
keresztiil.

A szakadisi helyen a fiiggvény aszimptotija az Y-tengellyel parhuza-
mos x = —2 egyenes, mig a + «-ben az aszimptota az X-tengely.

4. A novekedési viszonyokra az els® derivalt eldjelébol kovetkez-
tetiink :

,_{ 5x ]’_5(x+2)”—5x-2(x+2)_
Y=ler2r} T *+2)° =

_ 5(x+2)-10x__ 10— 5x
T x+2P (2R

A fiiggvénynek ott lehet szélséértéke, ahol y'=0:

10-5x
x+2°F
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Az egyenlet egyetlen megolddsa x;=2.
_ —5(x+2*-(10-5x)-3(x+2)* _ —-5(x+2)—(10—5x)-3

x+2)° x+2)
_ —5x—10-30+15x _ 10x—40
x+2) T2t
20-40 20
)= = — O,
Y@=y~ 256~

tehit az x;=2 helyen maximum van. A megfelels figgvényérték:
= (2)_10 > 0,625
Ys=Jy —16_ g b

5. A gorbiileti viszonyokra a masodik derivalt elbjelébdl kovetkez-

tetiink; a ﬁiggvélrg'nek csak ott lehet inflexiés pontja, ahol méasodik deri-
x —40

vilt;a nulla; a (x—-!—Z)-“ = 0 egyenletnek egy megolddsa van, mégpedig

x=4. "

Az y"(4) fiiggvényérték meghatirozdsa helyett most célszeriibbnek
tiinik »* eldjelvaltasat vizsgélni.

T_i. y' nevezdje x=4 kornyezetében nyilvin mindeniitt pozitiv, szim-
l4l6ja viszont 4-nél nagyobb értékekre pozitiv, 4-nél kisebb értékekre
negativ. Tehdt y” eldjelet valt az x=4 pontban, vagyis itt inflexi6s pont
van. A megfelelo figgvényérték:

-f ]00. ébra

17+
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7. A fiiggvény értékkészlete a — o és 0,625 kdzé esb szdmok halmaza.
Ek.: —e < y = 0,625.

A 0 é&s 0,625 szamot csak egyszer, a tobbit kétszer veszi fel.
5
fuggvényt!

12. Vizsgiljuk meg az y = x-_2
1. A fiiggvény racionlis tortfliggvény, és Igy mindazokra az x érté-
kekre értelmezett, amelyekre a nevezd nem nulla; tehat
Ft.: —eo<x<2, ill. 2<x <+, vagy rovidebben felfrva:
Et.: x#=2.

A fiiggvénynek az x=2 helyen szakaddsa van.
2. A fiuggvény gorbéje ott metszi vagy érinti az X-tengelyt, ahol
y=0; vagyis ahol
3x-5 _

=0.
x—2

Egy tort értéke akkor nulla, ha szémlal6ja nulla (és nevezdje ugyanott
nem nulla), azaz

5
3x—5=0; ebbdl x=—é—.

. 5
A fiiggvény ott metszi az Y-tengelyt, ahol x=0, vagyis y=; .

3. A fiiggvénynek szakad4sa van az x=2 helyen; barmely més pontbaxg
folytonos, ezért négy hatérértéket kell meghatarozni (kettdt a szakadasi
helyen, és kettdt a végtelenben).

5
3 -
lim | =3;
x—=+—oc0 X— X——o0 _“
x
5
3x—5 S
i =3.
X400 X—2 x>+ 9o _“
x

A fiiggvénynek az y=3 egycnes az aszimptotija. ) )
A szamlal6 pozitiv az x=2 helyen. Ha x-szel a 2-n¢l kisebb szamokon
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keresztiil tartunk a 2-hGz, akkor a tort nevezbje egyre kisebb abszolit
érték{t negativ szdm lesz, vagyis a tort — «-hez tart, tehit

3x-5
x-2-0 X -2
Hasonlé modon lidthaté be, hogy

3x-5

lim
x-2+0 X—2

4. A szElsdértékrdl a fiiggvény elsd derivaltja tijékoztat:
_ 3(x—-2)-(x—5)-1 3x—6-3x+5 -1
- x—2)° T -2 -2

A figgvénynek csak ott Iehet sz€lsdértéke, ahol az elsd derivalt nulla,
de az — mint lathaté — semmilyen x-re sem teljesiil. Az x=2 szakadasi
hely az értelmezési tartoményt két részre osztja: (—o, 2) és (2, + ).
A derivilt eldjele az egyes részintervallumokban 4lland6; alkalmasan
vélasztott értékeket behelyettesitve, az eldjel meghatirozhaté: ' (0) =

-1 -1
= vy <0, y(3) = e < 0. Mivel az elsd derivalt mindkét részinter-

vallumban negativ, igy a fiiggvény mindkettdben szigorGan monoton
csokkend.
5. A gorbiileti viszonyokra a mésodik derivalt el6jelébdl kovetkez-
tetiink :

2

(x-2p"

A fiiggvénynek csak ott lehet inflexiés pontja, ahol a masodik deri-
véltja nulla. A mésodik deriviltnak nullahelye nincs, tehit a fiiggvénynek
inflexiés pontja sincs.

Az x=2 szakadasi liely a teljes értelmezési tartoményt két részre osztja.
A misodik derivélt eldjele ezeken beliil dlland6, igy elegenddé egy-egy

2 - 2
belsé pontban meghatérozni: y”(0)=ﬁ)—‘- <0, y (3)=-l—-. > 0, tehat
a(— =, 2) tartomédnyban a gorbe konkdv, a (2, + «) tartom4nyban konvex.
6. Az eddigi adatok ismeretében a fiiggvény gorbéje felvazolhatéd
(101. 4bra).
7. A fuggvény az y=3 érték kivételével minden fiiggvényértéket egy-
szer és csak egyszer felvesz.

= +oo,

7

Y=[-G-2)=2(x-2)*=

Ek.: —o<y<3 é 3<y<-+oo,
vagy rovidebben felirva
Fk.: y=3.
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_3x-§
Y%z

101. 4bra

13. Vizsgiljuk meg az y = V2 —x fiiggvényt!

1. A figgvény irraciondlis és egyértéki, mivel csak a pozitiv gyok
veendd figyelembe. Ertelmezési tartoménya azon x értékek halmaza,
amelyekre a gyokje! alatti kifejezés nulla vagy pozitiv, teha: amelyekre
2—x = 0; vagyis

Et: —e<x=2.

2. A fiiggvény ott metszi vagy érinti az X-tengelyt, ahol y=0, vagyis
¥2—x = 0; ebbdl x,=2.

A fiiggvény oit metszi az Y-tengelyt, ahc! x=0, vagyis az y=VZ pont-
ban

3: A fiiggvény folytonos. Hat4rértéket csak x—+ —o esetben kell szA-
mitanunk:

lim ¥2—-x=+e.

Xx-+—oc

4. A széls6érickeksdl az els® derivalt tdjékoztat:

1

2—x

15, 1 1
y=le-»T=Ze-»7n=-
2

A derivalt semmilyen x értékre sem nulla, igy a figgvénynek nincs
szélsbértéke. A derivalt elSiele a teljes értelmezési tartomianyban (x=2)
negativ, tehat a fuggvény a (—e, 2} intervallumban szigeran monoton
csokkeno. )

5. A gorhiileti viszonyok a masodik derivalt eldjelébsi dlapithatdk
meg:

1 Ay 1 5 i
y=|-52-» '} =—Q-0 (D=
{ 2 4 4¥Y@—xp
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A miasodik derivilt semmilyen x-re sem nulla, fgy a fiiggvénynek in-
flexidés pontja nincs. A masodik derivalt a teljes értelmezési tartominyban
{x#2) negativ, & igy a fiiggvény konkév.

6. Az elobbiek alapjan a gorbe a 102. abran lathato.

N/w o<
T

<«

1

3

1 1 i x
"9 -3 -2 -1 0 1 2 3 102. 4bra

7. A fuggvény értékkészlete a 0 és + - k6zé esb szadmok halmaza:
Fk: 0=y <+o.

Minden fliggvényértéket csak egyszer vesz fel a fiiggvény.

1
14. Vizsgiljuk megaz y = + ——— fiiggvényt!
1—x*
1. A figgvény irraciondlis tortfiiggvény, kétértékf. Ertelmezési tar-
tomédnyihoz csak azok az x értékek tartoznak, amelyekre a gydk alatt
pozitiv szdm 4ll. Ezek:

ft: —1<x<1.
A fliggvény az X-tengelyre szimmetrikus. Az egyszeriibb t4rgyalhat6-
sig kedvéért kiilonvalasztjuk az X-tengely feletti &s alatti 4gat. Legyen
1
Bn=———y & yy=-———.
Yi—x yi—x

2. A fiiggvény ott metszi az X-tengelyt, ahol y=0, tehit mindkét g
egyenletét felirva:

1
+————=0
1—x

Az egyenletnek nincs megoldisa, tehit egyik 4g sem metszi az X-ten-
gelyt.

A fuggvény ott metszi az Y-tengelyt, ahol x=0, vagyis az y, fiiggvény
a +1 pontban, az y; fiiggvény a —1 pontban.
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3. A fiiggvény az értelmezési tartoményon beliil folytonos, de a haté-
roknal a végtelenhez tart, mert — kiilon vizsgalva az y, és y, figgvény
viselkedését —

1 1
lim —te; lm ——— =+
x=+—-14+0 Y| —x? x=>+1-0 v1_x2
. 1 .
lim ————— = 0, lim - =
x->-14+0  Ji-—x? x++1-0 Yji-—x*

4. A szélsdértékek helye az els6 derivaltb6l allapithaté meg:

1 . [ 14 ] -5
= J=lo-o»7 ) =——0u-""(-2m=
g [Vl—x’} 2

X
Ya—xp

Ugyanigy adodik

_ X

’

Mindkét agnak csak ott lehet szélsGértéke, ahol az elsd derivéltja
nulla:

-
~

i__—_
Ya—-xy*

Az x,=0 hely két részre osztja az értelmezési tartom{myt,”gzckben a
derivalt eldjele alland6. Ezért most célszeriibb y* helyett y elojelvaltasat
vizsgilni:

=0, ha x,=0.

—-0,5
y; vizsghlatdhoz sziikséges éitékek: yi(—0,5) =—=—o—<0,

¥(1-0,25)*

>0, tebat az x =0 helyen y| eldjclet valt; mivel

»(0,5) = ———
¥(1-0,25°

negativ értékbdl pozitiv értékbe megy 4t, minimum van. A minimélis fiigg-
vényérték:

1
©) = =1.
"o

264

Az y}, vizsgalatdhoz sziikséges értékek:

. 0.5 ~05
Yn(=0.5) =——0no——>0; »j(0,5)= ——— <0,
¥(1-0,25)° Y1 -0,252

tehat yj, pozitivbél negativ értékbe megy at, vagyis maximum van. A maxi-
malis fiiggvényérték:

1
ST

5. A gorbiileti viszonyok a mésodik derivalt segitségével tanulma-
nyozhatdk. Az X-tengely feletti 4g esetén

iie|

3 3
] (=27 —xe (129" (~25)

- t]

a—x 4=
_Va-xp+3eVi-x  VI-Xd-x+3%Y)
- a-xy o a-r
_V1-¥(@+20)

S

Az X-tengely alatti 42 masodik deriviitja ettdl csak eldjelben kiilon-

bozik -
. V1-X({1+2x)
Yu= (1= .

A fiiggvénynek csak ott Ichet inflexi6s pontja, ahol a masodik derivalt
nulla; de ilyen x nincs, mert a szaml4lé6 mindkét tényezdje és a nevezd is
az értelmezési tartomidny barmely x értékére pozitiv. A masodik deri-
valt az értelmezési tartomdnyban folytonos, és igy — mivel nem metszi
az X-tengelyt — alland6 eldjeld.

. 1-1 ” 1-1
)'I(o)=‘l-">0; J’n(o)-‘-‘-—'—l—<0.

Az 1 4g tehat konvex, a II 4g pedig konkdv.
6. A fiiggvény grafikonja ezekbdl mér felvazolhatdé (103. 4bra).
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£ )

103. 4bra

7. A fiiggvény értékkészlete az 1 é&s 1-nél nagyobb abszolit érték
szdmok halmaza.

fk: —e<y=—1, ill. 1=y<+e, vagy Di=l

A fiiggvény a +1 é —1 értékeket egyszer, a tobbi figgvényértéket
kétszer veszi fel. .
15. Végezzik el az y=+—— figgvény vizsgalatat!
) F

igpvény irraciondlis tortfiiggvény. Ertelmeml tartomﬁnyéhoz
az;k ‘a\z iugrgvtékg{( tartoznak, amelyekre a gyokjel alatti kifejezés pozitiv:

Et.: —e < x<~—1, ill. 1 < x <+, rovidebben: |x|>1.

Az elébbi fiiggvényhez hasonléan a kétértéki fiiggvény két dgat kii-
16n-kiilon vizsgaljuk. Legyen

1
Yx* -1

s € Yu=

= "x’———-— 1
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2. A fuggvény ott metszi az X-tengeiyt, ahol y = 0, vagyis +

=0.
¥x-1
Ennck az egyenletnek nincs gydke, tehidt a fiiggvény gorbéjének nincs
kozos pontja az X-tengellyel.
A fiiggvény ott metszi az Y-tengelyt, ahol x=0; de ez az abszcissza nem
is tartozik az értelmezési tartomédnyhoz, és igy a fiiggvény nem metszheti
az Y-tengelyt sem.

3. A fiiggvény a szakadisi helyeken kiviil folytonos, hatirértékét a
—eo, —1, 1, + = helyeken kell szimolnunk. El6szor az y, 4g hatarértékét
szamitjuk ki:

1 1
lim ————=0; lim —— =4
e S x+-1-0 Y321
1 1 .
lim =+4e; lim ——=0.
x-21+0 Yx2 -1 x>0 Yx2—1]

A szakadisi helyeken azért szdmitunk csak bal-, ill. csak jobboldali
hatirértéket, mert a masik oldal mér nem tartozik az értelmezési tarto-
ményhoz.

Most meghatdrozzuk az y,, 4g megfelelo hatirértékeit:
1 1

lim - =0; lim —————=—;
x2-e Y21 x+-1-0 Yx1_]
1 . 1
—_—=—eo; —_——'=0.
x-»140  fxi—1 x>t Y21

A két dgnak koz3s aszimptotdi vannak. Ugyanis a végtelenben az
aszimptota az X-tengely; az x=1, ill. x = —1 abszcissz4ji pontokban
az aszimptota az x=1, ill. az x = —1 egyenes.

4. A fuggvény szélsdértékeit az elsd derivalt segitségével keressiik meg:
-x

1 L 1 _3
h=———="-1 % yi=——0(2=1) P 2x=—u-——.
2 Vo-1)

Yx-1
A 11. 4g derivaltja pedig
X

A figgvénynek csak ott lehet szélsdértéke, ahol az elsd derivalt nulla;
€z x=0-ra teljesiilne, ami viszont nem tartozik az értelmezési tartoményhoz.

Y=
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A szakadédsi helyek két részre osztjsk az értelmezési tartomanyt, 2zek
mindkét dgra (—o, —1) €5 (1. +<)

5. A gorbiileti viszonyok meghatarozhaték 2 mésodik derivélt isme-
retében:

£ 3 I
, =1 -D +xeo G -DT 2
3 { —x 2 -
Yi=1- | T .
@-n* e

YRR Yo —1(2x+1)
= -1 @y

Hasonloan

[ x ],___ Y2—1(-2x*-1 )

- 1y -1

yﬁ:

A fiiggvénynek csak ott lehet inflexi6s pontja, ahol miasodik derivaltja
nulla. A masodik derivait azonban semmilyen x-re sem nulla, mert a
tort szamldlojanak elsd tényezbje pozitiv, a masodik tényezdje pedig a
1. 4gra pozitiv és a II. dgra negativaz egész értelmezési tartoményban.
A masodik derivalt eldjelébdl megallapitjuk, hol konvex, ill. konkdv a
fiiggvény.

Eldszor a 1. agat vizsgaljuk. A két résztartomany: (— =, —D é (1, + o).
A kivilasztott x értékek: —2 és 2.

Y39

3 39
NE=D=—7>0; ;’.’(2)=f3—,—>0-

Most a II. 4gat vizsgaljuk. Az intervallumok és az x értékek az eldb-
bivel megegyeznek:

Y3(-9) V3(-9 _

> <0; m@= P

Ya(=2)= 0.

Vagyis az I. 4g konvex, a 1. 4g pedig konk4v.

6. A fiiggvény grafikonja az eldbbi eredmények ismeretében megraj-
zolhat6 (104. 4bra).

7. A fuggvény értékkészlete y=0 kivételével az Bsszes valds szam.
Minden fiiggvényértéket kétszer vesz fel.

Fk.: —w=<y<0, ill. O<y<-+<;
rovidebb alakban felirva: y#0.
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104. dbra

16. Vizsgiljuk meg az y = +Vx—2+3 fiiggvényt!
1. A figgvény irraciondlis, kétértékli ﬁiggvény.yt

. Csak azokra az x értékekre értelme j i
kifejezés nemnegativ: clmezett, amelyckre a gySkjel alatti

Et.: 2= x <+,
Mivel a fiiggvény kétérték(i, bevezetjik a kovetkezd jelolést:

yi=V¥x—243 & yy=—Vx—2+3. Mint l4thatd, ggvé
&rtékei hromnal nem lehetnek kiseb o y‘uégggvm oo
héromnal nem lehetnek nagyobballt? bek, € a2 yo 43 Magvényértélel

2. A fiigevény gorbéje ott metszi az X-tengel i

) r - , ahol y=0.
¥ ag fuggvényért{.kex 3_-m’1l nagyobbak, ezért gze }:z ag nezl :mmﬂ :;
X tengelyt. Megvizsgdljuk az y,,=0 esetet:

—¥x—2+43=0; 3=Vx-2; 9=x-2; x,=1L
Az y, 4g tehat az X-tengelyt az x;=11 pontban metszi.

A fiiggvény az Y-tengelyt nem metszheti =
zik az éricimezési tartomdinyhoz. cti, mert az x=0 hely nem tarto-

- 3. A fiiggvény folytonos, de csak az x=2 érté
gvény | , =2 értékek Imezve
igy hatérértéket mindkét 4dgra csak a + «o-ben kenesz%nrx%l;ﬂké:m )

lim ¥x—243=4e; lim —Vx—243=—e.

X+ + oo X~ 4 o0

269



4. A szélsBértékeket a fiiggvény elsd derivaltja segitségével keressiik:

E T | -3
yi=[(x—2)’+3] =—2—(x—2) * =?’,—x—___;;
i 1

Tum T 2¥x-2 ’

. ” ~ iviltia nulla,
fiiggvénynek csak ott lehet szélsdértéke, ahol elsd den,vélt_;a nulla
de‘;; ; ¥n g:mmilyen x-re sem nulla; x>2-re ¥>0és yu=<0, vagyis
az y, 4g monoton novekedd, az yu ag pedig monoton esokkenf).
ji ss: Az x=2 pont az y, és yy fuggvény értelmezési tartoma-
nyﬂlggijegr:&k ugyan, de y{ és ;{, nincs'érte[m;zve ebben a pontban
(nevezdjiik nullava valik), vagyis y itt nem dlffe}'encnélhat(_). Mivel a'zqnb?.n
lim y; =+« és lim yg = —,cz azt mutatja, hogy mindkét g érintdje
- —2+0 e .
: igt;g;ﬁleges hel;zet felé kozeledik, midén x -~ 240 (a masik oldalon
ik sincs értelmezve). . . o
eg)g' Aé‘g gorbiileti viszonyokra a mdsodik derivalt eldjelébdl kovetkez-
tetiink:

1 4 Ly o
"= [7"“2’ ] = W2
.
PR
R T

- . . . -2
Az 4g cldjele a teljes értelmezési tartomanyban (kivéve az x:
helyet)’gegaﬁv, tehat a gorbe I 4ga konkdv. Az x=2 helyen y{ és yf nincs

értelmezve, de lim ) = —e= és lim 3 =+ Az ¥}, elojele pozitiv,
—2+90 x-+2+0 . A ) N
és igy az yu éxg konvex. A fiiggvénynek inflexiés pontja nincs, mert a
masodik derivaltja semmilyen x-re sem nulla. i
6. A fiiggvény grafikonja a 105. 4bran lathato.

v
8+ _
y-!Vx-Z*.?
6‘-
4 -
2 - 1 1 x
7 4 8 v 105. 4bra
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7. A fuggvény értékkészlete az Gsszes valds szdm. Az y=3 ériéket
egyszer, a tobbi értéket pedig kétszer veszi fel a fiiggvény.

Ek.: —o0 < y<-+oo,

3
17. Vizsgaljuk meg az y =} (x —4)* fuggvényt!
1. A figgvény irracionalis, minden x értékre értelmezett:

Ft.: —w < x<+4oo,

2. A fiiggvény ott metszi, ill. érinti az X-tengelyt, ahol y=0, azaz

;’(x —4)2=0.

Az egyenlet megoldasa x,=4. Az x;=4 helytdl balra és jobbra (x—4)?
egyarant pozitiv (a gyokjel alatt mindig nemnegativ szim &ll), tehat gor-
béie nem metszi, hanem érinti az X-tengelyt.

A fuggvény gorbéje az x=0 abszcisszaju pontban metszi az ¥-tengelyt:

3 3 ___
y=Y({=4*=V16~2,52.

3. A figgvény folytonos, ezért hatarértékét csak a végtelenben kell
kiszamitanunk :

3 3
lim Y(x—4P=+w; lim J(x—4P=+.

X-»— 00 X~ + oo

4. A szélsoértékekre a fiiggvény elsé derivaltja jellemzo:

2 2 1 2
¥ =lx-97] =S T

3 T
3¥x—-4

A derivaltnak az x=4 helyen szakadisa van, mert a nevezd helyette-
sitési értcke nulla.

Megjegyzés: A fuggvény mindeniitt folytonos, de az x=4 helyen deri-
valtja nem Iétezik, a fiiggvény ott nem differencialhat6. (Mint a vézlatos
abrabol latni fogjuk, a fiiggvénynek az x=4 helyen csiicsa van.)

A derivalt seinmilyen x-re sem nulla, de szakadasi helye a teljes értel-
mezési tartomanyt két részre osztja, ezek (— <, 4) és (4, + ). Ezeken
beliil az elsd derivalt dlland6 eldjelii. Alkalmasan valasztott x értéket
helyettesitve a derivaltba, annak eldjele meghatarozhaté:

» 2 , 2
YO =— —<0; y@O)=-—3—>0.
3¥ -4 3¥1
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Ennek alapjén nem allapithatjuk meg a fiiggvény viselkedését az x=4
helyen. Mivel azonban lattuk, hogy y csak az x=4 helyen nulla, minden
egyéb helyen — tehdt az x=4 hely kdrnyezetében is — pozitiv, ezért a
fiiggvénynek az x=4 helyen minimuma van. . B
ung‘VA ygérbiiieti viszonyokra a misodik derivalt eldjelébdl kovetkez-
tetiink:

Y 2 -4 2
y'=[—2—(x—4) '] =——(@x-4) * =--3 .
3 2 9¥ (x—-4)*

A fiiggvénynek y” értelmezési tartoményaban ir_nﬂ.exiés [_yontja nem
lehet, mert 3" értéke sehol sem zérus. A mésodik der;valtnak is szakadasi
helye az x=4 pont, ezt kiilén keil vizsgalni. Rét_ekmt&sre lathatd azon-
ban, hogy »” értelmezési tartomdnya minden ponuénbﬁan,_ .tehét at szakadési
hely kérnyezetében is negativ, ezért itt sem lehet infiexios pont.

g. A fiiggvény gorbéje az elobbiek ismeretében felvazolhat6 (106. dbra).

N/¢~ & o5

A1

1
2 -1

BESE

106. 4bra

tiggvény értékkészlete anemnegatfvszimok halmaza: Ek.: 0=y <+ o.

2 f(; énéke); egyszer, minden pozitiv értéket kétszer vesz fel a fiiggvény.

18. Vizsgiljuk meg az y=Vcosx fiiggvényt (fq!gételezzﬁk, hogy a
sin x & cos x fiiggvények alaptulajdonsdgait ismerjiik)!

1. A fiiggvény csak azon x értékekre értelmezett, amelye]gre cos x=0.
A gyokjel csak porzitiv értékével veendd figyelembe, igy a figgvény egy-
értéki. )

Mivel tudjuk, hogy az y=cos x fiiggvény periodikus, ezért y=Ycos x
is az. Figyelemmel a periodicitasra, az értelmezési tartomény:

n n
Et: —— =—+4k2n,
Et.: 2+k21:§x 2+
ahol k=0, +1, £2, ....
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Megjegyzés: A fuggvény Osszes tulajdonsigait eldszor a k=0-hoz

tartozd [—% , ;) intervallumban vizsgiljuk meg, és csak azutan vessziik

figyelembe a periodicitést.
2. A fuggvény ott metszi az X-tengelyt, ahol y=0, vagyis Ycos x=0;

n n
ebbdl x, = 3 és x,=-2— . A periodicitast figyelembe véve, az osszes
metszéspont: x = —2“-+kn.

A fiiggvény ott metszi az Y-tengelyt, ahoi x=0, vagyis y,= ¥cos O=1.
n
3. A flggvény az értelmezési tartomény —g+k2z; 74.-1»'21:) inter-

vallumaiban folytonos. Hatirértéket nem kell szamitanunk, mivel ezeken
beliil nincs szakadasa, & e tartoményok végpontjaiban értelmezve van.
4. A széistértékeket az elsd derivalt ismeretében hatirozzuk meg:

¥ = [(cos x)':_ o1 (cos x)—%(—- sin x) = —sinx .
2 2¥cos x
A fiiggvénynek csak ott lehet széls@értéke, ahol ¥'=0, tehat
—sin x _ 0.
2Ycos x

A trigonometrikus egyenlet megolddsa: x=2kn (k=0, +1, 32, X
Ugyanis a tort értéke akkor nulla, ha a szdml4lja nulla és nevezbje nem
nulla. A sin x=0 egyenlet megolddsa az x=Ir (I=0, +1, +2, ...) gyok-
sorozat, ebbdl ! paratlan értékeihez tartozd x-ek nem tartoznak a vizs-
galt figgvény értelmezési tartomanydhoz; I paros értékeire, vagyis I= 2k-ra

Y cosin #0. A _.i,f intervallumban az x=90 helyen levd szélsd-
2°2

értékre az )’ elbjelvaltisdnak vizsgilatdval koveikeztetimk. A derivalt
szdmldléja piratlan, nevezdje paros fiiggvény, tehdt a derivalt paratlan
fiiggvény, és igy az origd kornyezetében — mivel nem azonosan zérus
— eldjelet valt. Mégpedig kis negativ x-ekre pozitiv, kis pozitiv x-ekre
negativ, tehat az x,=0 helyen maximum van. A maximalis fliggvényériék

y=p0)=¥i=1.

A periodicitast figyelembe véve azt kapjuk, hogy a fiiggvénynek az
x=k2r helyeken maximuma van.

A fiiggvény novekedd a ——g— +k2n < x < k2z intervallumokban, és

csokkend a 2z < x < %-}—an intervallumokban.

18  Differencislszamitas
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5. A gorbiileti viszonyokra a mésodik derivalt eldjelébdl kovetkez-

tetiink:
, [ —sinx ]’

y= 1
2(cos x)?

1 X
—cos x-2(cos x)* +sinx-(cosx) *(—sinx)

4cosx
1

Ycos 2 cos® x+sin® x

4cos x

—2cos x¥cos x — sin® x

4(cos x)*

A figgvénynek ott lehet inflexiés pontja, ahol mésqgik derivaltja
nulla. A tort akkor nulla, ha a szamldléja nulla és nevezdje nem nulla,
vagyis ahol

2cos® x+sin? x =0;
cos? x+cos? x +sin? x = 0;
cos*x+1=0.

Mivel x barmely értékére cos®* x+1 > 0, ezért_az e_gyenletnek nincsen
valos gydke, ezért a fiiggvénynek inflexiés pontja sincs.

A masodik derivélt elSjele a (——;,%} intervallumban negativ, tehat

a fiiggvény konkav. i
6. A fiiggvény képe a 107. abran lithato.

Y1
1
i I B
Tl ¥

y-veosx 107. é&bra
7. A fiiggvény értékkészlete a 0 és 1 kozé es6 szén’xok halmaza. Egy-egy
periodus alatt az 1 ériéket egyszer, a tobbi értéket kétszer veszi fel:

Ek.: 0=y=1.
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19. Vizsgadljuk meg az y=sin®x fliggvényt!

1. A fliggvény értelmezési tartomidnya a val6s szamok halmaza. Mivel
az y=sin x fiiggvény 2x szerint periodikus, és a négyzetreemelés a perio-
dicitist nem sziintetheti meg [ugyanis ha sin x= sin (x+2kn), akkor
sin® x = sin*(x+ 2kn)}, ezért a sin® x fliggvény 2r szerint biztosan perio-
dikus. Tudjuk azonban, hogy sin x = —sin [x+7x]; ezt négyzetre emelve,
sin® x = sin*x+ ], amibdl l4thaté, hogy az y=sin? x figevény = sze-
rint is periodikus.

Et.: — < x <+,

2. A fiiggvény ott metszi (vagy érinti) az X-tengelyt, ahol y értéke
nulla. Ha sin? x=0, akkor sin x=0, és ebbdl x=kmx, ahol k =0, +1, +2, ...

A fiiggvény ott metszi az Y-tengelyt, ahol x=0, vagyis az y,=sin® 0=0
helyen.

A fiiggvény gorbéje tehdt atmegy az origdn.

3. Mivel a fiiggvény folytonos, é = szerint periodikus, ezért hatir-
értéket nem kell szimitanunk. Vizsgilatainkat csak a (0, 7n) interval-

lumban végezziik, és azutdn vessziik figyelembe a periodicitast.
4. A szélstértékek az elsd derivaltb6l meghat4rozhatdk:

¥’ =2 sin x cos x=sin 2x.

Ez akkor nulla, ha 2x=k=n, vagyis ha
n
x=k?, ahol k=0,+1,+2,....

A gybksorozat harom egymds utani tagja van a (0, n) intervallumban,
ebbdl kettd a hatarokra esik.

¥y’ =2cos2x; y"(0)=2>0, tehat minimum van.

Yy (—72[—) =—-2<0, tehat maximum van.

Y (®)=2>0, tehat minimum van.

A megfelelo fuggvényértékek:
. T ., T .
y(0) =sin*0=10; y(7)=sxn’—{= 1, y(m=sin’z=0.

A periodicitast figyelembe véve, a fiiggvénynek minimuma van (érté-
n
ke 0) az x=kn helyeken, és maximuma van (értéke 1) az x = -2—+k1z
helyeken (k=0, +1, +2,...).

8%
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i;’i\ gorbiileti viszonyokra a mésodik derivilt elojelébol kovetkez-
tetink :

¥ =2cos 2x.

A figgvénynek ott lehet inflexiés pontja, ahol y”=0, vagyis 2 cos 2x=0.
Ez akkor teljesiil, ha

n . LI
2x =-2—-+Im, vagyis x =3 +k 7"
Egy perioduson beliil tehat két inflexiés pont lehet. A (0, n) interval-
3
lumban ezek a ;-&s —45 pontok.
y¥ = ~4sin 2x;

L 4_7: 0
Zl=—4sin— ;
¥y vy i mz;e

_(31:)_ 4si 3n 0:
y 2 = Sl.ﬂ*z‘?é s

tehat mindkét helyen inflexi6s pont van. A fiiggvényértékek :

(1)-sin'“- 1 3n —sin’3z— 1
Ne)™ %~ 720 2N~ 3~ 2

Figyelembe véve a periodicitdst, a fiiggvénynek az x = —;E-Fk; helye-

ken inflexiés pontja van.
6. A fentick alapjin a fuggvény gorbéje megrajzothaté (108. 4bra).

108. ibra
7. Az értékkészlet a 0 és 1 kozé esd szamok halmaza. Az 1 értéket
egyszer, mig a tobbit kétszer veszi fel minden periédusban.
Ek.: 0= y=1.
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20. Vizsgiljuk meg az y=xe* flggvényt!

1. A figgvény egy elsofoka és egy exponencidlis fiiggvény szorzata.
Mindkét fliggvény értelmezési tartomdnya a valos szimok halmaza,
ezért szorzatuké szintén az:

Et.: —oo < X <+,

2. A fliggvény ott metszi vagy érinti az X-tengelyt, ahol y=0, azaz

Az egyeunletnek csak x;=0 a megoldasa. Mivel az x;=0 helyen az x
elojelet valt, e pedig nem, ezért az y=xe™ fliggvény gorbéje ebben a
pontban metszi az X-tengclyt.

A fliggvény gorbéje ott metszi az Y-tengelyt, ahol x=0. Mivel ott
y=0, czért a fuggvény 4athalad az origén.

3. A fiiggvény két folytonos fiiggvény szorzata, tehat folytonos, ezért
hatarértéket csak x—- t - esetben kell szamolnunk.

lim xe* =+, mert mindkét tényezd + oo-hez tart.
X— 4+ oo

im xe*=?

X—» =0

Az elsd tényezd — -hiez, mig a mdasodik tényezd nulldhoz tart. A ha-
tarértéket — a szorzat hdnyadossd val6 4talakitdsa utdn — L Hospital-
szaballyal szadmitjuk Kki.

1
lim xe*= lim ——= &m =0,

-x -
X~ —oc0 Xx—+—oco € *

X 4~0c0 —€

mert a szamlalé illando, a nevezd — «~-hez tart, és igy a tort a negativ
szdmokon keresztiil nullihoz tart.

Vagyis a fliggvény aszimptotija. ha x - —«, az X-tengely.

4. A szélsdértékekre a fiiggvény elsd derivaltja jellemzo:

YV=e+xe*=e"(1+x).

A fiiggvénynek csak ott lehet sz&lsoériéke, ahol
ex(1+x) = 0.

A szorzat elsd tényezdje semmilyen x-re sem nuila, a masodik tényez6
pedig x; = —1 €rtékre. Mivel a mésodik tényezd az x; = —1 helyen nega-
tivbol pozitivba vait {(vagyis a szorzat is), ezért a fliggvénynek az x, = —1
helyen minimuma van.

A minimélis figgvényérték:

1
y(—1)=(-Det=~-—=-0,3679.
e
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5. A gorbiileti viszonyokra a mdasodik derivalt el6jelébdl kovetkez-
tetiink :

Y =e(l+x)+e"=c*2+x).

A fuggvénynek ott lehet inflexiés pontja, ahol
e&R2+x)=0;

ez pedig csak x; = —2 értékre teljesiil.

¥y =eG+x);

¥*{-2) > 0, tehat inflexiés pont van. A fiigevényérték:
y(—2) = -0,27.

Ugyanis
y(=2)=(-2)e 2= —% ~ —2-0,135 = -0,270.

6. A figgvény grafikonjat az eddig szamitott értékekbdl mar felvazol-
hatjuk (109. ibra).

Y
3__
Z_.
y-xe* !
L Xg'--Z. X,l'-f ) .
S — R o1 A
-1 109. &bra

. 1 1
7. A fuggvény értékkészlete: Ek.: —— = y <+ <. A fliggvény a ———
e e

1
értéket és a 0-t0l + ~-ig terjeds fiiggvényértékeket cgyszer, miga —— és
e

0 kozé eso fiiggvényértékeket kétszer veszi fel.

21. Vizsgiljuk meg az y=xIn x fiiggvényt! B

1. A fuggvény egy elsofokia és egy logaritmusfiiggvény szorzata. Ertel-
mezési tartominyuk a két értelmezési tartomény kozos része, ez pedig
a pozitiv szimok halmaza:

Et.: 0 < x <+
2. A fiiggvény ott metszi (érinti) az X-tengelyt, ahol y=0, azaz
xIn x=0.

A szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezGje nulla (és a tobbi té-
nyez0 azon a helyen véges!). Az x In x szorzatnak az x=0 helyen nincs
helyettesitési értéke, mert In 0 nincs értelmezve. A szorzat akkor is nulla
ha In x=0, ebbdl x,=1. Mivel az x,=1 helyen In x eljelet vilt, y pedig
nem, ezért a fliggvény gorbéje az X-tengelyt az x;=1 pontban valéban
metszi.

A figgvény gorbéje az Y-tengelyt nem metszi, mert x=0-ra nincs
értelmezve.

3. A figgvény folytonos, de hatirértékét az értelmezési tartomainy
két hataran meg kell hatarozni.

lim xlnx=?
x—»+0
A feladatot tortté valo atalakitis utdn L’Hospital-szabillyal oldjuk
meg:

1
. . Inx ) x
lim xlnx= lim —= lim —— = lim (-x)=0.
x++0 x40 i x40 1 x40
x x?

A fiiggvény gorbéje negativ szamokon keresztiil kézeliti meg a nul-
lat. (Baloldali hatirérték a O helyen nincs.)

lim xlnx=+c.
X+ 4 oo

Mindkét tényezd hatirértéke + -, igy szorzatuké is az.
4. A szEfIsoértékek a fiiggvény elsd derivaltjabél hatirozhatok meg:
1
yYy=hx+x—=Inx+1.
X

A fuggvénynek ott lehet szélséértéke, ahol
Inx+1=0.

Az cgyenlet megoldasa x,=—.
e

1 1 ..
Y= ¥ (__) =e¢>0, tehdt minimum van.
X e
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A minimilis fiiggvényérték:
(1 1 i 1
y(_) LU VY
e

e [ e

5. A gorbiileti viszonyokra 2 masodik deriviit eldjelébol kovetkez-
tetiink:

A fiiggvénynek ott lehet inflexiés pontja, ahol y”=0, de ez semmilyen
x-rc sem nulla, tehat nincs inflexiés pont.

A miasodik derivadlt eldjele — a teljes értelmezési tartomanyban —
pozitiv, és igy a fiiggvény konvex.

6. Az eddigiek felhasznalasdval a fiiggvény gorbéje megrajzolhato
(110. abra).

/
3 L
2t y=xinx
’ -
Xz-?-‘
I 1
“rilo_ A+
Y%
1+
110. abra

Mezgjegyzés: Az x=0 pont nem tartozik az értelmezési tartoméanyhoz,
mert a fiiggvénynek hatirértéke van ugyan az x=0 helyen, de helyet-
tesitési értéke nincs.

. 1 1
7. A fiiggvény értékkészlete: Ek.: —— =y < +o. Afiiggvény a ——
e e

1
értéket, valamint a O és annil nagyobb értékeket egyszer, a —— és 0 kozé
e

esO értékeket kétszer veszi fel.
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y—-—shx:ez_ze_x ;
y=chx =ez;e_z ;
y=th =;%;;
y =cthx=::ie::;
y = log, x;
y=Inx;

»y = Arcsinx;

y = Arccos x;

y =Arctgx;

y = Arcctgx;
y=arshx=Injx+Vx*+1|;

y=archx=In(x+¥x*— 1)

1 1+ x
= t = —
y=arthx 2lnl_
_ 1o x+1
y=arcthx = 3 ln;Tl»

x>1;

[x]<1;

le>l;

Yy =chx
Yy =shx
, 1
Y = hix
y’ _1_
shix
,_ 1
Y = Xina
, 1
y:._.
pd
, 1
y=
V1-—x
y = !
Y1—x2
.1
y_l+x=
. 1
A
V—.l_
Yx*+1
Yy == !
V2= 1
, 1
R g




