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Előszó

Bármely könyv megírásakor igen fontos feladat, hogy figye­
lembe vegyük a könyv célját és olvasóinak előképzettségét; 
ezek a szempontok ui. lényegesen befolyásolják a tárgyalásmó­
dot, Ez a könyv azok számára készült, akik a differenciálszámí­
tás alapfogalmait egyénileg vagy eddigi tanulmányaik során már 
elsajátították; célja, hogy az Olvasó különböző példákon elsa­
játítsa a differenciálási eljárás biztos kezelését és alkalmazását.

A fejezetek elején röviden — ismétlésnek, emlékeztetőnek szánt 
jelleggel — összefoglaljuk azokat az alapvető elméleti tudnivaló­
kat, amelyek nélkül a feladatok nem oldhatók meg. Ezután követ­
keznek a részletesen kidolgozott gyakorló feladatok.

E  felépítésből következik a könyv célszerű olvasási módja. 
Először olvassuk el a fejezet elején az összefoglaló részt. Ha 
az ott ismertetett elméleti anyagot már felelevenítettük^ a gya­
korló feladatokat önállóan kezdjük megoldani. A kapott ered­
ményt és a megoldás menetét hasonlítsuk össze a könyvben kö­
zölttel. Ha rossz eredményre jutottunk, akkor ajánlatos a hibát 
megkeresni, és szükség esetén a tisztázatlannak tűnő elméleti 
anyagot a megfelelő szakkönyvből áttanulmányozni (mielőtt 
még újabb feladat megoldásával próbálkoznánk). Ha jó  
eredményt kaptunk, de más utat követtünk, mint a könyvbeli 
megoldás menete, akkor értékeljük ki, melyik az egyszerűbb. 
Ez a további példák megoldása során hasznunkra lehet.

A könyv írása közben nagyon sok segítséget kaptam a lektortól, 
Scharn i t zky  ViktőrtóL Ezúton is köszönöm közreműködését, 
ami nagyban hozzájárult a könyv színvonalának emeléséhez.

Az Olvasónak sok sikert kívánok a példák megoldásához. Ha 
sikerül elérnem, hogy meglássák a differenciálszámítás érde­
kességét és hasznosságát, akkor nem dolgoztam hiába, 
fíudapesty 1967. szeptember

Bárczy Barnabás



I. FÜGGVÉNYTANI ALAPFOGALMAK

1. A függvény megadási módjai

A differenciálszámítás egyik legfontosabb alkalmazási terü­
lete a függvények vizsgálata. Ezért fontos a függvénytan alap­
fogalmainak rövid átismétlése.

E könyvben egyváltozós, valós függvényekkel foglalkozunk; 
tehát niind az egyetlen független változó, mind pedig a függ­
vényérték csak valós szám lehet.

A függvénykapcsolat definíciója: Az y  mennyiség — a függő 
változó — az X mennyiség — a független változó — függvénye, 
ha X bármely szóbajövő értékéhez > -̂nak egy vagy több meg­
határozott értéke tartozik. Valamely függvény értelmezési tar­
tománya azon értékek összessége, amelyeket x  felvehet. Az ér­
telmezési tartomány lehet pl. a valós számok összessége, egy 
vagy több számintervallmn, az összes egész szám stb. Az y  
értékek összességét, halmazát értékkészletnek nevezzük.

A függvénykapcsolatot legtöbbször értéktáblázattal, gra­
fikonnal vagy formulával adjuk meg. Egy más megadási mód 
az utasítás: jelentse pl. P{x) az x-nél kisebb prímszámok 
számát, amit csak összeszámolással tudunk meghatározni. 
PL P(20,5) =  8, mert a 20,5-nél kisebb prímszámok a követ­
kezők: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19.

E könyvben általában formulával megadott függvényekkel 
foglalkozunk, és bevezetésként ezek főbb típusait tárgyaljuk.

Formulával adott függvény értelmezési tartománya azon 
valós számok halmaza, amelyekre a formulában kijelölt műve­
letek értelmezve vannak. Pl. y = \gx  függvény esetében a kap­
csolat csak x> 0-ra  van értelmezve.

A formulával adott függvény alakja lehet explicit; ilyenkor 
y  mint x  függvénye adott, vagyis az egyenlőségjel egyik oldalán 
y  áll, míg a másik oldalon csak jc-et tartalmazó kifejezés van. 
Jelölése: y=f{x).  A függ vény kapcsolat akkor implicit alakú, 
ha abból y-l nem fejeztük ki. Általános alakja: F(x,;^) =  0.



Pl. explicit y  =  ±Vr*—X®; implicit x*+>^ =  r*. Mindkét alak 
ugyanazt a kapcsolatot iija le, az origó középpontú és r su­
garú kört határozza meg.

Megemlítjük még az ún. paraméteres alakot is. Dyenkor 
X és összetartozó értékei valamilyen harmadik mennyiség 
(paraméter) se^tségével adottak. Jelölése: x= x(t%
Az ugyanazon t érték által meghatározott x es 3̂ ertékek tar* 
toznak össze. Ilyen típusú fúggvénymegadást alkalmaznak 
pl. sík-, ill. térbeli mozgások leírására a fizikában, ilyenkor a 
t paraméter az időt jelenti.

2. Függvények speciális tulajdonságai

Valamely függvény vizsgálatát és ábr^olását n a ^ o n  meg­
könnyítheti, ha ismerjük néhány jellemző tulajdonságát. Ilyen 
szempontból a következő tulajdonságokat említjük meg:

a) Páros függvények. Valamely y = f { ^  függvény akkor 
páros, ha értelmezési tartománya bármely x értékére igaz, 
hogy f { x ) = f{ - x ) .  Ez az egyenlőség geometriailag azt jelenti, 
hogy a függvény görbéje szimmetrikus az F-tengelyre (I. ábra). 
Ilyen függvény pl. y=x^,  j>=cosx.

fh) f ' fM

-3- -2 -1 0 1 2 3 1. ábra

b) Púrattan függvények. Valamely y=f{x)  függvény akkor 
páratlan, ha értelmezési tartománya bármely x  értékére igaz, 
hogy f i x )  = - f i - x ) .  Ez az egyenlőség geometriailag azt 
jelenti, hogy a függvény görbéje szinunetrikus az ongóra 
(2. ábra). Ilyen függvény pl. y  = x^, y  = únx .
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2. ábra

c) Periodikus függvények. Valamely y ^ f { x )  függvény akkor 
periodikus, ha megadható egy olyan a > 0  szám, hogy az értel­
mezési tartomány bármely a: értékére és bármely egész k  
értékre igaz az f{x)=f{x-{-kd)  egyenlőség. Ez geometriai­
lag azt jelenti, hogy a függvény olyan görbe vagy egyenes­
darabokkal ábrázolható, amelyek „a" szakaszonként ismét­
lődnek (3. ábra). Az „a” szakaszt a függvény periódusának 
nevezzük. Ilyen függvények pl. a szögfüggvények.

3. ábra

d) Korlátos függvények. Valamely y= f{x )  függvény alulról 
korlátos, ha megadható egy olyan M  szám, hogy bármely 
.V értékre/(x)> M . Az y=f{x )  függvény felülről korlátos, ha 
megadható egy olyan M  szám, hogy bármely x értékre f { x ) ^ M  
Ha egy függvény alulról is és felülről is korlátos, akkor kor­
látosnak mondjuk. Ekkor megadható egy olyan M > 0  szám, 
hogy a következő egyenlőtlenség igaz: \ f{ x ) \^  M. Alulról 
korlátos pl. y  = x \  felülről korlátos y  = - x ^ .  Korlátos függ­
vény pl. v =  sinjc.
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e) Monoton függvények. Legyen az (a, b) számköz két tet­
szőleges helye Xj_ és ;C2, továbbá X i^ x ^ . A z y  = f(x) függvényt 
{a, é>ben monoton növekedőnek nevezzük, ha bármilyen .Xi-re 
és Xj-re f { x ^ ^ f ( x ^ \  szigorúan monoton növekedőnek, ha 
/■(Xi)</(x2); monoton csökkenőnek, h a /(x i)S /(x 2); szigorúan 
monoton csökkenőnek, h a /(x i)  > /(x 2>. Ha a függvény teljes 
értelmezési tartományában monoton növekedő stb., akkor az 
intervallum megadása nélkül monoton növekedőnek stb. ne­
vezzük. Szigorúan monoton növekedő pl. szigorúan 
monoton csökkenő pl. j; =  -x» . A 4. ábrán látható függvény

4, ábra

az (a, b) számközben szigorúan monoton növekedő, az (a, c) 
számközben monoton növekedő, a {b, d) számközben monoton 
csökkenő, a (c, d) számközben szigorúan monoton csokkeno.

Az (a, b) intervallum lehet a függvény teljes értelmezési tar­
tománya vagy annak egy része.

3. Inverz függvénykapcsolat és inverz függvény

Az y = f(x) függvény kapcsolatot állapít meg az értelmezési 
tartomány x értékei és az értékkészlet y  értékei között, v a^ is  
megadja, hogy adott x értékhez melyik — egy vagy több
— y  érték tartozik. A hozzárendelés azonban meg is fordít­
ható, vagyis kérdezhetjük, hogy adott y  értékhez mely — egy 
vagy több — x érték tartozik; ilyenkor az y= f{x)  fug^eny 
inverz függvénykapcsolatáról beszélünk, szokásos jelölese. 
X =/-!(_);) =  (piy). Az inverz kapcsolatot kifejező függ\'cny
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független változója az eredeti függvény függő változója, értel­
mezési tartománya az eredeti függvény értékkészlete és for­
dítva.

Az eddigieket példán foglaljuk össze: legyen y=x* az eredeti 
- -  ún. direkt — függvénykapcsolat; ekkor x =  ±  F'jTaz inverz 
függvénykapcsolat. Ha az összetartozó számpárokat az X ,Y  
koordinátarendszerben ábrázoljuk, ekkor mindkét esetben 
ugyanazt a görbét kapjuk (5. ábra). Ha x =  3 vagy x =  -  3, 
akkor y = 9 ;  fordítva ha y =  9, akkor x =  ±3.

5. ábra

Ha az inverz kapcsolatban a változókat felcseréljük, tehát 
az új független változót szokás szerint újra x-szel, az új függő 
változót pedig j-nal jelöljük, akkor az így kapott függvényt 
az eredeti függvény inverz függvényének nevezzük. A változók 
felcserélése a koordinátatengelyek felcserélését jelenti, s ekkor 
az eredeti és az inverz függvény görbéje az y = x  szögfelező 
egyenesre szimmetrikus.

Például az yj=x^ függvény inverz függvényét megkapjuk, 
ha az X =  ±  j/y inverz kapcsolatban a  változók jelölését fel­
cseréljük: y  = ± } ^  (6. ábra).
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6. ábra

Az előzőkben úgy határoztuk meg az inverz függvényt, 
hogy az eredeti függvényből kifejeztük az x-et, majd felcserél­
tük a változókat. Fordítva is eljárhatunk: előbb cseréljük meg 
a változókat és azután fejezzük ki j-t. Az előző példa tehát 
úgy is megoldható, hogy y=^x^-btn a változókat felcseréljük: 
x=y^y amiből y = ± '^ x .

Az inverz kapcsolat fogalma azért fontos, mert előfordulhat, 
hogy segítségével az összetartozó számpárok könnyebben hatá­
rozhatók meg, mint az eredeti függvénykapcsolattal. Egyéb 
alkalmazásait a differenciálszámításban látjuk majd.

4. Összetett függvények

Összetett függvénynek nevezzük az olyan függvényt, amely­
nek független változója egy másik függvény függvényértéke. 
Az összetett függvényt közvetett függvénynek is szokás nevezni. 

A z y ~  sin függvény összetett, mert x  megadása után elő­
ször x^ értékét kell meghatároznunk, és csak ezután lehet a 
kapott szög szinuszát kiszámítani. Az összetett függvényt-új 
változó bevezetésével (az új változóra nézve) nem összetett
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függvényé tudjuk átalakítani. Most ezt az helyettesí-
tessel equk el, ugyanis

v=sinj!:*; u —x^

helyettesítéssel

j  =  sin M,

y=f{u{x)}.

Többszörösen összetett függvényekkel is találkozhatunk 
Tekintsük p l. az ^^sin^  3;c függvényt.

H atározz^ meg a függvényértéket valamely helven'
• E lszór laszamitjuk 3x„ értékét, ezután meghatározzuk

IS "látható ? ’ ezt négyzetre emeljük. Mint az eljárásból 
IS athato, a 3x az x-nek függvénye, de a sin 3A:-nek a független 
valtozoja A sm 3x pedig a sin^3x független változója.

Az előbbieket a következő módon írhatjuk:

V =  sin* 2x; m =  sin 3x; ü =  3;r.

y=u^, ahol M =  sini; és v = 'ix.

A z  7 tehát M-nak „közvetlen” függvénye; t>nek már ( két-
öSíw^tt függvénye, míg x-nek „háromszorosan”
összetett függvényé. Ezt a következőképpen jelölhetjük:

y=f{u[v{x)]}.

Gyakorió feladatok

1. j'=sin>3x. Határozzuk meg az x „ = -^ -h o z  tartozó függvény- 
értéket!

Az u=sin3j; és v=3x helyettesítést alkalmazva;

n —í ” ” . n i  í I V  1
« = s m  — =  — ; v = | —  = _

6 6 2 ’ U j  4 '
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2, y  =y:(*+5. Határozzak meg a függvény hdyettesKísi éttűttí. az 
x,=2 helyen!

^ =  ahol ii =  **+ 5; «(*») =  « . =  4 + 5  =  9; 

y(u,)=fih = y9=3.

3. y = lg y '^ ^ ~ ^ . Határozzuk meg a függvény x» = 5 hdyen vett 

fflggvátyértékét!
23X -15

y  =  lgH, ahol « = r »  és 0 =

«’(^.) =  » .=  ^ ^ ^  =  ” 5 - 1 5 = 1 0 0 ;

«(»t)=«o = l í̂ŐÖ=10; y(«J = lglO=l.

Tehát j<X o)=l.

4. y=^g 3;á (Az adott függvény négyszeresen összeírt.) Hatá­

rozzuk meg az x , = -  helyhez tartozó függvényértéket!

^ = lg  ii; M=sinp; » = c o sr ; z = 3 x ;

2(j£é) = 2 .= 3 * y = y :

7C 1 
o(z.) =  Oo =  COSY =  y ;

1
u(vd) = Mo = sin

A  sin  -  —  mint tudjuk — azt jelenti, hogy a 0.5 radián nagyságú szög

szinuszát ̂ kell meghatároznunk. Mivel 1 radián «57,3°, ezért 0,5 radián «= 
«28,65°.

1u, =  sin Y  =  sin 28,65“ =  0,4795. 

y(th> = *g0,4795 «  0 ,6808-1  =  -0 ,3192. 

Tehát y(x») =  -0 ,3192.
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5. Elemi függvények

A függvényeket feloszthatjuk algebrai és transzcendens függ­
vényekre. Az algebrai függvények közé tartoznak a racionális 
egész, racionális törtfüggvények, valamint az algebrai irra­
cionális függvények. A nem algebrai függvényeket transz­
cendens függvényeknek nevezzük.

A következőkben néhány fontos elemi algebrai, ill. transz­
cendens függvényt adunk meg.

a) Racionális egész függvények. A  racionális egész függvény 
explicit alakjában a fü^etlen változó csak összeadásban, ki­
vonásban, egész kitevőjű hatványozásban szerepel. Általános 
alakja:

y  =  +  ... +Ű 0-

Ü Q y tetszőleges valós számok. Ha a^9^0, akkor a függ­
vényt /i-edfokú egész függvénynek (jobb oldalát /i-edfokú 
polinomnak) nevezzük.

Néhány racionális egész függvény:
Elsőfokú függvény (lineáris függvény): y  ax + b. Iti a 

és b valós számok. A függvény képe egyenes (7. ábra). (Ha 
a = 0  — amikoris nulladfokú a függvény —, akkor az egyenes

X 7. ábra

az Jf-tengellyel párhuzamos, és az y-tengelyt b ordinátájú 
pontjában metszi.) Ha 6 = 0 , akkor az egyenes az origón megy 
át; ez a kapcsolat fejezi ki az egyenes arányosságot.

2 Differenciálszámítás 17



Másodfokú függvény: y  — ax^-\-bx + c (öt^O). A másod­
fokú függvény képe parabola. Ha ű > 0  (8. ábra), akkor szárai 
felfelé irányulnak; ha a < 0  (9. ábra), akkor lefele. Mindkét 
esetben a parabola szimmetrikus egy, az Y-tengellyel párhuza­
mos szimmetriatengelyre.

8. ábra

9. ábra

18

A magasabbfokú racionális egész függvényekkel csak a 
feladatok megoldása során foglalkozunk.

b) Racionális törtfüggvények. Azokat a függvényeket, ame­
lyek explicit alakjában az előbbieken kívül a független változó 
osztóként is szerepel, racionális törtfüggvényeknek nevezzük.

A racionális törtfüggvények mindig felírhatók két racionális 
egész függvény hányadosaként, így általános alakjuk:

10. ábra

X

11. ábra

19



Általában feltételezzük, hogy ebben az alakban már egyszerű­
síteni nem lehet. A legegyszerűbb racionális törtfüggvény:

a
X

A függvény képe hiperbola, amelynek tengelyei a koordináta- 
rendszer szögfelezői. (L. a 10. ábrát a > 0 , ill. a 11. ábrát 
a cO  esetén.) Ez a függ vény kapcsolat fejezi ki n fordított ará­
nyosságot.

Speciális racionális törtfüggvény:

Lineáris törtfüggvény: y  (a 9̂  0; c ^  0).

A lineáris törtfüggvény két elsőfokú függvény hányadosa.
Más törtfüggvények vizsgálatával csak a gyakorló feladatok 

során foglalkozunk.
c) Algebrai irracionális függvények. Azokat a függvényeket, 

amelyek explicit egyszerűsített alakjában a független változó 
az előzőkön kívül gyökvonásban is előfordul, irracionális 
függvénynek nevezzük.

Néhány irracionális függvény:

j  =  ±  ]^ax -f b {a 7̂  0).
A függvény képe az X-tengelyre szimmetrikus parabola. 

(L. a 12. ábrát a > 0 , ill. a 13. ábrát űr<0 esetén.)

y = ±  '^ax^-\-bx^c (a ̂  0).

Y y^ '-V a x -b '
^ ^ — (a>0)

- . -V
b \  0

^ A

a

' • 12. ábra
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13. ábra

A függvény görbéjét előjele, valamint a gyökjel alatti 
kifejezésből felírható

ax^-hbx-hc =  0

másodfokú egyenlet diszkriminánsának előjele dönti el. Ha 
és Z> — b  ̂— 4ac >  0, akkor a görbe ellipszis (14. ábra).

14. ábra

Ha ű > 0  és Z)>0, akkor olyan hiperbola, amelynek valós 
tengelye az X-tengely (15. ábra). Ha és Z><0, akkor a 
hiperbola valós tengelye párhuzamos az y-tengellyel (16. ábra).

3̂ ______________  10___
Az y  = yax^-hbx-hc; y = y x ^  stb. függvények is irracio­

nálisak, de ezekkel most nem foglalkozunk.
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15. ábra

16. ábra

d) Transzcendens függvények. Most csak a legegyszerűbb 
transzcendens függvényeket ismertetjük.

Exponenciális függvény. Általános alakja: y  = á^, ahol a > 0
és a 7̂ 1. t . ,. • j  1 • ^A függvény görbéje a 17. ábrán lathato mind a < l ,  mmd
a > l  esetre.

22

17. ábra

Az exponenciális függvények közül kitüntetett szerepe van 
az =  ̂  függvénynek, mert minden olyan jelenség leírására 
használható, amelynek során valamely mennyiség megválto­
zása mindenkor arányos a mennyiség pillanatnyi értékével. 
Pl. a baktériumok számának növekedése arányos a baktériu­
mok számával (feltételezve, hogy a szaporodást semmi sem 
gátolja); a radioaktív anyagokból elbomló atomok száma

18. ábra
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arányos a bomlásra képes atomok számával stb. Itt e az 
Ejiler-féle szám, értéke négy tizedesjegy pontossággal: 2,7182.

Logariímusfüggvény. A logaritmusfüggvény az exponenciális 
függvény inverz függvénye; y = a'' inverz kapcsolata x =  log„3̂ , 
ebből a változók felcserélésével kapjuk az alapú logarit­
musfüggvényt: y — \ogaX.

Az j  =  függvény inverz függvénye az előbbiek alapján 
y  — logg X, amit így írunk: v =  In x.

Az exponenciális és a megfelelő logaritmusfüggvény képe 
(úf>l esetben) a 18. ábrán látható.

Trigonometrikus f  üggvények. A trigonometrikus függvények­
ben a független változó valamely szögfüggvénye szerepel. 
A szögfüggvények y = sinx  (19. ábra); y ~ c o s x  (20. ábra); 
>̂ =  tg x  (21. ábra); y = c tgx  (22. ábra).

A szögfüggvények periodikusak, mert mindegyikre igaz, 
hogy j(jc) =  y(x-\-k-2n), A  tangensre és kotangensre már 
y(x) = y(x-\-k7i) is fennáll.

A szögfüggvények független változója a radiánban mért 
szög.

20. ábra
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21, ábra

Trigonometrikus függvények felhasználhatók egyszerűbb 
mechanikai és elektromos rezgések leírására. Például a csilla- 
pítatlan rezgőmozgást végző rugó t időpontbeli kitérését meg­
adó függvény y ^ A s m o n  alakú. A váltakozó áramot, mint 
az idő függvényét, / =  /oSÍno>/ alakú függvény írja le.
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Arkusz függvények. Az árkusz függvények a trigonometrikus 
függvények inverz függvényei. Érdemes megjegyezni, hogy a 
szinusz- és koszinuszfüggvények folytonosak, de nem szigorúan 
monoton függvények, a tangens és kotangens viszont szigo­
rúan monoton függvények, de nem folytonosak; mindnyájuk 
inverz függvénye többértékű. Az y  = s inx  függvény inverz 
kapcsolata x =  a rc s in j;  a változókat felcserélve, az y  — sinx  
inverz függvénye v =  arcsinx  (23. ábra).

Y

/
/

( “í

1 \ ^ = A r c c o s x

-1 0 11
/

/

/
/

\ - ^
\ X.

-

23. ábra

arc cos x

24. ábra

A szinuszfüggvény főértéke egy periódusának inverz függ­
vénye, amely már szigorúan monoton (l. a 23. ábrán vastag 
vonallal jelölve). A főérték jele: j? =  A rcsinx.

26

Tehát pl. Arc sin 0,5 azt a — ^  és -f ^  közé eső szöget

jelenti (radiánban), amelynek szinusza 0,5, ez pedig a ^  radián.
6

Hasonló módon kapjuk a többi trigonometrikus függvény 
inverz függvényét (csak a főértéket írva): j  =  A rccosx 
(24. ábra); j= A r c tg x  (25. ábra); >̂ =  A rcctgx (26. ábra).

Yi

>
T
2 ---

y-Arctgx
0

r

-Tj' y-̂ arcfgx 25. ábra

26. ábra
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Hiperbolikus függvények. A hiperbolikus függvények: 

y = shx = (27. ábra) ; y  = eh x =  ^ (28. ábra);

j  =  th (29. ábra); =  c thx  =  (30. ábra).

Ki
6
5
ii
3
2
1

1 ; 1 /  1 1 1 ^
-J -2 -1/ 0 1 2  3

A j -

í -

/
-

/
-

/ -

~s-

27. ábra

28. ábra
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Yi
1

1 • 1 j
-3 -2^1yt / 2 J "

*7
y-thx

29. ábra

Az egyes jelölések olvasása; „szinusz hiperbolikusz x” stb. 
A chjc függvény görbéje az ún. „láncgörbe”. Elnevezését 

azért kapta, mert ilyen alakot vesz fel a két végén felfüggesz­
tett lánc vagy kötél.

Areafüggvények. A z  areafüggvények a hiperbolikus függ­
vények inverzei. Az j  =  sh.x inverz kapcsolata ac=arsh>'; 
az inverz függvény j  =  a r s h x  Ugyanígy adódik 3' =  a rc h x ; 

=  ar th jc; >’ =  ar cth x.

31. ábra
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32. ábra

34. ábra

Az areafÜiggvények alábbi logaritmikus alalgait a gyakorló 
feladtok során határozziik meg: j>= arsh x =  In jx+ 11 
(31. ábra); =  archx =  ln (x ± /x * —1) (32. ábra);

1 . 1+ar , , ,  „ , 1 , x +1 ------ (33. abra);y =  ar cth jc = —  In ——j-

(34. ábra).
,  =  a r ü . « = y l n
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Gyakorló feladatok

1. y  — 6x*—3jc+2. Határozzuk meg a függvény értelmezési tarto­
mányát (Ét.) és értékkészletét (Ék.)!

Ét.: — oo <  JC <  +  hiszen x  nyilvánvalóan tetszőleges valós szám 
lehet. Mivel jc* együtthatója pozitív, ezért elég nagy abszolút értékű x  
esetén y  tetszőlegesen nagy pozitív értéket felvehet (vagyis a parabola 
szárai felfelé mutatnak); az értékkészlet le^isebb értékét úgy határozzuk 
meg, hogy a parabola csúcsának y  koordinátáját kiszámítjuk. Ehhez az 
adott másodfokú függvényt teljes négyzetté alakítjuk át:

.= 6x* -  3x + 2 = 6 j  + 2 =

/ 1 1 \ 6 í 1V 10 1 5
= 6 |A r----- JC + — [ +  2 ----- =  6 |jc ------1 +1 — = 6 \ x ------1 4-1 — .

i  2 16/ 16 I  4 /  16 V 4 /  8

A függvényérték akkor a legkisebb, ha — , mert ekkor az első tag
4

0, bármely más értéket helyettesítve pedig pozitív. Tehát a csúcs koor-
1 5

dinátái: x=  —; y = l  — .
4 5

Ék.: 1— +
8

2. y  =  — 3jc*-f 6 jc — 4. Határozzuk meg a függvény értelmezési tarto­
mányát és értékkészleta!

É t.; — oo <  JC <  + oo.

Az értékkészletet az előbbi módon határozzuk meg:

>̂ =  -3 ( jc * -2 x )-4  =  -3 ( jc » -2 jc + l) -4 - f3  =  - 3 (A :- l )* - I .

A függvény tehát egy olyan parabola, amelynek tengelye párhuzamos az 
y-tengellyel és szárai lefelé mutatnak. A függvénynek ott van maximuma, 
ahol az első tag nulla; minden ennél kisebb függvényértéket felvesz. 
A csúcspont koordinátái: jc= 1 ; ^  =  — 1.

Ék.:

3. Határozzuk meg az y  --------- függvény értelmezési tartományát és
értékkészletét!

A függvény képe hiperbola. Minden olyan x  értékre értelmezett, amelyre 
a nevező nem nulla, tehát a 4 kivételével minden valós értéket felvehet; 
tehát

Ét.: jc5*í 4, vagy más módon felírva — és 4 < x <  +<».
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Az értékkészletbe minden pozitív és negatív szám beletartozik; ui.
V helyébe bármelyiket helyettesítve, a kapott egyenletből x  hozzátartozó 
értéke meghatározható. Viszont semmilyen véges x  értékre sem lehet 
y  értéke nulla, hiszen a jobb oldalon ekkor egy nullától különböző számlá- 
lójú és véges nevezőjű tört áll. Tehát

Ék.: y?^0.
1

4. Határozzuk meg az = ------------ —  függvény értelmezési tartó
mányát! jc-+4x-21

A függvény értelmezési tartományához mindazok az x  értékek tartOL 
nak, amelyekre a nevező nem nulla. A nevező nullahelyeit megkapjuk, ha 
az x^+ A x-2 \  = 0  egyenlet gyökeit meghatározzuk.

- 4  + 1̂ 16 +  84 - 4 ± 1 0

.Vi =  3; X t= - 1 .

Tehát az értelmezési tartomány 

Ét.: x ^ 'h \ x j ^ —1.

5. y  = ±}[x-\-5. Határozzuk meg az értelmezési tartományt és az 
értékkészletet!

A függvény irracionális és kétértékü. Azon x  értékekre van értelmezve, 
amelyekre az jc+5 ^ 0 ,  ebből jc 5.

Ét.: - 5  ^  jc <  +  «».

Az értékkészlet könnyen meghatározható, mert x-*oo esetén 
és a két ugyanazon x  értékhez tartozó y  érték mindig azonos nagyságú 
és ellenkező előjelű.

Ék.; <  v <  +  «..

6. >» =  ±  J'(jc-6)(jf+5). Ét. =  ? Ék. =  ? A függvény ismét irracionális, 
a  gyökjel alatt két elsőfokú függvény szorzata van. Az értelmezési tarto­
mány azon X értékekből áll, amelyekre a szorzat mindkét tényezője egyenlő 
előjelű, ill. legalább az egyik tényező nulla, mert ilyenkor áll a gyökjel 
alatt nemnegatív szám!

Az értelmezési tartományt grafikusan határozzuk meg.

Megoldás:

Ábrázoljuk zz y  — x —6 és y  = x + 5 függvényeket, majd megállapít­
juk az A"-tengelyen azokat a számközöket, amelyekre az előbbiekben meg­
állapított feltétel teljesül (35. ábra). Mint az ábrából látható:

É t.:-o o  és 6^Jc< + < » .
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35. ábra

A gyökjel alatti műveletet elvégezve, y  =  ±  jc+30 adódik. A gyök­
jel alatti kifejezés minden nemnegatív értéket felvehet (a negatív értéknek 
megfelelő x  értékek nem tartoznak az értelmezési tartományba), tehát az 
értékkészlet — a gyök ±  előjelét figyelembe véve — az összes valós szám.

Ék.: —«> -^y  <

II. Megoldás: Ábrázoljuk az összeszorzással kapott y  = x^—x+30  
másodfokú függvényt (36. ábra). Ez nemnegatív, ha j c ^ —5, és ;c^6. 
Az értékkészlet most is az előbbi meggondolással adódik.

36. ábra
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7. y  — yjc—3+1^3—jr. Ét. = ?  Ék. =  ? A feladatot úgy oldjuk meg, 
hogy meghatározzuk Í x ~ \  Mí. 1^3-x értelmezési tartományát; a kettő 
közös része lesz a  filggvmy értelmezési tartománya.

J i =  Í^Jí-3. Ét.: 3 ^ jc < + « > . 

jKi = y3-x . É t:-« > < x ^ 3 .

A két értelm^ési tartomáiiynak csak egy közös pontja van, így 
Ét.: .>c=3, és behelyettesítve ezt az értéket. Ék.: j= 0 .

8. =  lg (3+2 jt). Ét. =  ? Ék. =  ? A logaritmus csak pozitív számokra 
van értelmezve, igy csak a  3h(-2jc >  0 értékekre értelmezett a függvény:

3 -f 2x >  0; az € ^ ^ ö tlen ség  átrendezésével jc > ----- .
2

,  3 
Ét.: —

Mivel az argumentum az értelmezési tartomány x  értékeire minden pozitív 
számot felvesz, eközben a  logaritmus értéke minden valós számot felvesz. 
Tehát

Ék.: — +

9. j'= sin  JT. Ét. = ?  Ék. =  ? A függvény periodikus. Periódusa: In, 
A* 37. ábráról leolvashatóan

Ét.: - c

10. >=lgsinjc. Ét. = ?  Ék. =  ? A függvény periodikus, mivel a sinjc 
függvény is az, de csak azokra az x  értékekre van értelmezve, amelyekre 
sin:x^>0. Tehát

É t.: k in  <  jc -c {2k +1) jí (k egész szám).
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Mivel sin jc ezekben a tartományokban xnindai nullánál nagyobb, de 
egynél nem nagyobb értéket felvesz, és a  0 és 1 közötti számok logarit­
musai — és 0 között változnak, valamint l i i l —0, tdiát

Ék.:

1

-y fO .

Ét. =  ? Ék. -  ? A függvény periodikus (mert a cos x
j/cos

az), de csak azon x  értékekre van értelmezve, amelyekre cosjc^O.

Ét.:

Mivel cosx ezekben a tartományokban 1-ig minden pozitív számot 
felvesz, és a gyök ekkor szintén ilyen é r t^ ű , tehát a gyöknek csupán a 
pozitív előjelét figyelembe véve

Ék.: ■-f -
12. y  = 1̂ 2—jc+ln .r. Határozzuk meg a függvény értelmezési tarto­

mányát!
Legyen yt — Í 2 —x  és ezen íii^;vények értelmezési tartomá­

nyának közös része lesz az eredeti függvény értelmezési tartománya.

Éti.: jc ^ 2 ; Ét,,.: 0<jc.

A közös rész az A"-tengel3'en (vagyis az eredeti függvény értelmezési 
tartománya):

Ét.: 0 < x ^ 2 .

13. y =  Arc sin (2 —jc). Határozzuk mieg a f u ^ ^ ^ y  értelmezési tarto­
mányát és értékkészletét! [A fü^vény foérték (38. ábra)]!

38. ábra
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A feladatot inverz alakba írással könnyen megoldhatjuk.

l - x — siny i x  = 2 - s m y .

Most y-t tekintjük független változónak és megiiatározzuk x  maximális 
és minimális értékét. A sinj^ +  1 és - 1  között változhat, így =  
=  2+1 =  3 (ha sinj^ = - 1 ) ,  és 2 - 1  =  1 (ha sin,v=l), vagyis a
függvény értelmezési tartománya

Ét.: 1

Az értékkészlet pl. az ábráról leolvasva: 

n KEk.:

Más esetben is előfordulhat, hogy az előbb vázolt módon
— az inverz értékkészletének meghatározása útján — 
állapíthatjuk meg az eredeti függvény értelmezési tartomá­
nyát. Egyes esetekben — az analitikus geometria ismeretében
— grafikusan is meghatározhatjuk a függvény értelmezési 
tartományát.

14. =  25. Ét. = ?  Ék. = ?  A függvény összetartozó pontjai
egy origó középpontú és 5 ^ s ^  sugarú körön helyezkednek el. A kör 
JT-tengelyre bocsátott vetülete a függvény értelmezési tartományát adja 
meg, az y-tengelyre bocsátott vetület pedig az értékkészletet (39. ábra).

É t . : - 5 ^ j c ^ 5 ;  É k . : - 5  ^ > -^ 5 .

39. ábra
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15. 5>̂  + 3.x"=15. É t .= ?  Ék. =  ? 

Átrendezve az eredeti függvényt:

A függvénykapcsolat egy olyan (origó középpontú) ellipszist határoz 
meg, amel>Tiek tengelyei a koordinátaten^lyekkel ^ b ee sn ek ; ennek 
az ellipszisnek a kis- és nag>^engelye adja az értehnczési tartományt, 
ill. értékkészletet.

40. ábra

Mivel az ellipszis egyenletének általános alakja — +  — =  1, ahol a
a* ^

nagytengely fele, és a kistengely fele (40. ábra), kapjuk:

r /é r t

É t : É k . :
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16. — - — = 1 . É t .= ?  Ék.= 
25 16

/. Megoldás:
A függvénykapcsolaí hiperbolát határoz meg (41. ábra), amelynek 

tengelyei a  koordináíatai^lyekkel egybeesnek és valós tengelye 10 egység, 
képzetes tengelye 8 ^ység. Mivel

ű =  5; ^ =  4, ezért

Ét.

Ét.

Ék,

— — 5, és 

W ^5.
— oo < 4 - 0 0 .

vagyis

41. ábra

II. Megoldás:
A feladatot úgy is megoldjuk, hogy a függvényt explicit alakra hozzuk, 

majd meghatározzuk értelmezési tartományát és értékkészletét.

16
x^-25 y = ±~}lx^-25.

A felirt irracionális függvény értelmezési tartománya 

Ét.: M ^ 5 ,

mivel ez esetben áll a gyökjel alatt nemnegatív érték. Mivel a gyök min­
den valós értéket felvehet (a ±  előjelek figyelembevételével), tehát

Ék.: - o o < ^ < + e o .
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y ^ s l fx ;  y^=l25x; x = ^ .

Most felcseréljük a változókat, és így megkapjuk inverz függ­
vényét :

je
y

17. Határozzuk meg az y=5V x  függvény iavarz fii^éeyét!
írjuk fel az eredeti függvényt inverz kapcsolatit, azaz fejezzük ki

t-ct >-nal:
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18. Határozzuk meg az y  --
1

x —5 függvény inverz függvényét!

Most — a változatosság kedvéért — előbb cseréljük fel a változókat 
(Így megkapjuk az adott függvény inverz függvényét implicit alakban),

majd utána hozzuk explicit alakra. A z y  ^ ^  függvény inverz függ­

vénye: JC =
1

Jc-5

y -5
; ezt átalakítva:

^  1 1 
>^-5 =  — , vagyis y  = ----h5.

X  X

19. Határozzuk meg az ^= sh jc  függvény inverz függvényét!

^ = sh X ------- ------ az eredeti függvény. Ha ebben a változókat felcse-

Iéljük, akkor megkapjuk az y= sh  x  függvény inverz függvényének implicit 
alakját; ez tehát

Ezt kell explk:it alakra hoznunk:

2x = e^-e-^\-e^;
2xe  ̂= e^^-l; 
e-^-2xe^~l =0; 

c/ másodfokú függvény ^'-ban. Tehát megoldása

2 X + /4 F + 4  _____
------  :=jc±\x^^l;
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Az így kapott exponenciális egyenletekből kell y-t kifejeznünk:

3̂ 1 =  In (jc+ f i m ) ,  iil. >̂8 =  In (at ~  Vx*TI).

Az >’2 semmilyen jc-re sincs értelmezve, hiszen ^  x  minden
jc-re, és ezért az In után álló kifejezés (argumentum) szintén minden .x-re 
negatív, így logaritmusa nincs értelmezve.

A feladat egyetlen megoldása tehát:

y = ln{x+in?+T);

y =  ar sh j: =  In (jc+

20. Határozzuk meg az arch;c függvényt a ch:^: függvényből!

2
ebből az arch inverz függvény implicit alakja:

Ezt kell explicit alakra hoznunk:

2x = e^+e'^\-e^;

2xe^ = e*^+l; 

e^^-2xe^+l=0; 

ez e^-l>an másodfokú függvény, melynek megoldása

e^= x+ Íx* -l;

Ezekből > t̂ kifejezve:

>̂1=  ln ( jc + y V - l) ,  és >̂2= I n ( jc - y V ~ l ) .

Az yi Függvény értelmezési tartománya jc ^ l ,  ui. ekkor a gyökjel alatt 
nemnegativ szám áll, és így x + Y x^- í ^  1, Az  fü ^ é n y  értelmezési 
tartománya j o I ,  ui. ekkor x —}fx^—l >  0. Viszont x=  1 esetben a loga­
ritmus argumentuma nulla, és erre a logaritmust nem értelmeztük.

40

(x ^ y ^ F ^ í) (x + V ^ l)

igazoljuk még, hogy y  = la(x~|/Gcm )  helyett y  = -ln(x-f
is írható. Alakítsuk át az ŷ  ^  In függvényt:

3̂ 2 =  In ( j c - - 1) =  In

JC*-JC*+1
=  In

x+ Yx^-í 
=  - I n  (x 4 -] fx ^ - l) ;

x ^ Í x ^ - \  
tehát az inverz függvény

=  ar eh jc =  In (jc± ] !x ^ - l)  =  ±In (ac+ Í x ^ - \ )  

alakban is írható.

21. Határozzuk meg a th jc függvény inverz függvényét és értelmezési 
tartományát!

3; =  th x =  ---------- .

A függvény inverz függvénye implicit alakban:

xe^+xe-^ = e^-e-^\-e^-, 

c*>’( l - x ) =  1+ x ;

1 + x
; 2>> = In l + x

l ~ x ’

1 , l + x  1/1 +x

Vagyis az inverz függvény

3̂  =  ar th jc =  In j Z j - ^  •

l>cn függvény értelmezési tartományát a következő egyenlőtlenségből 
kapjuk:

1+JC
r ^ '

0.
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A feladatot grafikusan oldjuk meg (42. ábra). Felrajzoljuk az y =  1+x, 
és az y  = 1—x  egyenest. Mint az ábrából leolvasható, az ötelmezési 
tartomány:

É t.:  - 1

ui. itt mindkét egyenes előjele egyező, ezen a tartományon kívül pedig 
az egyik pozitív, a másik negatív.

42. ábra

Az értelmezési tartomány tehát a — 1 és +1 közé eső szakasz. A — 1 
pontra az In jel mögött 0 áll, a +1 pontban a tört nevezője 0, tehát ezek 
nem tartoznak az értelmezési tartományhoz.

22. Határozzuk meg az ^=cthjc függvény inverz függvényét! 

e^~e ^

Az inverz függvény implicit alakban:

X  —

xe^-xe~^ + 

xe^^-x = e^^-{-\\ 

e^^{x-l) = x ^ \ \  
x + \
x —l

42

Mindkét oldal logaritmusát véve: 

x+ 12y = ínJC-1’
ebből

fchát

A füg^ény értelmezési tartományát grafikusan határozzuk meg (43. 
ábra). Mint az az ábrából látható, a gyökjel alatti kifejezés akkor pozitív.

43. ábra

ha Ul 1. Ha jc =  +1, akkor a tört nevezője 0; ha jc =  — 1, akkor a szám­
láló, ezzel együtt a logaritmus argumentuma 0, ezért a ±1 pontok már 
m:fii tartoznak az értelmezési tartományhoz. Vagyis az értelmezési tar­
tomány az 1-nél nagyobb abszolút értékű számok halmaza.
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n . A HATÁRÉRTÉK ELMÉLETE

1. Számsorozat határértéke

Számsorozat úgy keletkezik, hogy minden természetes szám­
hoz — növekvő sorrendben — egy-egy számot rendelünk. 
Az egyes számokat a sorozat tagjainak nevezzük, és Oi, a^, 
a„, ... betűkkel jelöljük. Az index azt mutatja, hogy a tagot 
melyik egész számhoz rendeltük; pl. az 5 számhoz rendelt 
tag. A sorozat minden tagjának megfelel a számegyenes egy 
pontja, így minden számsorozathoz tartozik egy pontsorozat 
a számegyenesen.

Néhány számsorozat:

1, 3, 5,7, ..., általánosan a„ — In —\',

1, i ,  i ,  i ,  —. általánosan ;
1 ,4 ,9 ,1 6 ,..., általánosan a„ = n .̂
A sorozatokat megadhatjuk a következő módon:
a) Általmos taggal. Az előbbi sorozatok képzési szabálya 

egy-egy olyan formula, amelyből az n szám ismeretében a 
sorozat n-edik tagja, kiszámítható.

b) Rekurzióval. Rekurzióval úgy adunk meg egy sorozto t, 
hogy előírjuk, hogyan kell a sorozat bármely tagját az előzőek 
ismeretében kiszámítani. Például megadhatjuk, hogy űi =  8;

ű2=12 és a„+i =  ; vagyis a sorozat első néhány tagja

8, 12, 10, II, 10,5,... .
c) Utasítással. Utasítással úgy adunk meg egy sorozatot, 

hogy szóban előírjuk a sorozat /i-edik tagjának meghatározási

módját. PL: „Legyen a sorozat n-edik tagja az — végtelen

szakaszos tizedestört n tizedesjegyig számított értéke.” Más
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példa „A sorozat n-edik tagja a /Tirracionális szám n tizedes­
jegyig számított értéke” .

Valamely sorozatot akkor nevezünk szigorúan monoton növe­
kedőnek, ha bármely tagja az előzőnél nagyobb. Jelölés: 

Valamely sorozat akkor szigorúan monoton csök­
kenő, ha bármely tagja az előzőnél kisebb. Jelölés: < a„ .

Pl.: 1 ,2 ,3 ,..., a természetes számok sorozata, szigorúan 
monoton növekedő. Ezzel szemben 1, ..., a természe­
tes számok reciprokából képezett sorozat, szigorúan monoton 
csökkenő. Ha az egyenlőséget is megengedjük, akkor a sorozat 
monoton növekvő, ill. monoton csökkenő. P l.: monoton növe­
kedő az 1,2,2, 3, 3, 3, 4,4, 4, 4, ... sorozat.

Valamely sorozatot akkor nevezünk korlátosnak, ha van 
olyan M > 0  szám, amelyre igaz, hogy a sorozat bármely 
tagjának abszolút értéke kisebb, mint a M  szám. Jelölés: 
|a , |< M  bármely n-re.

Torlódási pontnak nevezzük a számegyenes azon pontját, 
amelynek tetszőlegesen kis környezetében a sorozatnak végte­
len sok tagja van. Egy sorozatnak lehet egy vagy több torlódási 
pontja, esetleg nincs torlódási pontja. Például

a) vT tizedestört alakjából képezzük az alábbi sorozatot: 
1,4, 1,41,1,414,.... A sorozatnak csak egy torlódási pontja 
van, mégpedig éppen f i  értéke.

l>) 2 ,-^ , 3 , ^ , . . . .  A sorozatnak egy torlódási pontja 
van (ez a zérus), de a sorozat nem korlátos.

<:) 0,9, —0,99,0,999, —0,9999,.... A sorozatnak két torló­
dási pontja van, ezek -1-1 és —1.

d) 1,2, 3 ,4 , . . . .  A természetes számokból alkotott sorozat­
nak nincs a végesben torlódási pontja.

Valamely sorozat akkor konvergens, ha korlátos és csak 
egyetlen torlódási pontja van, melyet ekkor a sorozat határ­
értékének nevezünk. Ezt így is me^ogalmazhatjuk: Valamely 
sorozat ^ k o r  konvergens, mégpedig az A véges határértékhez 
konvergál, ha bármely adott £ > 0-hoz (e tetszőlegesen kicsiny 
pozitív szám lehet) mindig található egy olyan — e-tól függő
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— N = N (s)  szám, hogy n ^ N esetén — űf„| <  e. Ezt az alábbi 
módon jelöljük:

lim a„ = A.n-*oo
Valamely sorozat divergens^ ha több torlódási pontja van, 

ha nincs torlódási pontja, vagy ha egy torlódási pontja van 
ugyan, de nem korlátos. Ilyenek voltak a d j, cj és d) alatti 
sorozatok.

Ha n-^oo esetben akkor azt szokás mondani, hogy
határértéke -f «>.

Jelölés: lim a„ =  oo.
n-*oo

Ha esetben a„-^ akkor azt szokás mondani, hogy 
határértéke — «>.

Jelölés: lim űt„ =  —
n-»oo

Az egyes típusokat a gyakorló feladatok megoldásakor 
tárgyaljuk-

Először olyan sorozatok határértékét számítjuk majd ki, 
amelyek általános tagja racionális törtkifejezés. Az ilyen típusú 
sorozat határértékét a következő módon határozzuk meg: 
Megállapítjuk a számláló és nevező fokszámát. Osztjuk a 
számlálót és a nevezőt a kisebb fokszámű taggal, így határoz­
hatjuk meg, hogy a számlálóban, ill. nevezőben mely tagok 
hanyagolhatók el. Eredményül azt kapjuk, hogy ha a számláló 
magasabb fokú, mint a nevező, akkor a sorozat divergens. 
Ha a két fokszám megegyezik, akkor konvergens és határ­
értéke a legmagasabb fokú tagok együtthatóinak hányadosával 
egyenlő. Ha a nevező fokszáma nagyobb, mint a számlálóé,
a]^or konvergens és határértéke nulla. (Ezeket az állításokat 
a gyakorló feladatok számítása során belátjuk.)

Számításaink során a következő — sorozatok határértékére 
vonatkozó — tételeket használjuk fel:

a) lim — =0. Ha a sorozat számlálója állandó, nevezője
„-.oo n

pedig n növelésével végtelenhez tart, akkor a sorozat határ­
értéke nulla.
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b) Ha lim ű, =  és lim =  B,
Il-»oe> n - í o o

vagyis az egyik sorozat az A véges számhoz, a másik sorozat 
pedig a B  véges számhoz tart, akkor

lim (a, JrK) = A + B-, lim a„b„ = AB-, 

lia B^Q , akkor ezen kívül

I- ^
i™  i r  =  » ’n-^co n  n-*oo

Gyakorló feladatok 

3 « -2

ün k Á k

A
; limn-*oo r

1. ; lím £7̂  =  ? A számláló és nevező egyaránt elsőfokú,
»» n-»oo

tehát a sorozat konvergens. Osszuk el a számlálót és nevezőt w-nel!

, 3/1-2
hm ------- =  lim

n-*oo n jí-»oo mert lim — =  0.
n-^oo n

2 /r» -4
lim ű- =  ?

2/z» -4
lím

2- ^

5 -----
n

4 2
Utható, hogy lim - -  és lim — egyaránt 0, ezért lim 

H-̂ oo #1* „_oo n „_oa

4
2-----

2

5 - A  ^
5i^-2

—--—— ; Hm ű„ =  ? A számláló fokszáma eggyel nagyobb. 
J /l +  1 n-»oo

mint a nevezőé! Osszuk végig a számlálót is és a nevezőt is «-nel! 

hm ---------=  íim
3#i+ l

- 3 . 1
n
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Látható, hogy lím — = 0  és lim —  =  0, így
n -*oett? rt~*o° ^

5/1
lim ű„ = líni

-3

— 4«“-^54  ̂ --; lini ö  ̂=  ? A nevező fokszáma a nagyobb, kíeinel-
5tr̂  — 2n « - . o o

hetö az n \  amellyel a számlálót és a nevezőt is végígoszthatjiik:

n=í-4 + -^ 
-An- + 5 . \  nV

lim
5 tr-  ln

— 4 - f -

—  >í.n" 1 5n-----
V «

-  lim —
5//-

5 2
Mivel lim ~  =  0, és !im — ezért

„-►OG n~»cc n

5
■"*■*7= - 4

lim -----------=  lim ----- =  0.
n-»co 2 n-*<x> 5/í

5/1-----
fi

Most olyan törtekkel foglalkozunk, amelyekben az n irracionális kifeje­
zése fordul elő.

3̂ ----------------------

5 . a„ — — ' ^ ; lim űt„ =  ? Kiemelünk a számlálóból és nevezö-
/í-f-2 n-+oo

bol /f-et, majd egyszerűsítünk :
3 3

lim
n - » c

=  lim

" ( ■ 4 )  ■
2

11 — 
n

4 3 2
Mivel lim — - 0 ;  lim — =  0; lim — =  0, ezert

«-oo n n-.oo /i-o- /í

lim
lf-»o

f n /i-

1 + —
n
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libben a példában ugyanis a számláló fokszáma y , a nevezőé I, tehát az 
utóbbi a magasabb.

V/I3+5/I"
6.  ; lim =  ? Kiemelünk a számlálóban és a neve-

Yn‘-4íi‘
/öben «-et, majd egyszerűsítünk:

nVn + 5 V'/J+SIim ------------- =: Ilin -------------- ^

Mivel lim — =  0, ezért
If-^ o o  / í

» í̂í+5 .  , _________
iini —-----------=  lim y/i4-5 ~  09.

„-♦oo 3^-------- - n-*oo

3 3
llt ui. a számláló fokszáma — , a nevezőé j =  1, és így a számláló fok- 

»/áma a nevezőénél nagyobb, ezért a határérték valóban csak ■» lehet.

»'4/i*+2n
'• ----------------- : lim ű„ =  ? A számláló és nevező fokszáma meg-

egyezik.
f'Sn'-őn

lim |̂ 4«« + 2n i/4n*+2n
, 3 _̂_____________

|'5n*-6/i
„-*03 r 5/1*- 6/f

A gyökjel alatti kifejezés határértéke: lim — — ^  így az ere­
deti sorozat határértéke:

, ú „ i / g ± p = i A 4 .
»-*oo r 5/i«-6#i r 5

B -|.e o  5/1* —6/1 5

4 Differenciálszámítás
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f3n*+ 2+^27
Hm fl„ =  ? A számiáiól^i és nevezőből ki

ílF Tn-n  ” 
emelünk /i-et, majd egyszerűsítünk:

lfíi? + 2 + Í2 n
lim — -̂--------------= Iim

— iim -
n-*oo

A képletben levő törtek határértékei:

és így

2 1 1 . 2  
lim — =  0; iim — — 0; Iim — =  0; lim — =  0,

in-»oo W* n-»oo n  n-*oo  /I® »-»co fi

lim
n -* o o

Ebben a példában ui. a számláló és nevező egyaránt elsőfokú, a megfelelő 
együtthatók pedig }fJ, ill. -1 .

9- a„ =  V/i*+l —//; lim í?„= ? A sorozat n-edik tagját megadó képlet
n-» oo

mindkét tagja végtelenhez tart és így formálisan a oo —«, határozatlan 
értékét kellene kiszámítanunk, de ezt közvetlenül nem tudjuk, mert ez 
egyaránt lehet nulla, véges nemnulla és végtelen. A feladatot úgy oldjuk 
meg, hogy az (ű+6) {a — b) =  a^-b-  ismert összefüggés felhasználásával 
a számlálóban a gyökös tagot kiküszöböljük. E célból a kifejezést szo­
rozzuk és osztjuk (iZ/i -̂i-1 4-/0-nel.

lim 1 — w) =  lim

=  0,

ui, a számláló 1, a nevező pedig n növekedtével végtelenhez tart.
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10. =  + lim =  ?

Mi»l a számlálót és a nevezőt (l''5/i“+ 1 +/i)-nel szorozzuk:

lim ( r 5 n = + l- » ) =  Imi ----------- — ------------- -- --
K5«=+l+/i

5«*+ l-n*  4n*+l 
lim ----= lim

K5S+T+/Í >•-“>
kiemelve, majd egyszerűsítve:

iim
4/i H----

« 4n lim —- ... ....... =  lim ------
«-*oo -,/ T „_»oo' l í  í~ «-*oo -1 / í~„]/5  + - + „  1/ 5+ i-M

11. ű,. =  1 — 3//; lim =  ?
a-*oo

lim ( j^ 9 íP + 2 n -l-3 « )  =

(y9«*+2n- i -3/i)(y9n* +  2 n - 1 +3«)
h m .................... — ------------------

}^9«*+2fl-l +  3n

9»" +  2 n - l - 9 n ’ . 2/1-1
lim ■■ ---------- =  hm

» - “ ) '9 n * + 2 n -l+ 3 n  n-»~/9„2 +  2 n - l  +  3»

"(-I) 2 2 1
/9  + 3 6 3

2. Függvény határértéke

Az eddig vizsgáit sorozatok olyan függvényekként értelmez- 
liclök, amelyek argumentuma (független változója) csak egész 
í'ttékeicet vehet fel; a  fuggvénykapcsolat ekkor /(n )= a„ . Azt 
vizsgáltuk, hogy mihez tart a függvényértékek sorozata, midőn
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a független változó a pozitív egész számokon át tart a végtelen­
hez.

Most folytonosan változó argumentumú függvényekkel fog­
lalkozunk, amelyek értelmezési tartománya vagy a teljes szám­
egyenes, vagy annak egy része.

Függvény határértéke. VdXamely y= f{x ) függvény határértéke 
az x = a  helyen az A  szám, ha bármely az x =  a helyhez konver­
gáló JC3, ... abszcisszasorozatot választva, a megfelelő 
függvényértékek sorozata az A számhoz konvergál. Az előb­
bieket így is mondhatjuk: Ha lim x„=a esetén lim /(jc,)= .4,n~* 00 n-+oo
akkor a függvén5mek az x = a  helyen van határértéke, és ez az 
A  szám. Ennek rövid jelölése: lim f{x)=^A.

x —a
Megjegyzés: A  függvénynek nem kell értelmezve lennie az 

x = a  helyen ahhoz, hogy itt határértéke legyen. Az A szám 
lehet véges, ill. v é tle n .

Véges határérték létezésének szükséges és elégséges feltétele; 
Az y = f{x )  függvény határértéke az x = a  helyen a véges 
A szám, ha bármely kis e > 0  számhoz megadható az „a” 
hely egy olyan á sugarú környezete, hogy \ f{ x ^ —A\ <  e, 
valahányszor |jc,—a| <  8. (Nem használtuk fel azt, hogy az 
„a” hely az y = f{x )  függvény értelmezési tartományához 
tartozik!)

Baloldali határérték. Tartozzék az y = f(x )  függvény értelme­
zési tartományához valamilyen a —e ^  x <  a intervallum. 
A függvény baloldali határértéke az a helyen az az ^  szám, 
amelyhez a függvényértékek sorozata tart, midőn a független 
változó a-nál kisebb számokon keresztül bárhogyan is tart 
az „a”-hoz, vagyis részletesen kiírva, ha n ^  esetén x„-*-a—0, 
és f i x ^ ^ A ,  akkor az A  szám az y = /(x )  függvény x = a  
helyhez tartozó baloldali határértéke. Ennek szokásos rövid 
jelölése:

lim /(.x) =  A.
X-KI —0

Hasonló a jobboldali határérték definíciója is.

Jelölés: lim /(x ) =  A.
jc-*a+0
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Megjegyzés: A két határértéknek nem kell megegyeznie! Ha 
a/onban megegyeznek, akkor értékük egyúttal a függvény 
határértéke is.

Végtelen határérték. Valamely y=zf{x) függvény határértéke 
a/ x = a helyen -f ha bármely „a” helyhez tartó abszcissza­
sorozatra igaz, hogy lim =  esetén lim / ( x J  =  oo.

Jelölés: lim/(x) =  °o.
x-*a

Hasonló módon definiáljuk a - - oo határértéket is.
Jelölés: lim/(x) =  — oo.

x-*a

Megjegyzés: A bal- és jobboldali határérték ugyancsak lehet 
foo vagy —00, és nem kell megegyezniök.

Függvény határértéke a végtelenben. Valamely y —f(x )  függ­
vény határértéke a +  oo-ben az A szám, ha bármely végtelen­
hez tartó abszcisszasorozat esetén az ordináták sorozata ^-hoz 
tart. Vagyis ha lim x„ =  00, és lim /(jc„) =  yí, akkor a függ­
vény határértéke, a +  oo-ben az A szám.

Jelölés: lim f{x)  =  A.
X - * o o

Hasonló a definíció, ha a függvény határértékét a — o°-ben 
akarjuk meghatározni, csak ilyenkor az abszcisszák sorozatát 
úgy kell megválasztanunk, hogy lim x„ =  — «= legyen.

Jelölés: lim f(x )  = A.
X - *  —  o o

Függvény folytonossága. Valamely = /(x ) függvény az x = a  
helyen folytonos, ha az „a” hely a függvény értelmezési tarto­
mányához tartozik és lim /(x )= /(ű ), vagyis, ha az „a” helyen
a függvénynek van határértéke, és ez megegyezik a helyet­
tesítési értékével. Bármely más esetben a függvény nem foly­
tonos.

Egy függvény akkor folytonos valamely a-tól é-ig terjedő 
intervallumban, ha annak minden pontjában folytonos. Az 
tílyan függvényt, amely a számegyenes minden pontjában 
folytonos, mindenütt folytonos függvénynek nevezzük. Ilyenek
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pl. a racionális egész függvények, az exponenciális függvények, 
a szinusz- és koszinuszfüggvény stb.

Az y = f{x )  függvénynek pólusa van az y = a  helyen, ha 
bal- vagy jobboldali határértéke, vagy mindkettő +  vagy
—  oo.

Megszüntethető szakadása van az y= f{x )  függvénynek az 
jc= c helyen, ha a-ban létezik véges határértéke, de az vagy nem 
egyezik meg az f{a) függvényértékkel, vagy az a helyen a függ­
vény nincs is értelmezve.

Legyenek f{x)  és g(x) olyan függvények, amelyeknek az 
x = a  helyen van határértékük és az véges szám, vagyis

lim/(x) = A és limg(A;) =  B.
x-*a x-*a

A két függvény összegének és különbségének határértéke 
az x  = a helyen;

lim [/(x) ±g{x)\ = A ± B .
x-*a

A két függvény szorzatának határértéke az ,\:=a helyen:

\\m fix)-g ix ) = AB.
x-^a

A két függvény hányadosának határértéke (feltételezve, hogy 
az osztó határértéke nem nulla):

lim 4 4  =  ^  ( 5 ^ 0 ) .  g(x) B
A gyakorló feladatok megoldása során sokszor felhasznál­

juk azt, hogy ha egy tört számlálója és nevezője azonos kifeje­
zés, akkor értékük az értelmezési tartományban azonosan 
egy, tehát határértékük minden pontban szintén 1.

Pl.: lim
x —a
X -

=  1, bármely „a” értékre.

A következőkben olyan feladatokkal foglalkozunk, ame­
lyekben egy törtkifejezés valamely x helyen nincs értelmezve, 
mert behelyettesítéssel határozatlan értéket ad. Ilyenkor az 
eredeti függvényt olyan függvénnyé alakítjuk át, amely e hely
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kivételével mindenütt megegyezik az eredetivel, de amelynek 
c/cii a helyen már van helyettesítési értéke, és ez egyenlő az 
eredeti függvény határértékével.

(gyakorló fdadatok 

I. lim - =  ? A felírt racionális törtfüggvénynek az x =  0x-o je + 3je + 2.v"
helyen nincs helyettesítési értéke, mert nevezője nulla.

3â +2jĉ  . x̂ {2>x̂  + 2)Ilit]--------------- == iifn
.T-̂ o + 3â  + 2jc-̂ X-.0 Jc* + 3a'4- 2) *

Kiemeltük a számláló és nevező legnagyobb közös osztóját, így két 
lívrtfüggvény szorzata határértékének kiszámítása lesz a feladat.

A* 3a^ +  2 hm--- Imi 3aH2 
h m --------------=  1.

x-»o xZ o x  ̂+  3x  +  2

A*
Mivel lim — =  1, ezért a szorzat határértékét a második tényező határ-

x-»0 A®
<írtékc határozza meg. A második tényező eleget tesz azoknak a követel- 
inényeknek is, amelyeket a keresett függvénnyel szemben felállítottunk. 
I /I az elvet alkalmazzuk a további példák megoldásakor is.

A feladat megoldása során sehol sem kellett felhasználnunk, 
hogy X balról vagy jobbról tart-e nullához; ezért közvetlenül 
a határértéket kaptuk.

6a* + 3a* +  5a 0
2* + 7jc»—  ^   ̂ Az A =  0 helyen behelyettesítéssel a — ha­

tározatlan kifejezés adódik. Ezért a határértéket keressük ezen a helyen;

6a" +  3a" + 5a a (6a» + 3a +5)|,m-----------------  Hm ------------ í,
x-*o 4a®+7a* x-^o a(4a^H-7a)

Mivel — minden A-re 1, tehát határértéke is az;
A

6a® + 3a + 5 
x-*Q 4a^ +  7a x-*o

és lim (4a* +  7a) =  0.
x-*Q
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3.  =  ? A helyettesítési érték az x  =  2 hclyai a — ha-
x -2  jc*+3 jc- 1 0  0

tározatian Idfejezés. A számláló és nevező egyaránt másodfokú, így szor­
zattá alakítható:

;c* - 5 x + 6  =  (x - 2 ) ( a:-3 ), 111.

jc*+3;c~ 1 0 = ( a: - 2 ) ( jc+5).

jc*-5x+ 6 (;c-2 )(jc -3 ) 
l im --------------- =  lim -------------------=
x-*2 a :*+ 3x-10  3c-*2 (ac-2)(jf+5)

r  ^ “ 2 x-^3 ( 1 \ 1 
=  h m ---- r - l i ö i ---- 1*| — —\ =  —r *

x -*2 X - 2  x - * t x + 5  V 7

i l + x - M S x - l
4. lim =  ? Először a helyettesítési értékeket hatá-

*-*I^&c+4-/7x+2 
rozzuk meg.
A számláló: » '7 + 2 -» '1 0 -1  =  3 - 3  =  0.
Anevezö: f l 2 + 4 - » 'l 4 + 2  =  4 - 4  =  0.

Bővítjük a  törtet a ( j / l+ x + Í 5 x —X ) i S kifejezéssel:

. ( /7 + i - f 5 Í ^ ( |^ 7 + i+ /5 ] ^ ^ ( /6 Í + 4 + /7 Í + ^
lim — ---------------------------------------------------------------=s
x -* (y fa + 4 -y 7 Í+ ^ (y 6 x + 4 + y 7 x + 2 )(/7 + i+ /5 Í^

. 7+ X -5X + 1  Í 6 ^ + Í T ^ 2=  lim ----------------- •—■ - —------ =s
* - a & e + 4 - 7 x - 2  / 7 + * + / 5 * - l

- 4 j :+ 8  . Í6x-^-A + Í lx + 2
=  lim ----------- • lim —------ ------------- .

- x +2 *-2 /7+AT+/5JC-1
Felhasználtuk, hogy a szorzat határértéke a tényezők határértékének 

szorzatával egyenlő:

-4 ( ;c - 2 )  Í 6 Í ^ + ^ l x  + 2 4 + 4  32 ,  1
lim ------------- -lim —------ ----- ' =  4*------=  — =  5— .

x -^ 2 - 1 ( x - 2 )  ,^ 2  ^t ^ x +Í5x - \  3 +  3 6 3

. Í5 - Í5 -x + j^
5. Km

x -O  X

0
— határozatlan kifejezés.

=  ? A helyettesítési érték az jc =  0 helyen a
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Ciyöktelenítjük a számlálót:

S -5 + x-x= -=  hm -------------------------- --- lim

= lim x { l - x )
=  lim 1-JC
=  í J i n --------------------------—  —

-̂♦0 Jc(K5 + ) ^ - jc + ,xO  ^-"0 |^5 +  K 5 - jc+ jc*

=  - Í _  =  Í I
2Í5 10 ■

* ^̂ 1 - cosj: ^  helyettesítési érték e he ly en e red m én y t ad. 

A törtet bővítjük 1^1+cos ;c-szel.

-hCOSJC:r]^H-cosjc
— =  lim ------- :-----

x-*o y 1 — cos^ X -̂̂ 0 sin jc

lim — • lim fT + c ö sT =  1 • ̂ 2 =  K'2.x-»o sin X X-+0 
lU felhasználtuk azt az ismert összefüggést, hogy

lim
-»o sin;c

= 1.

Fchát
lim ------
^ -♦ 0  1^1 - c o s  JC 

1 -C O S J C

= F̂2.

Ji wva ^ Q
i ™ ---- X— ®®**elyettesítéssel a  — határozatlan kifejezést

kapjuk.
Bővítjük a törtet (1 + cos x)-szel.

(1 -  cos j:) (1 + cos x) , 1 -cos* x  lim  ̂ ------- - =  íjjn----- —  -----
x-40 :*:(! 4-cos jc) jc-»o or(I+cosx)

s m x s in x  .. sinx .. sinjc
— “fö -------------=  lim --------- lim -------- — = 1 .0  =  0*

X-+0 J c ( l - f c o s  AT) x-»0 X  x - » o l  + c o s j c  ’

I-co sjchm----------- --  Q
^-♦0 X
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8. lim ----------- =  ? Az X =  0 helyen mind a számláló, mind a nevező
jc-O JC*

értéke 0.
Bővítjük a törtet (1 + c o s  x)-S2eI.

l- c o s * x  sin*jc 
lim ------------------ --- lim
x-̂ & x*(l+ cosx) x-O  X*(I+COSJC)

I
lim -
x-*ol+cosx  2 2

1 —cos 2x í  ö \
9. lim -------------- = ?  I— I Az eredeti törtet átalakítva, felhasználva

jc-»o 3jc* 1 0 /
a sin* a+COS® oc= l é s a c o s 2 a  =  cos* a -  sin* a összefüggéseket,

1 -c o s  2jc sin* jc+cos* jc -  (cos* jc -  sin* jc)
lim -----lim
x-*& 3jt x-*0 3jc*

=  lim
2sin*x

x-o 3jc* 

. .10. lim

^ 2 ^ 2  2 
x-»  3 i  JT j  3 3

=  ? Ha x-» akkor mind a számláló, mind a

nevező végtelenné válik, tehát a  — határozatlan kifejezést kapjuk.

A gyökös kifejezéseket dőszőr törtkitevöjű hatványokká alakítjuk át:

x * - x *  
lim -------------

x-̂ oo M 4
8x* +x*

Osztjuk a számlálót és nevezőt x*-mal:

, - - L

1-x* * . 1
Hm --------------=  lim ------- ;—  =  —
X-.00 x-*« _ 1 8

8+x.s s
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5 * -2 -5 *
11. Határozzuk meg az --------------törtkifejezés Jobb-, ül. baloldali ha-

I árértékét az x = 0  helyen. A helyettesítés az első ese tb e  a ------- , a má-

0 - Q
uHJikban a —- — határozatlan kifejezést adja.

5--2-5^ 
lim ------------- =  ?
*+0

Kiemelünk a számlálóból és a nevezőből 5^ -ct:

5- -2-5^ 
lim ------------- =  lim

5-(5 - - 2)

5 ^ - 2
= lim -----------=  lim 5
x-^+O ' 5  ̂ x-^+O

A/ átalakítások során eddig nem kellett figyelembe vennünk, hogy 
t po/itív vagy negatív értékeken át közelíti-e meg a nullát. Most azonban 
A két esetet külön kell választanunk. Ha x jobbról (pozitív értékeken át) 
Irtrt nullához, akkor

- -  1 
lim 5 '  =  lim ---- =  0,

x-»+0 x-» + o i_
5*

Iliivel a nevező kitevője ez esetben + o°-hez, a nevező értéke tehát szintén 
k “*-hez tart.

11a ezzel szemben x  balról (negatív értékeken át) tart nullához, akkor

lim 5 * =  lim 5"' =  ~ .
x->-0 x-»̂ + 0

Tehát

lim 5
x-*-í̂ O

(5 * - 2) = - 10;
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és

lim 5 ( 5' - 2)  =  + - .

A törtfüggvénynek tehát az jc=0 helyen nem egyezik meg a bal- és a jobb­
oldali határértéke, vagyis nem megszüntethető szakadása van.

( I 4 \
---------------- 1 =  ? Először a feladat típusát határozzuk
1 - x  1 - x * ;

meg. lim ------== — « , mert az jc az 1-nél nagyobb számokon keresztül
jc-̂ l+O 1—Jt*

tart az 1-hez, amelyekre a  nevező, tehát a tört is negatív. Viszont

lim — =  lim
x-^1 + 0  1 —JC* x-» i+ o

mivel x ^ l  esetén a nevező, tehát a tört is pozitív.
A típus tehát: — 00-1- 00,

Hozzunk közös nevezőre:

limjc-l + OVl--^ X-1 +
l+Jc+Jc*-4
----------------- =  lim -------------.

1 + 0  l —x* jc-^i+o 1 —;^

A számláló helyettesítési értéke az x = l  helyen: 1 +  1 — 3 =  — 1. A ne­
vező helyettesítési értéke: 1 — 1 =  0.

Ha 1-nél nagyobb számokon keresztül közelítjük meg az 1-et, akkor a 
nevező negatív számokon keresztül tart nullához, így a tört előjele pozi­
tív és határértéke az jc =  I 4-O helyen -h«>:

lim
j c - 1 + 0

í- 1____ 1
U - J C  1 - J C

Ha a tört baloldali határértékét akarjuk meghatározni, akkor figyelembe 
kell vennünk, hogy egynél kisebb jc-ekre a nevező pozitív, míg a számláló 
változatlanul negatív, és így

.í™

13. lim - } / 2 j ^ - 5 x )  =  ? (« > -» )  Az egész kifejezést törtté
X~*oo

alakítjuk úgy, hogy megszorozzuk és elosztjuk a 2x* +  4x -f ]Í2x^ — 5x) 
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kifejezéssel:

( f2 x > + 4 x - l /2 x ‘ -5 x )( l /2 i^ + 4 x + } /2 x ‘- 5 x )lim -------------------------- ---—------------------- - :
V2**+4jc +  »'2x* - 5 *

2;c»+ 4x - í2 * » -5 jc)
=  Imi zzzz:— •— .... =

»—  1ÍZ>^+4x +  Y2x*-5x

9x
=  lim —... —  ■=  lim --------------------------

4 5
Mivel lim — = 0 , és lim — =  0, így 

X-^oo X x-»oo x

lim (Y2ĵ -^4x -  Y2x* - 5 x ) =
2Y2

X X
sm ----- cos —

4 4
14. lim ------------------ =  ? A számláló a  pozitív számokon, a nevező

x-nt+O  X
c o s -

a negatív számokon keresztül tart a nullához, amit így jelölünk:
- 0

Ui. — -nél kevéssel nagyobb szög^t^done a  szinusz függvény értéke na­

gyobb a koszmusz függvényénél; y  -nél kevéssel nagyobb szögekre pedig 

a koszinusz negatív 0- a 44. ábrát).

44. ábra
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Bővítjük a tM e t ^sin -^+ cos-^ |-gyel:

^ ^ ± _ e o s ^ ) ( s H . | + c o s | )

c®*t ( ^ T + co« t )

iim
jc-**+0

=  Iim
x-*K+e

ssbF---- co^ —
4 4

cos

=  Iim
x- *̂+0

X

- • “ T

COS

— Iim
-1

X -.H +0 . X  X  f 2  i t-V+V
í i
2

Ha a baloldali határértéket számítjuk, akkor ugyan — alakú lesz a 

kifejezés, de a foitivel egyező átalakítások után szintén az adódik, hogy

lim
x -» * -0

i2

cos-

és így a bal- és jobboldali batáréiték megegyezik, vagyis

lim
X

cos —

15. lim
JC-* + 0

] /2+ tsx -f2 -tex
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Először a számlálót gyöktelenitjuk:

]/2 + t g x - l / 2 - t g xlim ----------------------- --
X-+ 0  sinjf

=  lim
X-+ + 0

{ Í 7 T ^ x - Í 2 - t i x ) ( Í l  + t s x + Í 2 ^ x )
sin jc {^2 + tZ x ^ Í 2 - t% x }

2 +  tg j t -2 + tg jc= lim --------- —-—  =
x-»+o sinjc (y2 +  tgx+ |^2  —tgx)

2 tg x
— .̂... — =

x-*+o sinx (y 2 + tg x + i^ 2 - tg x )

=  lim

sinx
cosx

*-♦+0 sinx ( |^ 2 + tg x + y 2 - tg x )

2
=  lim

2 Í2
X ^ + O COSX i Y T ^ + j / 2 - t e x )  \ { Í 2 + Í 7 )  2 ■

- 0
Ha a baloldali határértéket keressük, akkor a tört —^ alakú, de a 

határérték az előbbivel megegyezik, tehát 

]Í2 ^ tg x -Í2 - tzx  Í2
lim
x->0

16. lim
x-> + 0

sin (5 + x ) — sin (5—x)

Megjegyzés: Az 5 és az x egyaránt radiánban kifejezett értékeket jelen­
tenek. A számláló és nevező kis pozitív x értékekre pozitív, ui. ekkor 
mind sin(5+x), mind sin(5—x) negatív, de az utóbbi abszolút értéke 
a nagyobb (1. 45. ábrát), és így a k ü lö n b jü k  — a számláló — pozitív.

Felhasználjuk a szö^ggvények különbségiének szorzattá alakítására 
vonatkozó sin (a + ^ )- s in  (pL—fi) = 2 cos oLsinfi azonosságot; így

2cos5-sinx  sinx 
lim ------------------ =  lim 2 cos 5- lim --------=

x -»+ 0  X x -» + 0  x ^ + O  X

=  2 cos 5-1 =  2 cos 5.
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A feladat megoldása akkor teljes, ha meghatározzuk az 5 radián nagy­
ságú szög koszinuszát.

cos 5 cos(5-57,3") =  cos286,5° =  cos(360°-286,5°) =  cos 73,5"= 
=  0,2840.

A keresett határérték tdiát

lim
x-H-O

sin (5 -f x )—sin (5—x)
= 2-0,2840 =  0,5680.

Ha X kis abszolút éitékü  n ^ t í v  értékeket vesz fel, akkor mind a szám-
- 0

áló, mind a nevező negatív, a hányados tehát —-  meghatározatlan alakú.

A fenti átalakítások elvégzésével ugyanarra az eredményre jutunk, tehát 
a bal- és jobboldali határértékek m eg^eznek , vagyis az x= 0  pontban a 
függvény szakadása m^szüntethetö, ha függvényértékként 0,5680-at 
választunk.
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I IL  A D IF F E R E N C IÁ L S Z Á M ÍT Á S  
A LA PFO G A LM A I

L A differenciahányados értelmezése

A függvénykapcsolat összefüggést ad meg a független vál­
tozó és a függvényérték között. így az értelmezési tartomány 
bármely értékére mint független változó értékre kiszámítható 
a hozzá tartozó függvényérték. A függvény menetének vizsgálata 
szükségessé teszi, hogy azt is megállapítsuk, a független vál­
tozó valamilyen megváltozása (növekménye) a hozzá tartozó 
függvényérték milyen megváltozását (növekményét) eredmé­
nyezi. Ennek jellemzésére a két változás viszonyszámát, hánya­
dosát használják (mégpedig a számláló a függő változó növek­
ménye, a nevező pedig a független változóé).

^ 46. ábra

A 46. ábrán látható, hogy ha a független változót : :̂c-ról 
(xQ + Axyre növeljük, ami a függő változó Vo-ról {yQ-i-Ay^ríi 
való változását eredményezi, akkor az előbb bevezetett hánya- 

Ay
dós, vagyis — - , éppen a görbe Xq abszcisszájú pontjából az 

Xq + Ax abszcisszájú pontjába húzott szelő iránytangense.
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c) /!x3 = 0,01; Jy^ =  .Vs-yo'.
4v, =  4 (x„ + + 5 -  =  4 (3 + 0,01)" + 5 -  41 =
=  4-9,0601-36 =  0,2404;

= . ? ^  =  24,04. 
jéx̂ Jxii 0,01

A feladatot azért oldottuk meg ilyen részletesen, hogy lássuk az egy­
szerűsítési lehetőségeket.

5. Az elözö feladatot oldjuk meg általánosan is!

y  =  4x^^-^5; f (x + J x ) -= r  4 (x - h A x f  +  5; f ( x ) 4 x ^  ^5,

Jy  _  4(;c-f J;c? +  5-(4jc" +  5)

Ax J x
4x^ +  8x^x  -+ 4Í2lx)- 4- 5 -  4x^ -  5 8xAx + 4 (Jx)^

~  ------------------------------------------—— ^ ^ —  = . ---------------------------------

J x  J x

Az előbbi eredmények ebből könnyen számíthatók: 

( f '

Íx  + 4Jx.

.8 ;3  + 4-l = 2 4 + 4  =  28;

íl-ü?] = 8 -3  + 4-0,5 =  24 +  2 =  26; 
VAxrJxo

=  8 • 3 H- 4 • 0,01 =  24 4- 0,04 =  24,04.

2. A differenciálhányados értelmezése

Ha az y —f{x)  függvény diíferenciahányadosának 'dz x ^ a  
helyen van határértéke Ax->0 esetén, akkor ezt a határértéket a 
függvény „a” helyhez tartozó differenciálhányadosának (deri­
váltjának) nevezzük.

Jelölések: limAx-̂ O
f(a  -hAx)~f(a) ^  

Ax
ÉL
dx

Ilyenkor azt mondjuk, hogy az y ~ f(x )  függvény az x ^ a  
pontban differenciálható. Ha a függvény egy intervallum min­
den pontjában differenciálható, akkor az intervallumban dif-
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ferenciálhatónak mondjuk; ha értelmezési tartományában min­
denütt differenciálható, akkor — röviden — differenciálhatónak 
nevezzük. A differenciálhányados értéke csak x-től függ, ezért 
egy függvény differenciálhányadosa szintén egy függvény. 
Az y =f{x) függvény deriváltja tehát az a függvény, amelynek 
bármely x helyen számított helyettesítési értéke egyenlő az 
y= f{x)  függvény x  helyen számított differenciahányadosának 
határértékével.

A differenciálhányados geometriai jelentése: Ha J x —0, 
akkor a szelő a határesetben az érintőbe megy át, vagyis a 
differenciálhányados értéke az jc =  a helyen egyenlő a függvény- 
görbe „a” abszcisszájú pontjában húzott érintő iránytangen- 
sével.

Az alábbiakban néhány függvény differenciálhányadosát 
határozzuk meg.

Gyakorló feladatok

1. Határozzuk meg az y= x^  függvény jco=3 abszcisszájú pontjához 
húzott érintő egyenletét! (A feladatot előbb általánosan oldjuk meg, és 
csak ezután helyettesítünk be.) Először a differenciálhányadost számít­
juk ki:

y —x^\ PiZ előző pont 2. példájának eredménye alapján 
áy

-2x + Ax;Jx

■ l i m ----
Jjc-+0 J x

~  lim (2x-i Jx) =
/íx-*0

2x.

Megkaptuk tehát az y ~ x ^  függvény deriváltját mint x  függvényét. 
Az Xq=3 pontban y(3) =  2-3 =  6.

Az érintési pont koordinátái: Po(3;9).
Az érintő iránytangense: m=6.
A  keresett érintő egyenlete tehát

y - 9 = 6 ( x - 3 ) ;  y = 6 x - 9 .
2. Határop^iik meg az j; =  4x^-h5 függvény .\==3 abszcisszájú pont­

jában húzott érintő egyenletét! y  =  4.x:*+5; Az előző pont 4. példájának
Jy

eredménye alapján ---- = 8jc+ 4 í4j«
J x

y' — lim (8a* -f4Jjc) =  8x;
Jx->0

/ ( 3 )  =  8.3 =  24.
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Az érintési pont yo ordinátája: >̂o =  4-9+5 =  41.

/>,(3;41); m=24.

Az érintő egyenlete tehát:

y - 4 i  =  24(jc-3) =  24x-72;  

y = 2 4 x - 3 h

3. Határozzuk meg az y  =
x - 1

függvény deriváltját!

A függvény növekménye:

3 3 3 ( x ~ l ) - 3 { x + A x - l )
Ay==

x ^ A x - 1  x - 1  { x - ^ A x - l ) { x ~ l)  

3x -21  - 3 x -Z A x -¥2\ -3 A x

(x -h A x -7 )(x -7 )  

a differenciálhányados:

Ay
y  — lim —  =  lim

(jc + ̂ dx-7)(x-7)’

-3 A x
Ax-*o Ax Jx-*o A x(x  f  Ax - 7 ) ( x ~  7)

- 3  3
_  jjm --------------------- = ---------- .

Ax-^o (x -{ -A x -7 )(x -7 )  { x - 7 f

4. Határozzuk meg diz y=}flc függvény deriváltját! 

A y ^ S  x ^ r A x - Í x \

Ay i  x + A x - i l c  x ^ A x - } l x ) { Í  x  + Ax + }[x)
Ax Ax

x-h A x—x

Ax{S x - \^ A x ^ Í  x) 

1

lim-

AxiSx+Ax + ̂ ld Íx  + Ax-\-Íx 

1 1

}/x+Ax-{-Ílc 2 f i  

Tehát 2a .y  — }fx függvény deriváltja y  =
1

IV. D IF F E R E N C IÁ L Á S I SZA BÁ LY O K  
ÉS E L E M I FÜ G G V É N Y T ÍPU SO K  
D IFFE R E N C IÁ L H Á N Y A D O S A I

Az előző fejezetben egy-egy konkrét példán láttuk, hogyan 
lehet egy függvény derivált függvényét a diíferenciahányados 
határértékének kiszámítása útján meghatározni. Hasonló­
képpen kaphatók meg az egyes elemi íuggvénytípusok dif­
ferenciálhányadosai is, melyek ismeretében a következőkben 
tárgyalt diiierenciálási szabályok segítségével bonyoiultabb 
függvények diíTerenciálhányadosa is meghatározható. A gya­
korlatban általában így számítják ki adott függvények dif­
ferenciálhányadosát.

1. Alapvető differenciálási szabályok

a) Konstans differenciálhányadosa. Ha >’ =  a (ű =  állandó), 
akkor y ' = 0. Vagyis a konstans differenciálhányadosa nulla.

b) Állandóval szorzott függvény differenciálhányadosa. Ha 
y  — cf{x) alakú (c —állandó), akkor Y  ~ c f \x ) .  Vagyis a dif­
ferenciálhányadost úgy számítjuk ki, hogy a függvény derivált­
ját szorozzuk az állandóval.

c) összegfüggvény differenciálhányadosa. Ha y  =  u(x) +  
-f-r(,Y), akkor y ' =  u '{ x )v '{ x ) .  Vagyis összegföggvény dif- 
i'erenciálhányadosa a tagok differenciálhányadosának összegé­
vel egyenlő. A szabály akárhány tag differenciálására is igaz.

d) Két függvény különbségének differenciálhányadosa. Ha
V =  u { x ) - v ( x \  akkor /  =  u \x )  — v'{x). Vagyis különbséget 
tagonként differenciálunk.

e) Két függvény szorzatának differenciálhányadosa. Ha 
>̂ =  w(.v)d(a) alakú, akkor y ' =  u'{x)v{x)-ru{x)v\x); rövi- 
debb jelöléssel: y ' =  u'v-\-uv'. Vagyis két függvény szorzatá­
nak differenciálhányadosát úgy számítjuk ki, hogy az első
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tényező deriváltját szorozzuk a változatlan második tényezővel, 
majd ehhez hozzáadjuk a változatlan első tényező és a második 
tényező deriváltjának szorzatát. Hasonlóképpen kell differen­
ciálni a többtényezős szorzat függvényeket is; pl. három té­
nyező esetén a szabály: ha

y  =  u{x)v{x)z(xX akkor

f) Két függvény hányadosának differenciálhányadosa. Ha

u (x )  , u { x ) v ( x ) ~ i f { x ) v '( x )  .. 
y  =- alakú, akkor y  =  ---------; röviden:

y  . Vagyis két függvény hányadosának deriváltját

úgy számítjuk ki, hogy a számláló deriváltját szorozzuk a 
nevezővel, ebből kivonjuk a számlálónak és a nevező deriváltjá­
nak szorzatát, a különbséget osztjuk a nevező négyzetével.

g) Összetett közvetett függvény deriváltja. Ha y~f{(p{x)] 
vagyis >—/(«), ahol u—(p{x), akkor y — f{u )-u . Tehát a 
függvényt úgy deriváljuk, mintha független változója az u 
függvény lenne (azonban u helyébe itt is helyettesí­
tünk), majd az így számított deriváltat szorozzuk u-nak x

szerinti deriváltjávaL Más jelöléssel; dx du dx
Hasonlóképpen kell diíferenciálni a többszörösen összetett 

függvényeket is. Például háromszorosan összetett függvényre 
a szabály: ha

^-f{g[h{x)]} = f(u \  ahol M W.

és v — h(x), akkor

dy dy du do 
dx du dv dx

Ezt az eljárást az ún. lánc szabálynak nevezzük.
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2. Hatváiiji’üggvény dllferenciálása

j; —x”; y '~  ahol n racionális szám.

Tehát bármely racionális kitevőjű hatványfüggvény dif­
ferenciálhányadosát úgy számítjuk ki, hogy az eredeti kitevő­
vel szorozzuk az alap eggyei kisebb hatványát. Az alábbi 
gyakorló feladatok megoldása során a hatványfüggvényeken 
gyakoroljuk az alapvető diiTerenciálási szabályokat. (Termé­
szetesen a további elemi függvénytípusok tárgyalása kapcsán 
szintén felhasználjuk majd ezeket a szabályokat.)

Gyakorló feladatok

1, y^x'^\ y
2. y~x~^'y ^ = —4jc~5_

A törtfüggvényt célszerű negatív kitevőjű Ijatvány alakjában írni, mert 
így könnyebben kiszámítható a derivált:

1 6
V* jc’

4. y  = }íx; = l  A  kifejezést törtkitevös alakba írjuk át, majd deri­
válunk :

> = fx^x '‘ \ y' = —x1 i - i  1 -I- 1 1 1
3 3 3

5. y . y =?
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6. y  — x ‘̂ ' f x \ y = l P ^ z  egyenlő alapú hatványok szorzását elvégezve, 
kapjuk:

Jl ^
y =  =  =x*-,

9 *..1. 9 1- 9 ,— 9 r-  
y' = —  ̂ =—x-‘ = —]n? = —X^fÍ.

11 Ü .i  11 i  11V -  11 */—
y' = —x^ » = —x’ = — t ^ = —

8. y -
1

1 2 -í- 2 1 2
---------------- “ -----------------

3 3

10. y = /  = ?
1

36
»*/- I; . ‘ - s  'y =  Fjc =  jc“ ; = — X “  = 36 —

36 í;t«

11. y  =
3,-ACÎJC

; /  = ?

1 -T • 4 - f---- -=JC =; ;y=__JT  = -
X-X- zix^ Zx^ix
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Ix ix
n . y ^ - ^ ,  /  = ?

'Ív.í'* J* 2 15
:^ = ------ = ----- = 3jc"®'“  = 3;c>“;

Az eddig derivált függvények egytagúak voltak. Most többtagú kifeje­
zéseket fogunk deriválni.

1 3 .  j ; =  5 x « + 4 a^ - 3 x =*; /  =  3 0 jt^ + I 6 jc» - 9 jc^

1 4 .  >; =  4 x ’ + i — / = ?
^  ) x

Célszerű először hatvány alakba írnunk minden tagot:

1 2 -i
y = Ax̂ -\------- ^  = 4x^+jc~»-2jc *;

^  i x

V'=  28;c‘ - 3 jc- * - 2 Í - —] x '*  =  28;r«- — + —
V 2 j  ^ rx

\ 5 .  y ^ i x U - ^  + 2;  /  =  ?

_ 5 i  JL
y =  3jc»̂jc- — + 2 =  3x* - 5 a: '  * + 2 ;

i x

, 9 i  5 - i  91G 5 9)^í 5 y = — x * + — x  ‘ + ------= ------ + ------- ,
2 6 2 5— 2 V

őlGÍ’ 6 x f i
í x * + 2ĵ16. _v = -----------; /  = ?

/ í

75



A függvény törtfüggvény és a nevező egytagú. Előbb elvégezzük a tagon­
kénti osztást és ezután fogunk csak deriválni.

3;cM-2jc"
y= .

+ 5jcJ'x.

5 Ú - 6 ) / x  ,
17. v = ------ -̂----: y  = ?

A feladatot az előbbi módon oldjuk meg:

15 15 10
y = - - x  *+10x

2 2 U

15 10

18. Határozzuk meg az >̂ =jc* függvény görbéjének azokat a pontjait, 
amelyekhez húzott érintők párhuzamosak az =  2x+4  egyenessel (47. 
ábra)!

Az adott egyenes iránylangense: 2.
Keressük a görbe azon pontját, amelyhez húzott érintő iránytangense 

szinten 2. Az énntő iránytangense y '= 2 x ;  mivel y '^ 2  kell, hogy legyen, 
tehát 2=2a', azaz x ~ l ,  vagyis a görbe x = l  abszcisszáiú pontiához húzott 
ermtó iranytangense 2.

A feladatnak tehát csak egy megoldása van.
A keresett pont ordinátája: v-=V = í,
A pcirnt tehát: P o(l;l).

3_
19. Határozzuk meg az y= V x  függvény azon pontjait, amelyekhez 

huzott enntok párhuzamosak az y x - \ - 4  egvenessei ('48. ábra)! tűuk  
fel az érintők egyenletét!

48. ábra

y= Yx -^x’‘; =

Mivel /w= 1, tehát 1 

mindkéi oldalt —

i
~ — ; ebből — harmadik hatványra emelve

1 I2 7 = — ; a:“ = — : ;c =
27' ± Y fj  ^3y'3

A keresett pontok abszcisszái tehát 

-V 3

±K3

47. ábra
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Az ordináták [itt az x =  — ^  alakot célszerűbb behelyettesíteni]:

® n -  " r r  i ^ r L - ^ ±

Az érintési pontok tehát

Pl
f / 3  1 1 és Í í

9 ’ Váj
11

9
1

73 J
A keresett egyenesek egyenleteinek niegiiatározása (m -1): 
A Pl ponthoz húzott érintő cg>eniete;

y — — = l
V3

X - -

A Pl ponthoz húzott érintő egyenlete:

>̂3
JC +

r i

20. Határozzuk meg az .rv=8 görbe P f  
érintők merőlegesek az y -  3.v+2 egyenesre (49. ábra)! Írjuk lel az egye
nesek egyenletét! ^

x y ^ s ;  >. = —-=8x->:

49. ábra
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Az egyenes iránytangense: mi=3.
Az adott egyenesre merőleges egyenes iránytangense a merőlegesség

feltétele alapján: ntz =  — — = ----- .
nti 3

Kiszámítjuk — a derivált ismeretében — a függvény azon pontjainak 
abszcisszáit, amelyekhez húzott érintők iránytangense —

8
jc* =  24; .v =  ±V24 =  ± 2 í ^ .

a-i = 2F6; x^=^-2Í6. 

A  keresett pontok ordinátái:

>'i =
8 4 2}'6

2 Í l  U  3 
Az érintési pontok tehát:

>2 =
2/6

és P .

- 2/6 /6 

2/ 6l- 2 /6; -

Az egyenesek egyenlete:

2/6
J ' - ^  =  - y ( x - 2 / 6 ) ,  iU. J-+ ^ j ( x + 2/Ö .

21. Az jc>^*=25 görbe valamely pontjához húzott érintő az ^ iengely  
poatjv irányával 60°-os szöget zár be. Határozzuk meg ezt a pontot 
(50. á& ájr

= 25; y  = ± — .

A függvény, amint ez az ábrából is látható, kétértékű, szimmetrikus 
az ^-tengelyre, és értelmezési tartománya a pozitív A^-tengely. Mivel az 
X-tengely feletti pontokban húzott érintők az JT-tengellyel tompa szöget 
zárnak be, ezért a feladat feltételének megfelelő pont csak az A"-tengely

alatt lehet. A függvény megfelelő szárának explicit egyenlete: y  = ---- zr
ix .

5 . i  , 5 - i  5 5
í ’ =  — -  = - S x  y  = — x  » =  - — = —

]/x 2 2 / ^  Zvfx

Az érintő iránytangense tg 60“=  /3 .
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A keresett pont abszcisszájának meghatározása:

-y i'lx f>

25.3 = - ;

50. ábra

^ = -5

és így az érintési pont

■.[Ti _s ín
í  '  |'5

22. Mekkora szög alatt metszi az j> =  -Z * + 5  egj-enes az

E^- görtót'^melsző egyenesnek a görbével \
értjük, amelyet az egyenes a metszéspontban huzott e” ntovel za .

Az előbbi kérdés niegválaszolá^ tehat a J
kell határozni az egyenes és a görbe metszéspontjait, z. Ki kUl szamita
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51. ábra

a mctszéspontokbeli érintők iránytangensét. 3. Az egyenes és az érintők 
iránytangense ismeretében meg kell határozni a bezárt .szögeket.

I. A metszéspontok kiszámítása:

y  — —2j:+S 

- 2 x + 5  =  3 » 'í:

2 ;t+ 3 V 'í-5  =  0.

t '̂ 1,2 -3± y^9+ 40  - 3 ± 7

Y x , = l ;  / i ,  =  - ^  =  - Í - .
4 2

Megjegyzés: A felvett görbe egyértékü^ mert nem az v =  ± 3 / i  függ.
függvényt, amelynek az :c=0 

pont kivételevel minden pontja az JT-tengely felett van, így negatív ordi-

ffldínS^."^"*^* ® ™«SoWása

'̂ 1= 1; vi^3jGií = 3.
A metszéspont: P i(j;3 ).

4

5

6 Difrcrciiciálszámítás
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2. Az adott I. egyenes iránytangense: mi =  - 2 .  Az y - 3 ] fx - 3 x ^  
függvény deriváltja:

A derivált helyettesítési értéke az X i= l helyen:

ez az JCi=l abszcisszájú ponthoz húzott érintő — II. egyenes — irány-

tangense, vagyis •
A I. és a II. egyenes által bezárt szög tangense az ismert képlet szerint:

2 —

2

A bezárt szög a =60,3°.

23. /  =  ?

2 ( j c * - 1 ) - 2 a : - 2 x  2x! ^ - 2 - ^ x  ̂ _  - 2 x ^ - 2

2^+3jc , „
24. y==------ — ; y  = ?4x-6

(4 jc+ 3 )  (4 jt -  6 ) -  (2jic»+ 3 x )  • 4

^' = -------------
16;c»+12jc-2 4 ;c- 1 8 - 8 jc» -1 2 a:

(4;c-6)»

8;c*-24x-18 2(4jĉ ~ 12jc- 9 )  4x ‘- 1 2 x - 9

(4a:-6)* 4(2x-3)* 2 ( 2 x - 3 ) ’
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fi+ 2  ,
25. y ~  — -----; y  = 7 A  törtben levő gyökös kifejezéseket törtkitevöjű

h + 2  
hatvány alakjában írjuk:

y=-
jc" +2

A'^4-2

1 - i  JL ± 1 2
j x  ^ ( x ’ + 2 ) - ( x -^+2)j a ' ’’

(x^+2T
1 , 1. A JL i *

— x  <‘ (x ^ + 2 )~ (x ‘ + 2 ) j x  ‘
: ----------------- - ■ , _________

( x h 2 y

1 -i- _ i  I _ i  2
- X  •‘ +X ^ - j X  ^ - j X  *

(x^-^2y

1 _ i  - i  2 ____ —
~ x  ‘‘ +X ‘ — - .V ’ y -

(a’ + 2)-

6Vx 31Gĉ

(h + 2 y

A most következő szorzatok nemcsak szorzatként derivál- 
batók, hanem a deriválás előtt a szorzás elvégzésével hatvány­
függvények deriválására is visszavezethetők. Ezért a feladatokat 
mindkét módon megoldjuk; így meggyőződünk arról is, hogy 
mindkét úton azonos eredményt kapunk.

26. > =

/. Megoldás:

>' = jc=(5x-jt»);

6*
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i i  “

/ / .  Megoldás: M o st e lő b b  végezzüket a szorzá-st, m ajd  a z u tá n  ^liOerenciáíüalc:

y -

A két eredmény teiiál valóban megegyezik.

/. Megoldás:

1
--- :r

i  A

I 1. i  1. - L / l  _JL 1 .A \  
y - y J c ’ "(A:* -X ") + •*' " - fy x  * =

1 * 1. i- i- / 1 -A 1 
=  - x ‘ ' ( x ‘ - .r ' - ' ) + x ‘ [---^ « + - - x  ‘ j

i i  1 1 _ ! .  i  -2 -

5 1 1 1  5 1-- ----------1---- - -----  = . ------ f-
6 6 6 6r— fi

Tx íi?  erx  6xrx
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II. Megoldás:

A  feladat megoldása, a kijelölt szorzás elvégzése után differenciálva:

i  i  1 « 3 3
y ^ x H x ^ - x ' ^ ^ x ' i x * - X

, 5 - i  1 - i  5 1
y  = —  x  '‘ + - - X  ‘ = - — + ------

6 6
6Íx 6}‘x  ̂ 6 Íx (^xix

28. y ^ i l - 2 x - h x ~ ^ )  

/. Megoldás:

> í - 4}‘x
; >' = ?

j' = ( l - 2x+.v-^)(.t»-2jc '“);

y  =  ( - 2 - 3 .t -* ; ( a :^ - 2 .v ''0  +  (1 - 2 x -\-x -^) ,

J- _i. _1. 1 7 JL
= “ 2a:*~3.t +4jc * + 6 x " ^ +  — — - x^ +

3 3

1 -ü  ~iL _A 3
+—Jt *+;c * - 2x *+x » = - 2| ^ ----^

3 3 -----

, 4  6 1 23̂ > 1 1
+ — + -7rr-+-- :̂----- — -------+'-z=-

+

2 1
+ -

r x  }'x^ 3 J/-

8 3,- s  2 7 1 1 = - —F j c - 4—-— +
y'x ■ 3 , -  Yl?

iVx^
8 2 7 1 1- + — 4------- + ------ +----

' xY x

//. Megoldás:

Most előbb elvégezzük a kijelölt szorzást, és azután differenciálunk:

>> = (1 -  2;c + x-=) (.xr^- 2>-'^) =
-í- i:. —1 -i. i  2.

=  x ® -2 jc*4-x ® -2 x’’® 4 4x  ̂ ~ 2 jc’** ;
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8 -íi -í- — —
— X »+ x "* + 2 x : ’ r7x  *

3/]? "
A két eredmény tehát megegyezik.

29. y  =
3x 6 |̂ a: 

4x-2 '5 ;r*-3’

I8x’
y =(4x -2 )(5 a: ''-3 )  20jc* -  lO.t*-12j>c + 6 ’

i_ A
21X ’ (20r* -  lOje - 1 2jt+6) -  18x* (60x* -  20jc -

^ (20x»-10j(*-12x + 6)»
A kijelölt műveleteket már nem végezzük el.

Most az összetett függvényekre oldunk meg egyszerűbb 
feladatokat.

30. >̂ =  (3jc-f7)*; w =  3jc+ 7; j  =  ír. Egy elsőfokú függvény («) hat­
ványfüggvényét kell tehát differenciálnunk.

A feladatot úgy oldjuk meg, hogy ^-nak u szerinti deriváltját szorozzuk 
2<-nak X szerinti deriváltjával (« helyébe behelyettesítve x-et tartalmazó 
kifejezését):

^  =  ^  =  2„ =  2(3x +7);
dx du dx du

—  = 3 , és így —  =  6(3jc+7)=18jt+42. 
dx dx

31. >> = (5;(» + 4x®+l)-’; « = 5j^ + 4jt=+l; > = «-’.

— = - 3«-« = -3(5^+4x* + 1)-‘: 15jf= + 8jf. 
du dx
dy dy du -3(15x--r8.t) 45x^ + 24x
dx du dx (5x^ + 4x*+l)* (5a» + 4jc*+I)^
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32- j ' =  | / ^ + 2 x = *+2x; u =  6x~^+2x; y  = }/u = u .̂

1dy i -X  I _ í.
— = —« *= —(6x-> + 2x) * = - ____________

2 2 2K6x-* + 2x
du
- -  = -12a:-5+2: 
dx

!ÍL
dx

1

2>̂6x-* + 2x
•{ - l2x-’ + 2) = 2-12a:-5 l - 6x-=

z U x - ’‘+2x U x -^  + 2x '

33. 7 = (5jt* — 3)* )̂ 4a- + 6. A szorzatfüggvény mindkét tényezője össze­
tett függvény. Előbb az egyes tényezők deriváltját külön-külön meghatá­
rozzuk, és csak ezután deriváljuk az eredeti szorzatfüggvényt. A feladatot 
már a láncszabály közvetlen alkalmazásával oldjuk meg, mert a sok 
jelölés csak zavarna.

y= f(.x)g(x), ahol /(jr)= (5.t=-3)* és g (x )= ÍA x + 6 .  

f '( x )  =  4(5jc» -  3y • lOx = 40jc(5jc“ -  3)’;

n'M  -  + 6) ' ^-4 = ----.
2 »'4ÍT6

A tényezők deriváltjait ismerve, a szorzat deriváltja: 

/= / 'W j tW + /W W  =

2
=  4 0 . x ( 5 x -  - 3 f  ^ 4 7 + 6  +  (5x*-  3)*.

Í4x+6

34. y .

(5x*-3)»

2x

/6 ;?+ I7

40> r/4Í+ 6+
2 (5 .í« -3 )

í'ír+ ó

v' =?

/. Megoldás:

A törtnek csak a nevezője összetett függvény, így először annak a deri­
váltját határozzuk meg.
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Legyen ^(jc) = i + 2 x  =  (6jc’ +2jr)*; akkor

1  ̂ 6 x + l 
g' W  =  — (6Jt  ̂-t 2x) * (12at + 2) = — = = = = r

2 y6x  ̂+ Zx

A í eredeti függvény deriváltja;

6 x+ \
lH x^+ 2x-2x-

K 6 jtM 2 x  2 (6 jc^-l-2 jt)-2A :(6 jf4  1)

6x^l-2x

12x‘ - t-4 x -}2 x ^ -2 x

(6x^-t2x)Y6x^+2x

2x

(6x^+2x)*
}*(6x^+2xf

lí. Megoldás:
A  feladatot úgy is megoldhatjuk, hogy a nevezőben levő kifejezést fel­

visszük a számlálóba, és a kapott szorzatfüggN'écyt deriváljuk. Oldjuk meg 
a feladatot így is!

2x ~: = 2jc(6x*+Zx) V

Legyen h {x) =  (6x^ 4- 2x) *; akkor

1 - iA'(x) = - y ( 6x^+2x) * (12̂ + 2) =
6x+ l

Az eredeti szorjatfüggvény deriváltja tehát:

y  =  2 ( 6 a^ + 2 x) ' * + 2 x  

2

6 * + l

»'̂ (6;ic*+2jr)* .

12*» +  2x 12** +  4x -12;«:»-2x

2x

iifix^^ZxY 

Az eredmény az előbbivel megegyezik!
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2 - i-  12a:+4 /  = —(3a:24-2a:) ® (6x4-2)=-^----------

35. y  =  ^Ö x^  -f- 2x f  =  (3a:" 4- 2jc)» ; y

\6:<  ̂+ 4x~^ , 3 _ _____
36. v=  ----------------- ; y  Legyen u{x) Gx' -̂^^Ax"^

/ 4 ? T 3 ^

h4jr '* )\ és t;Cr)-= HA:' +  3A:’ =  (4x’ -h3A'^)^; akkor a számláló 
ill. nevező deriváltja:

1 - -  30a;4~16.v*̂// = ~ ( 6.v- + 4jc-*) ’ (30jc -̂ 16x“ )̂ ------------------ ,3 3
és

V = — (Ax’ +  3x») ‘ (28V> +  9x^) =
5 s,-

3Ĵ (6;c-' + 4a:-*)* 

28a:' + 9a.-2

A törtfüggvény deriváltja:
5f(4x'> + 3>̂ y

28;c* + 9â30x‘ - 1 6 ;t- ‘ s,-----------  3,_________
- — -̂--------- H jc’ + 3â  -  ^6x‘+4*-‘ — --------------
3» 'Ő ^ + 4jc- T  5»'(4x’ + 3;t»)»

5(30jc«-16x-»)y(4;c’ + 3Af»)» - 3  y (6 ^  +  4x-y(28x»+9A:°)

15 y W  +  4 P ^
10(1 5jí< -  8A:-'‘)(4Ar» + 3â ) -  3 (6;c* + 4a:-*)(28;c« -  9â )

3. Trigonometrikus függvények deriváltja

Az egyes szögfüggvények deriváltjai a következők;

>' =  sinx; /  =  cosjf. ;; =  cosx; v' =  —sinx.

>> =  tgx ; y' = — >> =  ctg.x; v '= ---- ^4 —
COS*A- 6  ’ ^
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Gyakorló feladatok

1. = 2 s in x —3cos jc; y  —1, 

/= 2 c o sJC -f3 s in  x,

2. y = 5 tg jc -2 c tg jc ;  /  =  ?

5 2
y  ■=-----------1----------- .

cos^x sin*x

3. y  = l/x  sin x; /  =  ?

y  = x ^  sinx ;

11 — sinjc 
y = — x  * sinJC + X® cosJC = ---- — -\ryxcosx.

2 2\^x
4. =  5sin,rcosA:; /  =  ?

/. Megoldás:

y =  5 cos a: cos jc+5 sin j:( - s in  jc) =  5 cos- x -  5 sin* x.

Az eredmény a kétszeres szögek szögfüggvényeire vonatkozó azonosság 
alapján átalakítható:

y  = S (cos^ x  — sin* x) =  5 cos 2x.

//.  Megoldás:
A feladatot úgy is meg lehet oldani, hogy a deriválandó függvényt 

alakítjuk át:

=  5 sin jc cos X =  ~ 2  sin x c o s x  = ~  sin 2x.

A kapott függvény összetett.

y  =  — (cos 2jc) - 2 = 5  cos 2x.

Az eredmény tehát az előbbivel megegyezik.

90

5. >» =  sin f S x ; /  =  ?

ĵ  =  sin (5jc)*.

A függvény háromszorosan összetett, mert egy elsőfokű f ü ^ é n y  (5jc>
irracionális függvényének ( /S Í)  trigonometrikus függvénye. Alkalmazzuk 
a láncszabályt:

' r  /c  ̂ ír 5cos|^5j: y 5 cos f s x  y  = = lco s(5 xy i-~ i5 x)  - -5  = ------—^  = ------------- .
2 2Í5Í i f i

6. JK =  cos — ; y  —1 A függvény egy hatványfüggvény írigononiet- 

rikus függvénye alakját ölti, ha a következőképpen írjuk: 

y  — cos

/  = [-sin(;c-2)](-2x-3) =
2 sin —2 smjc“*

7. >' =  cosj: +  cos2;c+cos®x-fcosjc^-fcos® jĉ  +  cos — +COS— ; y  —*t
x  JC*

y  =  cos A'+ cos 2x+ cos- x + cos x^ -f cos- x ^+ cos jc “ ̂ + cos JC~

A függvények a felírás sorrendjében: trigonometrikus függvény; lineáris 
függvény trigonometrikus függvénye; trigonometrikus függvény hatvány- 
függvénye; hatványfüggvény trigonometrikus függvénye; hatványfüggvény 
trigonometrikus függvényének hatványfüggvénye; törtfüggvény trigono­
metrikus függvénye és ismét az előző típus.

y  =  - s in  JC^(sin2x)-2-f 2 co s jc (-s in  Jc)-(sinA:2)•2x+ 

-f-2cosJc2(-sinA:2)•2A:-(sin;c-^)•(-lJC-2)-(sinJc-2).(-2JC“^)= 

=  — sin X -  2 sin 2jc—2 sin x  cos x  — 2x sin a'2 -  4a: sin cos a® +

1 1 2  1
i---- sjn — ̂ -----sin — .

x^ X A® Â

8. >̂ = tg(sin5A); /  =  ?

Az adott függvény háromszorosan összetett, mert egy lineáris függvény 
(5a) trigonometrikus függvényének (sin 5a) trigonometrikus függvénye.

1
cos* (sin 5a)

(cos 5a)-5 =
5 cos 5a 

cos^ (sin 5a)
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9 . y ■
ctg 8;c

=  (ctg8x)-"; y  =  ? 

- 1
sin” Hx (sin̂  8;c) (ctĝ  8jc) cos^  Sx

10. y ^ s m 3 x c o s 5 x  =  g(x)h{x); /  =  ?

g' (x) =  3 cos 3x; h' (jt) =  -  5 sin 5x, és így 

/  =  3 cos 3jcc o s  Sx + sin 3x ( - 5  sin 5x) =

= 3 cos 3jc cos 5a: -  5 sin 3x sin 5x.

11, y  =  ^x ^ -3  cos- 6a*: /  =  ?
____

Legyen g(x) =  }íx  ̂-  3 ~  {x̂  — , és h(x) — cos  ̂6a:; akkor 

A'(x) =  2 cos 6jc(-sin  6x)-6 =  -1 2  sin 6x cos 6x;

X

X cos* 6x

cos® 6 x + — 3 ( —12 sin 6x cos 6x) = 

- ó ^ x ^ s i a l l x .

(Ennél az utolsó átalakításnál felhasználtuk a 2 sin a cos a =  sin 2a össze­
függést.)

12. =  sin (6;c*-3x4-2); y  =  ?

y  =  [cos (6;c- -  3x+2)] (12x- 3) =  (12x~ 3) cos (6x- -  3^ + 2).

1
13. y

l^cos 6x

1 -1. 3sin6x
v' = ----- (cos 6x)  ̂ sin 6a:)• 6 =  ---zzzzzzr-”

2 ŷ cos’ 6x

3 sin 6x 3 tg 6x

(cos 6jc) / cos 6a: Í cos 6a:
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14. -  c o s* * /2 a: =  Lc o s (2a:)^ 1 ; y  ~  ?

/ - -4 [c o s ( i í) '* ]  ‘ [ - s i a ( 2 x ) ^ ] - y  (2,v)’ ^ -2  =

4 sin VÜt 

F'2̂ 'ícosK2^^ '

15. V sin — ; y  = ?
a:" -1

cos X--1

3.V

>^~\-x-2x  - x ^ - l  .r
- cos -

incp; L̂ 'gyen

(x^-lf {x^-iy  ̂ x^-i  ‘

. /  =  ? Először a tört deriváltiát határozzuk

3a: - i. 
Uix) =  ------------- 3jc(6.^"-4) 2 ;

/ 0X- - 4

g'(x) =  3 (6 x ^ -4 )'^ + 3 a ; ( - y j  (6x^-4)'^  12a: =

3 18x* 18at» -1 2 -1 8 a:‘ - 1 2

}Í6^-4 Y(6x^~W^ V(6^-4r

y  = 2 tg
3.V

}Í6x^-4\ 3x

y 6x^-4

- 1 2

y(6x=-4r

17. y  =r. )/co6 sin 6x^; y ' ~ 7  

y  jicos sin 6x̂ Ĵ  ;

- (cos sin ( - s in  sin 6x-)(cos 6x^)-12x =

— 6jc^sin sin öjr^^cos 6x‘̂

l' cos sin 6x^
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18. y  =  tg(ctg 5x)i y  =  ?
1 - 1 5 — - 5

cos* (ctg 5 jc )  sin  ̂5 jc  (sin* 5x) cos^ (ctg 5x)

4. ExpoBendáiis függvény deriváltja

Az exponenciális függvény deriválási szabálya a következő: 
y= a^  deriváltja y ' = In a.

Ha az alap vagyis a természetes logaritmus alapszáma, 
azaz

akkor a derivált j '  =  ̂ "^lne, de mivel lne  =  l,

emiatt
Ha a kitevő nem x, hanem :c-nek valamilyen függvénye, 

akkor az összetett függvény deriválási szabályát alkalmazzuk. 
PL:

y  =  y  =  In ÍZ,

ül. ű =  e esetben
y  =

Gjfakortó feladatok

1. = y' = 5e^-6e-\

/  = ?

y = 2jce^-(sinjc)e^“**-2e**̂ *.

4. /  =  ? 

y  =  a* ín fl—^  In ű + 2ű“* In ű =

5. ;. =  /  =  ?

/  =  In 124 3 - " " ( -  Ix) In 3 +  2 -5 -“" cos x In 5,

/ =  2[l2*"*.2x In 1 2 -  3-"® a: In 3 +  5**“* cos In 5].
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J L -  1
6. > .- 3 * ^ ^ y  = ? Legyen í/(;c) = —  = (jc + l)"i; akkor «'(jc)= 

(JtH)*’ ®*
1

 ̂  ̂ 3"^Mn3 
In 3 =  -

1
(x+iy {x+ir

7, 5.ih2x+co«3x. y  =  ? Legyen n(x) =  sin-ar+cos* jc; akkor 
u ( v) 2 sin jf cos 3 cos^ .̂  ( — sin a-) =  (2 — 3 cos x) sin x  cos x;

y  = -  3 cos x) sin ;c cos a] In 5.

H. y = 6̂ x + Yx; /  = ?
i  1 _JL 1

u(x) = 6x+x^; «(x>=6+ —jc " = 6+ —zr-
2 iVx

6 + -
1

2V~Ji
In 6.

( x^ Y  2 a :c o s .v ~ a :------  6 - -  In6 = -------------
c o s  X  )  cos^

2 jc c o s jc -f ;c 2 s in x

x - x ^ i - s i a x ) ^ ^
----------- 6®®** In 6 =
X

cos^x

10. y  = y ' = 1

In 6.

2x , ^ - 3 x
II . y ^ =  9

, (2c ■* -  3c - ’*) (e -  e ’*) -  (e + c - “*) (5e‘- -  7e
y = ------------------------------- -------------------------------------------------------  ~

(e* '-e’T
2c’« -  3e** -  2e*"̂  +  3e** -  5c’* -  5e**+7e**+7e‘'

-  3c’' -  8c“'+ 5 c “* +  10c** e*'(5c’' - 3 c * '+  10c**-8)
(e‘' - c ’')*

5c’* - 3 c ‘* + 1 0 c * '-8
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y  =  (cos X + x^y e  ̂̂  -  sin a: + 2x) e " •̂ ^

13. y  --= £®* cos A-; /  =-- ?

/  =  5^ cos ,x: -I- ̂ ( ”  sin a:) =  e (5 cos x  — sin x),

14. y  =  6‘®^cos A*; /  =  ? Legyen w(a:) =  6‘®'̂ ; akkor

1 6‘s*ln6 
//(jc) =  6*«^- - — -In 6 ---------;----

COS'* X  COS^ JC

6̂ *̂ * In 6
y  --------------- cos JC+ 6‘e ̂  ( -  sin jc) =  6‘« ̂

f In 6
---------- sin X I .
, cos JC )cos® JC

15. y  =  sin /  =  ? Legyen u(x) =  akkor « '(a:) =  e'^^-lx =
= 2jce**.

/ =  2jcg** cose""‘.

16. 3̂  =  cos 3^"; /  =  ?

Legyen «(jc) =  3"^ akkor í/'(jc) =  3"^-5 In 3.

y  =  ( -  sin 3^^) • 3®" • 5 In 3 =  -  5.3®* (sin 3®*) In 3.

17. ^  =  tg "*5*"̂ . Legyen u(x) =  5**, akkor u'(x) =  5®*«6 In 5.

1  ̂ -12*5«"In5
/  =  ( - 2  tg'»5*")------r-iir-5®*.6 In 5 =  :cos" 5** tg» 5**cos2 5®"‘

5. Hiperbolikus függycnyek deríváitja

Az egyes deriváltak a következők: 

e^ — e^
y  =  sh x  = 

y  =  eh X =i

Y  ’
y  =  oh X. 

/  =  shx.

1
ch‘̂ .Y * 

1
> - c th  X =  —------- y  ^.

<«yakorló feladatok

I . K •  5 sh .V -  4 eh JC -f 3 th ,v,

3
5 eh JC -  4 sh -cĥ  JC

2. y = sh 5jc; y  —? 

y —5ch 5x.

> =  4 sh 3.V+5 eh .xr^-cth jc; /  =  ? 

y  = 4-3 eh 3x + 5‘2a: sh jc^+-77— =  12 eh 3.x4-lOxshx^-f
sh  ̂JC sh* X

4. y -  eh® 6jc; /  =  ?

y '  =  2 eh sh 6 , v 6 =  12 sh 6x eh 6jc =  6 sh 1 2jc.

Az utolsó átalakítást a sh 2a= 2  sh a eh a összefüggés alapján vé- 
Bc/tük.

5. >̂ = th'̂ 5jĉ ; y  = ?
1 20jc th 5x^y = 2 th 5x -̂~  _ -\0x^

ch*5jĉ  ' chMx»

6. r  = sh(2jc^-3jc~4); 

/=(6x^-3)ch(2jc>--3A:-4).

7. y — sh (cos x ) : /  =  ?

y =» eh ( ĉos x) • ( -  sin x) =  ~ sin x eh ( cos jc )  . 

>1. =  sin JC sh .r+  ch jctgjc;

y  «  cos X sh .r 4*sin x eh x f  sh ,v tg v+ch x
1

cos* JC

96 7 IMf«r«ndálszámitás
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9.
2 shAc+chx

th^x
(2 eh X -{- sh x) th* X—(2 sh + eh j:) • 2 th a: •

ch*;c
y = th* jc

2 eh a:+sh ;c 2(2 sh jc + ch x) eh* x
Üi^x eh® X sh® X

10.

2ch®jc ch^Af 4 c h x  2ch*x 
sh  ̂X sh X sh  ̂X sh® x

}fx +  sin X

^ y x '  * +COS A:j(2’* - 4 th  2 x )~ iy x  + sinx)^3-2*'

y = (2*'-4th2x)*

A további átalakításokat nem végezzük el. 

eh jc
2jceh;c—jc*shx 

y' ~ --------------------------- .
ch*jc

12. > =  sh (c* '+ e '* ); /  =  ?

/ = ( c h  (c**+c*’)l(2e*'+2xe*’).

13. y  = ch (5**+4*^ -  ő'*); /  =  ?
/  =  [sh (5"+4*** -  6**)] (3 • 5’* In 5 + 4a: • 4**’ In 4 -  3x* • 6** !n 6).

14. y  =  sh|^6x*+l -ch íS x^-S ); /  =  ?

1 i  
/  =  (eh + 1 ) Y  (6jc» +1) * .12jc.ch(5jc*-3)+

+  sh /6 ;c*+ l .[sh(5x®-3)].10;c =

y6x* + l
lOx sh +1 sh (5ĵ  -  3).

6. lx)garitttiusfiiggv€ayek differenciálása

A dilVcrenciálási szabály: y —log^x; y '  = 1

x in a '
i I

x  lne X ’H.i a logaritmus alapja t\ azaz j; =  In x, akkor y ' ■ 

nuvcl liií*=l.

Mv^jcf^yzés: Ha y — lnax, akkor =  — . a —— , tehát a
dX  X

íwrmcly valós értékére az Inax  függvény deriváltja — . (Ha

a 0. akkor csak pozitív, ha a^O , akkor csak negatív x-ekre 
ciiclmc/ett az In ojc függvény!)

(•yiiknrió feladatok

I. y »  51njc+31n2Ar; /  =  ?

5 1 5 3 8 +3.—.2 = - + —= — .
X 2x X X X

2. > r-ln (3 jc  + 4); /  =  ?

1 3
y —I----- :-3 =3jr-f4 3x+4

V y ln(3x* +  2jc~6); /  =  ?

1 „  6JC+2
(6x+2)-.

3.x*4-2jc- 63x* + 2jc- 6

4. y lnsin*jc; /  =  ?

1 2 cosxV -----•2 sinJccosAc ==--------= 2 ctgjc.sin* X sin X

5x
4 ^ 3

4j i- 3  5(4jc- 3 ) - 5 jc-4 20x~15-2O jc - 3
5x (4jc-3)» 5x(4x-3) x{4x-3)
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5. v = ln —:----- , y  ==
sin a:

1 >JL i
— (2x-fl) * *2sinAr~(2jc-f 1)* cosac 

sin X 2

{2x+iy 
sinjc
_____ cos,x:

|/2 x + l sin a:~(2j:+ 1 ) cos;c 1

Í2 x -^ l  sin jc 

7. y ~ \ n  (cos jc sin~ 2x); y  =  ? 

1

( 2 x + l) s in ,v  2 jc-fl
-ctg X.

y  = • ( - s in  JC sin- 2jc +  co s  x - 2  sin 2x cos 2 a :-2 )  =
cos X sin* 2x 

4 sin 2x cos 2x cos x — sin x sin  ̂2x--------------------------------------------- --
cos x  sin* 2x

4 cos 2x cos X -  sin X sin 2x 4 cos 2x cos x —2 sin® x  cos x

=-2-

cos X sin 2x 

2 co s2 x —sin*x
sin 2x

=  4 ctg 2x------:

cos X sin 2x 

2 sin® X
2 sin X cos X

4 c tg 2 x —tgx.

sh2x , ^
8. =  in — — ; >̂ =  ? sin® X

sin® X 2 eh 2x sin® x —sh 2x-2(sin x) (cos x) 
^  sh 2x sin* X

2 (eh 2x) (sin x )~ 2  (sh 2x) (cos x)
(sh2x)(sinx) 

9. :K -lg (2 x + 3 ); /  =  ?

y -------—— -2

=  2 c th 2 jí-2 c tg jr .

2x+3  In 10 (2*+3) In 10̂

10. y  lg (6;t’ - 10;c» +  5); /  =  ?

I
6.t’ -10;c" + 5 In 10 (6;t’ -10.x‘+ 5 ) ln l0

II. y lg

lg

y ^ - 3  
cos a: /  = ■

cos X

1 -1 JL
-~(2x®-3) ® •4 x co sx -(2 x ® -3 )“ (~ sin x ) cos X 1 3

i. In 10 
(2x®-3)»

cos®x

4x cos X  3̂ -----------------
---------------+  » '2 > -3  Sinjc

3K(2;c*-3)*

2x^-3  (cos x) In 10 

4x cos x + 3 (2x* — 3) sin X_________________________ ______ 4x tg X
3(2;K*-3)(lnIO)cos;c “  3(2j:» - 3) In 10 In 10

A/, utolsó előtti lépésben a törtet bővítettük 3 V(2x®-3)®-nel, és ezzel 
• /  rnicletcs törtet eltüntettük.

12. >«ítf*^ ln2x; /  —?

y -  2e^  In 2 x + e ^ - ^  = e** ^2 In •

1.1. ym  (cos» 2x) (In’ 5x»); j-' =  ?

/ -  2 c o s2 ;r .(-s in  2x)-2 ln» 5x»+cos* 2*-3 ln> 5x^------- lOx =
5x®

M - 4  cos2 x sin 2xIn* 5x® +
6cos®2xln*5x» .
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y

14. y ■ In (cos X sh x); y  ~*í 

1
cos x s h x  

cos X eh X -  sin sh ;c
cos ;c sh jc 

sin In 12x; >»' =  ?

(-sin.xshAí-Hcos ATCĥ :) =  

=  cth a: -  tg X.

15. ^

y

16. ĵ  =  shln^j:*; /  =  ?

y

17.

1 cos In 12x
cos In 12jc*---- * 1 2 = -------------

12a: jc

u, 2 2 o, 2  ̂  ̂ 4{chWx^){\nx^) eh In̂  jc^»2 In jĉ *— *2jc= ------------------------

^ 2x  +  in  2x  • _  9  N I  i v e i  ~  Xy  í § y  y  —  ^  2x  +  i n  2x  _  ^ 2x  ̂  í n  t x  _

e*'-2A:;

2c*'-2A: + e*'-2 = 2e**(2A:+ 1)./

18.

y

19. j' =  logs(& t*-4); y  =  ? 

/ =  : r • ^ • I 2 x  =

; = e ®*; y  = ?
1 2e'“̂ ‘*ln5A:

e ‘“ ‘*•2 In 5x-— -5 = ------------------
5x X

Í2x 6x
6jc* -4 In5 (6;c*-4)ln5 (3x*-2)ln5

7. Logaritmikus differenciálás

A logaritmikus difierenciálás módszerét akkor alkalmazzuk, 
ha a differenciálandó függvény hatvány alakú és mind az alap, 
mind a kitevő x  függvénye. Ezt a függvénytípust exponenciális 
hatványfüggvénynek is nevezik.

A logaritmikus deriválás módszere a következő:
Legyen alakú; először mindkét oldal e alapú

logaritmusát vesszük: In >̂ = In f(xy^^^ =g{x) In / ( j c )  ; majd
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mindkét oldalt deriváljuk x szerint (mégpedig a bal oldalt 
összetett függvényként, a jobb oldalt pedig szorzatként):

y  3̂ ' =  g'OÖ ln /(^ ) végül y'-í explicit alakra
hozzuk (és y  helyett f(xy^^^-ct helyettesítünk vissza):

/  =/(x)^c.) g '(x)ln f(x)+ g(x) f i x )
f i x )

A gyakorlatban nem a végképletet alkalmazzuk, hanem az 
eljárás szerint számolunk, mivel ez könnyebben megjegyez­
hető. Tehát minden alkalommal a következő lépéseket hajtjuk 
végre: 1. Az explicit alak természetes logaritmusát vesszük. 2. 
Differenciálunk. 3. Rendezünk. 4. A jobb oldalon visszahelyet­
tesítjük j -̂t.

Gyakorló feladatok 

1. y  = e ^ ;  y ’ = t

Megoldjuk a feladatot az exponenciális függvény deriválási szabályának 
felhasználásával és logaritmikus deriválással is, mert a feladat mindkét 
módszerrel megoldható (ugyanis az alap nem függ jr-től), majd össze- 
hasonll^uk a deriváltakat.

/ .  Megoldás:

= y  = e”*-2jc = 2;ce**.

IL MegoUás:
Logaritmikus deriválással:

Íny =  jc*lne==x*;

—  =  2*. ebből y  =  2xy =  2xe*’.
y

Tehát a két eredmény megegyezik.
A  többi feladat már mind y=f(x)ú(x) alakú, vagyis az alap és a kitevő 

h a r á n t  x  függvénye, tehát exponenciális függvényként közvetlenül nem 
dilTerenciálható.
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2. .v-=r5~2xr; /  = ? 

In>̂  = Aíin(5-2x);

~  =  Jn (5-2 x )-f  -2 );
V 5-~2x

y =.v In (5 -2 x )~
2x

5 - 2 x
-{5~ 2xy In (5~2a:)~

2x
5 - 2 x

3. y  — (6 -x ^y ^ ;  /  =  ? In^ =  jcMn(6~jc‘);

— = 2xln(6 -A:=)+A:*—í--- ( - 2x);
V 6 ” JC“

(6-;cT 2.vln (6-Jt-^)-
2x^

6 - x ^

Ebben a példában — és az összes kővetkezőben — már nem jelöltük 
az y tényezőt, hanem a bal oldalon nevezőben álló y  átvitelekor a másik 
oldalra rögtön behelyettesítettük az eredeti függvényt.

4. y = / = - ?

y  cos x  
In y — (cos x) In x; — *-=(--sin ;c) In x 4---------;

V X

cos X
- (sin x) In jc

5. /  =  ? ln>  ̂=  (.v* +  2A:~3)lnA:;

—  = (2x + 2 ) \a x + ( x ^ + 2 x - 3 ) - - ;  
y X

2 {x + l) \n x -r
x * + lx - i

6. v = /  = ?

4.

In =  (5-;<*)*In a:;
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^  =  — (5 -  jr»)'* ( - 2x) In X+(5 -  x») * —  =y 1 X
X in x  i 5

+ ---------
V '5 ^  -e

' 0 ^  -vIha:
y  = .x’̂

7. >< = (in 2 x /* '; > '= ?  
ln j-=  3A^.]n(in2.Y).

\ fS -x -

Megjegyzés: Iniln lx ) 2a t jelend, hogy a  2x logaritmusának a logarit- 
musát kell kiszámítanunk. Az In (ín 2x) függvény értelmezési tartománya 
azon x  értékek összessége, amelyekre az ln2x>^0, vagyis 2 x > l.

—  =  6jcln(ln2x) +  3A^—^---- — -2 =  6jcln{In2.v) + - ^ ;
y  \n2x 2x ín 2x

6jc h i(ln  2x)-h
3x

in 2x

8. >' = (!n5x)**“*"; /  = ?
In y “  (sin 5a:) 1u( )r 5jk) ;
y  i í— ~  5(cos 5jc) In(ín 5^:)+ sín 5 x ------- •— •5;
y  ' ln5x 5x

/ =  (In5.r)*" 5(cos5.xr)[lann5jt)]-
sin 5jc

X In 5.x:

9, y — ( I n ; y  ~ 7  Iny  — x- In(Inx*);

/-=Onx»)-*

10. y  =  ;

Inx^ A* 
2.x

I
~ 2 x ;

2;tlnílnjc») + Inx^

y  =  ? Íny — (cos X 4-sin x) in 4a*;

ln(ln
Inx*

y' 1
— =  ( —sinA'4-cosx)In4jic+(cos.x:'fsin Jc)--4 ; 
y  4x

cosjc+sm jc
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2 x - 311. y = {6xy^^^; y' = l íny = j - ^ ín 6 x ;

y  2i5x + 2 ) - { 2 x - ^ y 5  2 x - 3  1 -ln6jc+-{Sx^iy  

10;c-f4~10jc +  15
IsT+i)^ ■

5x+ 2 X  

2x-3
;K 5 Í+ 2 r

19 2x~ 3
\n6x+ -

(5x + 2 f

tx-S
(bxy^**

x(5x+ 2) ’

5x+2 í. 5x+2

S___
12. y^dx*)^*-*; /  = ?

3̂____ i.
lo^ = }fx-4 In3;c* = (a:-4)* In 3jc*;

y' 1 J- — 1
— =  — ( * - 4 ) '*  ln3;t*+{jc-4)* — .&t =3 3jt*

In3*» 2 f ^-----------+ ----------- •
3»'(x-4)* 

*___ In3;s* 2 Í 7 ^
4

13. j- =  ( íG?+2 D ';  y  =  ?

ln> = ** In »V+2jc = y  In (x‘+ 2jt);

_  2r In (x*+2;t) ;e(4;t*+2)
3 3 (x * + 2 Í’

2 x la (x * + 2 x )^x (4 x ’+ 2)y = ( y F + ^ ‘
3(x> +  2)

14. j- = (2x)«*'*‘*; /  =  ? In>- = (e* '+ 5*)ln2x;

— =  (2e* '+5" In 5) In 2x+ (e * '+ 5*) — 2; 
y  2x

19 , 2 x ^ 3  1 
------- —  In 6x-i---------------1 = y  = (2 x y ^* ‘^ (2c * '+ 5 ' In 5) In 2x +
i5x+2)» x ( 5 x ^ 2 ) i

15. jy =  =  ln;/ =  2(sin2x)In*;

y  1— =  2 (cos 2x)-2 In jt+  2 sin 2x— ; 
y X

4 (cos2jc) In jc+
2 sin 2x

X------ 1. 1
16. >> =  V2x + 3  =  (2ac+ 3)*; /  =  ? ln> =  — In(2x+3);

X

— =  —i ln ( 2 x + 3 ) + — -~ -Í -- .2  =  
y  X  2x+3

-In(2;c+3) 2
= --------::------- h

/ = / 2 * + 3

í'2 Í+ 3

2:c* + 3;«r’ 

In(2x+3)
2jc*+3jc jc*

2 ln(2x+3)
2x+3

17. j- =  *|^sin7x+e** =  (sin7x+c**)*'; /  =  ?
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/  1 . 1 1
—  = — — ln (Sín7x-te*^)+:;------ .
y  2jc* 2x  sm7jc+e*^

— InísinTx+e*"")^ 7cos7jc+2e**

(7cos7A:4-2£r*̂ ) =

2x̂
2x ___________________

y =  rsin7x-i-e*‘̂
2x___________
ysin7x~he^^

2jc(sin7jc+e*^ '

7 cos I x ^ l e ^  In (sin 7xH-e*")

2x

2 x { ú n l x + e ^ )  2x^

7 cos 7x+2e** In (sin 7jc+e*^)
sin I x

3jc*____  _5_ 2
18. j /=  Ksin*jc =  (sinx)»^*; /  =  ? In y =  In sin x;

4 . 2 1— = ------In sm^+-— —:-----cos.i: =
y  3x^ 3x^ sida:

— 2jt:ctg jc —4lnsin jc 
y=  Ksin*x —

3:c*
4 In sin X 2ctgx  

3x* ~3ÍF~’

3;e*

Most olyan feladatokat oldunk meg, amelyekben a dif­
ferenciálandó függvény többtagú, és az egyes tagok exponen­
ciális hatványfüggvények, ill. esetleg azok ítiggvényei. Ilyenkor 
a logaritmikus deriválást minden tagra külön-külön kell alkal­
maznunk.

19. Ĵ  =  ;c* +  (sinjf)^*” ^; / = ?  Legyen 3̂ 1 =  x* és = (sin 
akkor

lnyi =  jclnjc; “  =  InA:4-Jic — =  ln x - r l ;  X  =  x^(lnx-f 1); 
yi X

továbbá

In yz — (sin x)  In sin x ;

— =  (cos x)  In sin jc+sin x - r ^  cosx  =  (cos x ) (In sin x + 1); 
y^ sinx

yi =  (sin x y ( c o s  jc) (In sin .r + 1).

Tehát

y  - y t + y í -  On l)+(sin jc)**"* (cosx)(In sin x-h 1).
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20. 3; + sin /  =  ? Vigyázzunk! A második tag csak ha­
sonlít az előző feladat második tagjára, de nem egyenlő vele; ug>anis ebben 
a példában az szinuszát kell meghatározni. A második tag tehát
olyan összetett függvény, amelynek belső függvényét csak logaritmikus 
differenciálással tudjuk meghatározni.

X JL
Legycn> ,̂ =  és >'a =  síni/, ahol exponenciális hat­

ványfüggvény.
Most deriváljuk az és y^ függvényeket:

X

— In JC+------ --
X“ x  x

I  ̂ IIn yi — — In x ;  —
^  .V l

In JC 1 1
a:- x  ̂ jc*

•5/- 1-hijc

yí =  (cos u)-u'; «'-t logaritmikus deriválással számítjuk ki:
1

In « =  (sin x ) in x ;  — ~  (cos x) In x+(sin x) — ;
.V

Tehát

(cos jc) In x+
smx

(cos A-)Inx-f
sinjc

(cosx) In JC+
sin x í

A logaritmikus deriválást az esetben is érdemes lehet alkalmazni, ha 
többtényezős szorzatfüggvényt, ill. törtfüggvényt kell deriválnunk. Erre 
vonatkozó feladatot oldunk most meg.

21. > -(J t+ 2 )( jc -3 )(x + 5 ) ; /  =  ?

In =  in (jc -h 2) -{• In (x -  3) 4- In (jc i 5);
y
y

1 1 1-4- ----+-
x f 2  x - 3  jc + 5’ 

y  =  (X+2HX-3)  (x+5)  í - i -  + - 1 -  + - i - 1 =\X't 2 x -3  x+5;
-  (X -  3) (X 4- 5 )+ (X+2) (X f  5) (a: -f 2) (x -  3).
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22. y =
(;c+4)(x-3){x+2)
{ x - 6 ) ( . x - 4 ) i x - 2 ) ’

In >> =  In (* + 4) +  !n (jc—3) + In (jc+2) -  In (x -  6)— 

- I n  ( x - 4)- I n  (AT- 2 ) ;

y _  1 J ____ 1____ 1____ í_
y  x+ 4  ' x  — i  x + 2  x —6 x —4 x  — 2’

>•' =
(x + 4 )(x -3 )(x + 2 )+ 2) í  1 

- 2 )
1

(jc-6)(jc-4)(jc
_ J ____ L _  n .

x - 6  JC-4 .V—2/ 

Eredményünket nem alakítjuk tovább.

+ - 1
+ 4  Jc-3  ‘ x + 2

8. Inverz függvények differenciálhányadosa

Ha az eredeti függvénykapcsolat explicit alakja y= f(x ), 
akkor ebből a független változót — mint y  függvényét — ki­
fejezve, megkapjuk az inverz kapcsolatot, amelynek jelölése:
^ = f - \ y ) = ( p ( y ) -

Legyen az y = f(x )  függ\’ény képe az 52. ábrán látható görbe. 
Az ábrából leolvasható, hogy az x  = q>(y) kapcsolat differen­

ciálhányadosa, , megadja az F-tengely pozitív iránya és a 

függvény szelője közötti szög (fi) tangensét. Ennek reciproka.

52. ábra
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Ay

tangense. Ebből — a 
Ay ^  1 
Ax Ax 

Ay
reláció mindkét oldalának határértékét képezve — adódik 

dy _  1 _  1 _  I 
dx ^  (p'iy) (p'[f(x)] ' 

dy

A módszert először olyan függvényen mutatjuk meg, amely 
eredeti-explicit alakjában is és inverz alakban felírva is könnyen 
differenciálható, és így eljárásunk helyességét ellenőrizni tudjuk.

Legyen Bz y= f{x )  függvénykapcsolat y  — x^. Az inverz kap­
csolat X — i .Y y  (53. ábra), de csak a parabola x = Y y  ágát 
vizsgáljuk, azaz pozitív x  értékekre szorítkozunk.

Az összetartozó számpárok továbbra is ugyanazok; ugyanis 
ha pl. =  akkor y=^x^ alapján J i  =  4, vagyis a számpár 
által meghatározott pont P(2;4). Ha viszont az x = |/^ fü g g -

, viszont éppen az A-tengely pozitív irányával bezárt szög

53. ábra

111



vénykapcsolatba helyettesítjük az =  4 értéket, akkor =  2 
adódik és a számpárhoz tartozó poDt ismét Pi(2;4). Tehát 
a függvény görbéje az Y  koordinátarendszerben változatlan 
marad.

Határozzuk meg az y  — :ír függvény deriváltját az Xo =  4 
abszcisszájú pontban!
/. Módszer: Deriváljuk függvényt, és behelyettesítjük
a deriváltba az Xo=4 értéket.

dx - 2 x ;  / ( 4 ) - 2 . 4  =  8.

A derivált értéke az Xo =  4 abszcisszájú pontban 8, vagyis 
ehhez a pontho?. húzott érintő az JT-tengely pozitív irányával 
akkora szöget zár be, amelynek tangense 8.
//. Módszer: Deriváljuk most az \^yz=zy  ̂ inverz kapcsola-

 ̂ . így megkapjuk az y-tengely
dy 2 " 2 Íy  

és a tetszőleges y  ordinátájú pontban húzható érintő által be­
zárt szög tangensét mint y  függvényét. Ennek reciprokát véve, 
megkapjuk az y ~ f{ x )  függvény bármely y  ordinátájú pontjá­
hoz húzott érintőnek az X-tengely pozitív irányával bezárt

szögének a tangensét mint y  függvényét: Ha ebbe

visszahelyettesítjük y-t, mint az x  függvényét, akkor megkap­
juk az eredeti y==f(x) függvény x  szerinti deriváltját:

^  =  2) /?  =  2x  ax

Valóban ugyanazt az eredményt kaptuk, mint előbb. 
Megjegyzés: A z  inverz függvényre vonatkozó deriválási 

szabályt akkor alkalmazzuk, ha az inverz függvénykapcsolat 
deriváltját ismerjük, míg az eredetiét nem, ül. ha az inverz 
függvénykapcsolat deriváltja egyszerűbben határozható meg, 
mint az eredetié.

Gyakorlásul meghatározzuk néhány függvény deriváltját az 
inverz kapcsolat segítségével.
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Gyakorló feladatok

1. Határozzuk meg az y —'fx  függvény derivállját.

I, Megoldás

y — i x  inverz kapcsolata: x  =

Mivel , ezzel megkaptuk y ^ i l c  deriváltját miüt y
dx dx

dy
3

függvényét; y — yx  behelyeftesífésével a feladatot megoldottuk: 
dy ! 
dx * ‘

//. Megoldás:

Most alkalmazzuk a törtkitevöjű hatványfüggvények deriválási szabályát:

V  -  1 1y=Íx--^x^-, y ^ - x  .

A két derivált tehát valóban megegyezik.

A szögfüggvények inverz függvényei az árkuszfüggvények. 
Mivel a szögfuggvények nem monotonok, ezért inverzük több- 
értékű. Mi csak a főérték deriváltját határozzuk meg, de meg-

1
3j
"4

y-Arcsin
\ 1

y-arc3inx !gcl,-V5
54. ábra
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adjuk a módszert, ahogy tetszőleges pontban meghatározhat­
juk az érintő iránytangensét. Az arc sin x  főértékét, Arc sin x-et 
az 54. ábrán vastag kihúzással jelöltük.

2. Határozzuk meg az >^=Arcsinjir függvény deriváltját!
A függvény inverz kapcsolata: x= sm  y,

dx dy \—  ^cosy\ — = 
dy dx cos y

Megkaptuk az Arc sin x  függvény deriváltját mint az y  változó függ-
n n

vényét. Mivel a föérték értékkészlete:-----^  y  ^ — , és ebben az inter­

vallumban a koszinusz nemnegatív, ezért a sin^-f cos^^ =  1 trigonomet­
rikus azonosságból cos y  =  -  sin*j? — )^\~x^.

dy 1
így — = - 7 = r  dx

vagy (Arcsin;c)' =

3. Határozzuk meg az >^=Arcsin-r függvény deriváltját az jCo=0,5 
abszcisszájú pontban (54. ábra).

/(0 ,5 )  =
1 1

f^l-0 ,25  VöJ5 0,865

4. Határozzuk meg az ;p=arcsinx függvény >̂ o= — ^ ordinátájú
4

pontjához húzható érintő egyenletét!
* . . 3  , . ^2A szög ~  n, ennek szmusza '
Mivel az 3̂ =arc sin jc függvény deriváltját ismeijük mint y  függvényét, 
dV 1 1 1

ui.— = ---- = ----------- = -------- , ezért behelyettesíthetjük jko értékét, és
d x  d ^  (sin y Y  cos y

dy
ezzel megkapjuk az érintő iránytangensét:

1

COS>̂0Í - ]  = —
cos---K —

4 2

= - ^ = - 1̂2. 
Í2

Az 54. ábrán valóban látszik, hogy eredményünknek megfelelően, az 
érintő tompaszöget zár be az X-tengely pozitív irányával.
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Az érintési pont: |  ^   ̂ ^  j  ; az érintő iránytangense —

és így az érintő egyenlete:

y~ — n-=--Í2 n

5. Határozzuk meg az j^=Arccos.^ (föérték) függvény deriváltját 
(55. ábra)!

55. ábra

Az y —Arc cos x  inverz kapcsolata: jc=cos>^. 

dx
—  =  ~ sin y, ebből az ^  =  Arc cos x  függvény deriváltja mint y  

függvénye:

dx
l

sm>̂

A föérték értékkészlete Q ^y^n ^  ezen tartományban a sinj^^O, ezért 
a szögfüggvények négyzetes összefüggéséből

így
sin — )/l-co s» y  =

ÚL
dx Í T :

1 1
, vagyis (Arc cos x)' =  -
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Vegyük észre, hogy az Arc cos x  függvény értelmezési tartománya a 
[ - 1 ;  +1] zárt intervallum, emiek v^pontjaiban viszont deriváltja nincs 
értelmezve, tehát y ^ A t c c m x  csak a ( - 1 ;  -M) nyílt intervallumban 
differenciálható.

6* Mekkora szöget zár be az Jf-tengely pozitív irányával az 
y=A rc cos X függvény a:o=0,2 abszdsszájú pontjához húzott érintő (47. 
ábra)?

Mivel y  = ...... ...- ......., ezért

y  (0.2) ----- «  -  “  «  - 1.02.
F I -0 ,0 4

t g a =  -1 ,0 2 ; 180°-a  =45,5% tdiát

a = 180^-45,5° =  134,5%

7. Határozzuk meg Arc tg x  deriváltját (56. ábra)! Az ábrán csak a 
foértéket tüntettük fel.

56. ábra

Mivel az > = A rc tg x  függvény inverz kapcsolata: x=tg> ', ezért

dx
dy cos' ĵ^

1 sin̂ >»+cos*ĵ
cos^y
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Az Arc tg jc függvény deriváltja mint y  függvénye: 
dy 1 
dx tg*y+ i

Mivel j^=A rctgx, tehát behelyettesítve azt kapjuk, hogy 

(Arctgjf)' =  —^  .

Látható, hogy a  derivált bármely értékre pozitív, vagyis az Arc tg x 
függvény szigorúan monoton növekedő.

8, Határozzuk meg az y= A rcctgjc függvény deriváltját (57. ábra)! 
Az j^=A rcctgx függvény inverz kapcsolata x ~ c i^ y .

ebből

dx
dy

dx

sin* j^-hcos^j; 
sín’*

1
1 -hctĝ  y

^-~(Í-fctg2>.),

Ezzel megkapjuk az y — Arc ctg x  függvény deriváltját mint y  függvényét; 
behelyettesítjük a ctg^^ .^  kapcsolatot, és így megkapjuk a keresett deri­
váltat mint X függvényét:

dy 1
—  =  (Arc ctg —  .
dx 1+j:*

Mint látható, a derivált értéke bármely jc-re negatív, tehát az Arc ctg x  
függvény szigorúan monoton csökkenő.
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A hiperbolikus függvények inverzei az area-fűggvények. Ezek 
értelmezését már megadtuk, így csak a deriváltakat határozzuk 
meg.

9. j  =  a rsh x  =  ln (jc+l^jcMT). Határozzuk meg a függvény deri­
váltját egyszer az inverz kapcsolat felhasználásával, egyszer pedig logarit­
mikus alak közvetlen deriválásával (58. ábra)!

/. Megoldás:

58. ábra 

dx
Az j = a r  sh jc függvény inverz kapcsolata jc=shj^; mivel---- =  eh j',

dy
ebből az j= a r s h x  függvény deriváltja mint v függvénye:

dy 1
—  ==(arshxy =  . 
dx ch y

A deriváltat x  függvényeként keressük, ezért felhasználjuk, hogy 
ch*>^-sh*>  ̂=  1, amiből

chj- =  y i+ sh « í' =  »'l+ ;t*.

(A gyökjel előjele azért pozitív, mert eh y  csak pozitív szám lehet!) így 

(ar sh a:)' =
y"i+x»

II. Megoldás:

A feladatot az explicit alak deriválásával is megoldhatjuk: 

j- =  l n ( x + |^ ^ ^ ) ;
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j:+y^Ar + l 

1

1 - i  
1+Y(jc» +  I) ^-2x

JC + fac*+l 

1

i +  - 1 í'x^+ l + x

A két eredmény teliát megegyezik.

10. Határozzuk meg az j^=archAr függvény deriváltját (59. ábra)! 
A függvény görbéje az A^-tengelyre szimmetrikus, kétértékű.

59. ábra

/. Megoldás:

ĵ  =  archx =  lnO:i:J ĵc* —l);  jc — chĵ .

Most már az inverz kapcsolat felírása után közvetlenül felírjuk a 

differenciálhányadost!

1 1

dy
dx

dy
dx dx

dy
sí\ y
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Felhasználva ch®y—sh*>rs 
= így

í

= 1 azonosságot: shy — ±}fch^y—l ■

tehát

(ar eh x) '=  ± -

A plusz, iU. mínusz előjelet aszerint keli figyelembe venni, 
hogy a derivált értékét a görbe JT-tengely feletti (plusz), vagy 
J5T-tengely alatti (mínusz) ágára vonatkozóan akarjuk-e meg­
kapni.

//. Megoldás:

Az a rc h x  függvény logaritmikus alakja; 

y = - h i ( x ± f x * - l \

Vegyük először is észre, hogy az ^ = ^ lD (x -h /x * - l)  és
>̂ =  ln ( x ~ / j : * - - l )  függvények az JT-tengelyresriniiiietrikiisanhelyezked­
nek el.

Ugyanis
(x - lG ? = D ( ;c  + |fG ?7D

rín­ i a
1

x + i x ^ - x  x + i ^ - y  
és ezért az előbbi alak így is irható:

> =  ln (x± » 'A :* -l) =  ± I n ( x + » G é ^ .

=  - J n ( x + f ^ í ) ,

Deriváljuk elösíör csak az l n ( * + V ; í » - l ) alakot, és a ±  jelet 
majd a végén vegyük figyelembe.

y -
1

X
1 +  -

l + i ( j c í _ i ) ‘ í  .2 *

i l F ^ + x

x + i x ^ ~ \  *+K .v*-l t ' V - í
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Tehát az =  ±  In (x-f - 1 )  függvény deriváltja:
1

y - ±

Így inÍTiden x  értékbe két derivált tartozik, az y=& xchx  JST-tengely 
feletti, ül. alatti ágainak megfelelően.

11. Határozzuk meg az >»=artha: függvény difterenciálhányadosát 
(60. ábra)!

60. ábra

/. Megoldás:

dy 1 1
1dx dx

dy eh* y
Mivel

1 ch*>^~sh®>^
eh* y  eh* y

=  l~ th*v= l~ A :* ,

ezért
dy 1 1
—  =  ;------y és így (arthA:y =  -— ~
dx 1 -x*  1 - ^
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A deriváltat az
1 , 1 + a:

— I n -----2 i - x

alakból számítva kapjuk:
, 1 1 - ^  i ( i - ; c ) - ( l+ ; c ) ( ~ l )

II. Megoldás:

2 1+jc i l - x r
í  Í — X  1 - X - h l - h X 1 1
2 l-h x  i l - x y  2 (1+x)(1 -a :) 1-jc® '

Tehát a két módon kapott derivált megegyezik.
12. Határozzuk meg az y=SLT c th x  függvény deriváltját (61, ábra)!

61. ábra

,  1 ^ + 1
j' =  a rc th ^  =  - - l n ---- \ x \ ^ l ;  x= -cthv.

2 x - l

Mivel

dy 1 
dx dx 

dy
1

1
1

sh^>'

Hx T-  x̂  * vagyis (arcthx)' = l - x ^
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II. Megoldás:
1 1

Deriváljuk az 3; =  — I n ----  ̂ alakot!

1 jc -1  1(a: - 1 ) - ( x +1)-1
( x - i r
1

X - 1 - X - 1

T (jc-M )(jc- 1 )

2 ( ^ - 1 )  l - x ^

Tehát a két eredmény megegyezik.
Megjegyzés: Az ar th jc, ill. ar cth x  függvények deriváltjának alakja 

megegyezik ugyan, de a két deriváltfüggvény értelmezési tartományának 
nincs közös pontja.

13. Határozzuk meg 20.y = \a x  függvény deriváltját az inverz függvények 
deriválási szabálya alapján!

y  = \n x ;  x  — e^,

_  1 _  1 _  1 .

dy

vagyis az {in x}' = — már ismert deriváltat kapjuk.
X

14. y=aLTC cos 5x; /==? A differenciálás kétféle módon is elvégezhető.

I. Megoldás:

Mivel az arkusz függvények inverzét és annak deriváltját ismerjük, 
differenciáljunk elöször az inverz kapcsolat felhasználásával.

cos 7
Az inverz kapcsolat: 5ji:==cos>'; x =  — -— .

A derivált:
dy _  1 _  5 _  5 _  5____
dx sin>̂  sinj'

II. Megoldás:

A megadott függvény azonban összetett függvényként is deriválható, 
ugyanis

dy
dx

1
•5 =  -

Í \ - 2 5 : f
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15. Határozzuk meg az 3̂ =arshx* függvény deriváltját! 

I. Megoldás:

Az iftverz kapcsolat deriválása alapján:

y  =  ar sh =  sh .v; a' =  ;

dy i I 2 ff̂ síTy
í/x í/jc 

dy y(sh>^) 

2 J ^  2x

chy

Ksh^>'-Í-1 yjcM-T

//. Megoldás:

Az összetett függvény deriválási szabálya alapján pedig:

1
■2:e =

2;e

íx* + l

A két derivált tehát megegyezik.

9. Implicit függvények differeDciálhányadosa

Az implicit alakban adott F(x;j;) =  0 függvény y'(x) dif­
ferenciálhányadosa a függvény explicit alakra hozása nélkül 
úgy számítható ki, hogy az x  szerinti deriválást az ismert 
differenciálási szabályok alapján elvégezzük, figyelembe véve 
eközben, hogy az y  változó az jc-nek függvénye (tehát, hogy 
az y - t  tartalmazó tagokat összetett függvényekként kell dif­
ferenciálni).

A deriválás után kapott összefüggésből az y ' differenciál­
hányadost kifejezve, a kapott kifejezésben változóként álta­
lában X mellett y  is fellép, tehát y  explicit alakjának ismerete 
nélkül nem tudjuk meghatározni a derivált függvény explicit 
alakját.

Ha azonban a diflFerenciálhányados értékére csak a függvény
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egyes pontjaiban van szükségünk, akkor t  pontok koordiná­
táinak behelyettesítésével az explicit alak nélkül is megkap­
hatjuk a keresett eredményt.

Gyakorló feladatok

1. j ^ x - y x ^ - 6  =  0. Határozzuk meg az implicit alakból a függvény x  
szerinti deriváltját, majd számítsuk ki a deriváltat az jco=l abszcisszájú 
pontban!

Meghatározzuk a deriváltat:

2yyx~^y^ - /  x ^ - y 2 x  = 0; 

y (2 y x -x ^ )  = 2 yx -y^ ;

2 yx -y^  
2yx — x^

Ez a derivált implicit alakja. Mivel a derivált számértéke egy pontban 
csak e pont koordinátái ismeretében számítható, ezért elöször ezt kell 
meghatároznunk.

Behelyettesítjük a függvény implicit alakjába Xq adott értékét, és meg­
határozzuk yo-t.

y » ^ l - y P - 6 ^ 0 ;

1 ± y i  4-24 1±5

j 'o,2 =  - 2 .

A derivált értékét a Po,i, ill. poniban úgy számítjuk ki, hogy koor­
dinátáit behelyettesítjük á derivált függvény implicit alakjába.

y ( n , i ) =

y'iP<,.ú =

2 . 3 . 1 -3 2  - 3

2 -3 -1 -1  5

2 ( - 2 ) - l - ( - 2 ) ^  - 4 - 4  8 
2 ( - 2 ) - l  - Í  - 4 -  I~“ 5
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Z  Sx^y-2x-h5y  =  0. Határozzuk meg az implicit alakból a f i i^ é o y  
deriváltját! Mivel a függvény könnyen explicit alaloa hozható, így a felada­
tot mindkét módszerrel megoldjuk.

/. Megoldás:

Az implicit alak differenciálása;

Í5jc*j;+5a: » / - 2  + 5 /  =  0; 

y { 5 ^ ^ 5 )  = 2 - \ 5 ^ y ;

,  2-15x2:^ 2 -1 5 jc2j  
^  “  5a:» + 5 ” T (;c» + 1) ■ 

így megkaptuk a deriváltat implicit alakban.

![. Megoldás:

A deriválandó függvényt most előbb explicit alakra hozzuk:

I x

A derivált tehát

2 {5 x ^ ^ 5 )-2 x -\ 5x^ 10jc« +10 -  30a:̂
y = 2 - 4 â

így megkaptuk a függvény deriváltját explicit alakban.
Ellenőrizzük a két derivált egyenlőségét!

2x
A  derivált implicit alakjában y  helyébe a függvény y  =  ------------ * ex­

plicit alakját írva: 5(x^ + í)

2 - l5 x ^  2a: 10x^-\-\0 -30 x^
5(;c»+I) 5(x*+l) 2 - 4 â

5{x^+ l) 5(jc« +  l) 5(a^+1)*

A kétféle módon kapott deriváltfüggvény megegyezik.

3. Határozzuk meg az x*y+5y^x—4 =  0 függvény deriváltját az 
implicit alakból, és a derivált értékét ;co=l-re!

4 x ^ y -h x * y + 1 0 y /x  i-5y^ =^ö; 

y (x *  +  10xy) =  -{5y^-^4x^y) -  - y ( 5 y  h4:^); 

y(5y +  4.^)
y

xix^+ \öy)

m

Az 1 értéket behelyettesítjük a függvény implicit alakjába, így ^o-ra 
egy másodfokú egyenletet kapunk, ennek gyökei lesznek az y^ értékek.

yo+5>^o-4 =  0, rendezve: =  0,

- 1 ± / T + 8 Ö  - Í ± 9
yo = 10 10

Ebből >»o.i =  — ; >̂0,2 =  -  1, tehát a szóban forgó pontok

ehát két fi

(5 .1 + 4)

Az adott Xo-hoz tehát két függvényérték és így két derivált tartozik. 

^ 5---- 4-41
4. 8_ 32 

~ ~ 4 5 '/ W - - 4
1-+-10—

5

y ( P z )  =  -
- l[5 (~ l) - f -4 ]  
1[1 +  10(-1)]

5-9 

_  l
” "9

4. í y  = 18. Határozzuk meg a függvény deriváltját! A függvény
könnyen explicit alakra hozható, és így mindkét módszerrel megoldható 
a feladat.

/. Megoldás:

Az =  18 implicit alakot deriválva:

1 - i .  1 - i  
y  * + 7 ->' ’ /  =  o:

átírva gyökös alakba

1 /- - + - -  =  0,

ebből
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Ha az eredeti implicit alakbc! ^  értékét kifejezzük és behelyettesítjük 
/  kifejezésébe, akkor megkapjuk a derivált explicit alakját is:

i x

IL Megoldás:

A differenciáihányadost most úgy számítjuk ki, hogy a difterenciálandó 
függvényt előbb explicit alakra hozzuk, majd differenciálunk.

Mivel i y  =  így v = 1 8 * ezért

y  = -----z r - f l = ------------- ==----------- .
y'x \ x  i x

A kétféle módszerrel kapott deriváltakat összehasonlítva látjuk* hogy 
azok valóban megegyeznek.

A továbbiakban már olyan implicit függvényekkel foglal- 
kozunk, amelyek explicit alakúra csak nehezen, vagj' egyálta­
lában nem alakíthatók át.

5. /  =  ?

e +sj- ( 2 + 3 /)  -  e*" - *>■ (2 -  4 / )  =  / ;

2« í* - + 3 /  e -  le  '  *>■+4/ e ;
y(3g!x*a,^4psx- 4y_ ^

2 (e
y  ==

3.x" =  3>-»/ In +>a — - .  (2xj^+ x‘ ■ 3> /̂ ) ;  
x^y’

elvégezzük a kijelölt műveleteket:

2v*
3x‘ -  3J.-Y In (.XV) -f - -  +  3 j^ y ;

X
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rendezünk:
3x<‘- 2 y ‘

= /  [ 3 /  In (x * /)  +  3 / ] :  

3jc* - 2 j^

3;c>^Iln(;c»y)+l] '

7. 2""-3^ =  sinx; /  =  ? 

2 " ln 2 - 3 M h i3 ) /  =  cosA:; 

ezt rendezve
y  3  ̂In 3 =  2  ̂In 2 - cos x;

ebből
2"̂  ln2-cosA ;

”  3Mn3
8. e^~^ +  cos(2>^-;v) =  0; /  =  ?

e * ^ 'y ( 4 - / ) -  sin (2y ~  x) • ( 2 /  - 1 )  =  0;
4e * ^ -y -y 'e * ^ -y - 2y 's in (2y - x )  + s in (2 y -x )  = 0;
4e^ -y -h s in (2y - x ) ^ y [ e ^ ~ ^  + 2 s in (2 y -  x)]; 

4e*^"^ +  sin(2>^-A:)
y =■ ‘'+ 2  sin (2 y -x )

9. F̂ jc®+y* +  sinA:>' =  14; /  =  ?

(a;2+/)®  +sinx>^= 14;
1 ~ " (2A:+3y*; '̂) +  (cosx>')(>' + x>'')=’ 0;

2jc —
Y ( x > + /)  ’ + y ^ y '(x ^+ f)  * + ycosx> -+ jc /cosx j' =  0;

a_ r2jc
/ [ / ( * * + / ; ' * +J»:cosjc>'] =  -ly (JC * + } '')  ’ +^cosx> '

2x
-+7COS

3 Í ( ^ F + ^ 2jc + 3;ycosx>'
>"

- + X cos + 3x cos xy ]!W+
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10. + /  =  ?

5sin xy (In  5) (co s  x y )  ( y  +  x y )  +  6 y y  = 5  ( y  +  x y ' ) ;

5*inxy (Ijj 5^^ COS x y  + S'^^^^y (In 5) x y '  cos x y - i - 6 y y  = ^ 5 y  + 5 x v \  

ezt rendezve és y ' - t  kiemelve:

y  5sin xy (In  5) COS x y  H- 6 y  -  5a:] =  5>̂  -  (In 5) y  cos x y ,

ebből

y =■
^[5 _ 5sinxy (In 5̂  cosa:>̂ ]

^ 5sinxy (In 5)cosxy-h6y~5x

11. + = /  =  ?

^sh x  eh x + (ehy ) y '  +  2 y y  =  0; 

ezt rendezzük:

y'(e^^y eh y + 2y) — eh x;

‘^ChATy  ------
^shy chjK + 2>'

12. sin ;c cos jF = 0,5; y  = ?

cos jc cos + sin A:(-sin>')/ =  0;
ebből

cos X  cos yy = ------ :---- = ctg X  ctg y .
sin X  sin y

1 3 . sin + In x^y = 3x; y ' — 1 A kifejezést átalakítjuk, mert szor­
zat logaritmusa helyett logaritmusok összegét könnyebb differenciálnunk.

sin x^°’̂ ^-h2\nx + \n y  = 3x.

Az első tag belső függvénye logaritmikusan deriválható: először ezt a 
deriváltat határozzuk meg:

Legyen z = ekkor In z =  c o s I n  jc, és így — = ( -s in > ') /In  a: +
z

1
+ (cos>^)— ; ebből 

x
COSJK

- y  sin>' In Arj .
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Most deriváljuk az eredeti függvényt:

2 /
COS  ̂(x̂ ^* >)' 4- — + — = 3;y

behelyettesítve az (x“^"'>/)'-re kapott kifejezést: 

cos>^
cos 

rendezve:

y

—  y  sin>^ln;c
X y

ebből

( -  cos >■ (sin y ) \n x + —y.
2 (cos^'»*>’)x “ *»’cosy_

■ 3 _  --- ------------------------------------j
X  X

>- (3;c -  2 -  (cos ;c<=“  >■) » cos y ]  

x[ -í-(cos ;«:“ ■»’) ;«•=“ >’ (sin >-) In ; t + 1]

14. \/2x*-y* = l n ^ 7 ^ ;  /  =  ?
A gyököt törtkitevőként írva: 

i. 1
(2JT-I-/)* = —  \n ()^ -x ^ );

c /i  deriváljuk: 

I
 ̂ (2x + / ) '  » (2 + 2 j./)  = (2 ^y -2 x );

i+yy' y y  - X
•) '2 * + y ‘ (r>-x»);

}/2x+y^ y ^ - ^

(1 f >-/)(>*-jc») =  (yy '-x )] /2x+ y‘ ; 

y> : ^ + fy ~ x * y y ' = yy 'Í2 x + }^ -x Í2 x + y ^ -,
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rendezve:

y ^ - x ^ - ^ x f Z x ^  = y ' i y f i x T Y  + x ^y -y ^);

y ^ - ^  + x Í 2 x ^ f

y ] 2 x + y ^  +  x ^ y - y ^

15. yx^ + y  + 3>^=:6x^; /  =  ?

Mivel az első tagot csak logaritmikusan lehet deriválni, ezzel külön fog­
lalkozunk.

X_____  X 1
Legyen z = {x'^^y'^Y', ekkor In 2  = — In {x̂  + / ) ;  ezt diffe-

X
z' 1 1 1

renciálva: — = ----- In ( x ^ + y ^ ) - ] -------------- - i 2 x  + 2 y y ' ) ;  ebből
z  x ^  X  x ^ - i - y ^

2 x + 2 y y  \ n ( x ^ + y ^ )
z' = f x ^

x(x^+y^)

Most differenciáljuk az eredeti implicit függvényt, rögtön behelyettesítve 
a kapott eredményt:

--------------+ 6yy =  24a:».

Mindkét oldalt szorozzuk a tört nevezőjével és elkülönítjük az y'-i 
tartalmazó tagokat.

2a^ jG^+T" +  2xyy' }/x*+y‘ V ^? + 7  In (;«:• + y “) +

+  6^ / a:Ma:* +  / )  =  24.x* (a:*+  >•’■);

y' [2xy / F + 7 "  + 6yx* (jc*+>■*)] =

= 24jc‘ (x'* + / )  + (xH In {x?+y‘)-2x^f)F+7-,

_  (Jc* + >’̂ ) [24̂ =̂  + Sx^+y^ In (jc* 4 >̂ )] -  2.x* )'x‘ + y ‘ 

l x y [ Í l F ^  + 3x(x’* H-y)]
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16. y — (sin xyY \ /  =  ? In =  j: In sin xy\

— y  =  in S í n  x y + x  — -̂----(cos xy) (y + xy ') ;
y  sin xy
y'
— = In sin xy  + xy  ctg xy + jc*/ ctg xy\
y

y  = y ln  sin xy + xy^ ctg x y + x ^ y y  ctg xy; 

y  (1 ctg xy) =  >̂ (ln sin xy+ xy ctgxy);

> On sin ctg xy)
y  — ------------------------------------ .

1 -  ctg

17, 4y*+x^ =  5; /  =  ?

A feladatot logaritmikus deriválással oldjuk meg. Bevezetjük a z = 4 y  és 
tf=je' jelölést.

Ekkor egyrészt.

Inz =  ln 4  +  jcln>^;

z ' /
— =  Inj^ + jc— ; 
z y

• = (4y^ ' = 4y’ ^lny  + x j Yz

Másrészt

In II =  >» In jc;

u 1
— =  y lnjc+>^— ; 
u x

u' =  (ae^' = ;e’ | y i n x + ^ | .

így az eredeti függvény differenciálhányadosa:

4y^ | ln y  + — | / l n x + —j = 0 ;

4 Y  I ny + 4y^~^xy ]n x + j^"^y  =  0;  

y {4 y ^ -^x  + x ^ \n x )  = -{ j^ -^ y \-4 y ^ \n y ) ;  

x ^ '^ y  + 4y^ Ínyy = -
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Határozzuk meg a kör érmtöjéndc ^ e n le té t  általános alakban, az 
árintést pont paraméterét Vval jelölve. Ezután fguk fel az érintő cgy«iletét.

ha to . - é s  .= 5 .

I. Megoldás:
Az á in tő  iránytangensének meghatározása: 

ir =  —r s in /;  y — rcosL 

rcosty  = L ..
X

: - c tg r .
—r sm /

Az áintési pont koordinátái:

jco = rcos/o; ô = ^sin/o. vagyis Poircosta; rsiní«>. 
Az érintő egyenlete:

y - r  sin íq =  - c t g  ÍQ Íx-rcos  /o)-

Felírjuk az érintő egyenletét, ha íq — és r= 5 :
6

y - 5 s m -  =  - c t g - ^ * - 5 c o s - J ;

C - 5 - J ;

rendezve:
j- =  -f3 jc+ 10 .

EUoiSnzzak a feladat eredményének helyességét!

a . Megoldás:
EUenőrzésképpwi a feladatot most úgy oldjuk meg, hogy a t paramétert 

kiküszöböljük, és az így kapott y==Kx) függvény deriváltját számítjuk ki. 
A z adott x=5 cos í  és >»=5 sin t egyenleteket négyzetre emelve, majd

ös»:eadva

-1- ^  =  25 (cos® í + sin* t) =  25,

amiből
í-= ± » '2 5 - j (* ;  * , =  5 cos-^  =  y »1.
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Mivel a ío =  ~  szöghöz tartozó pont az első siknegyedben van, e z ^
6

és így ^ =  1^25—jc*-et kell deriválnunk.

— X
/  =  i - ( 2 5 - x » ) ~  *  ( - 2 * )  -  , .......... ,

2 /25-jc*

5^3 5 /3

és így az érintő egyenlete:

5

Az utóbbi módszerrel kapott eredmény az előbbiével megegyezik.

9. Az ellipszis paraméteres egyenletrendszere, ha nagytengelye az X- 
tengelyen, kistengelye pedig az y-tengelyen van,

:v=flCOs/; y = b sm t,

ahol a az ellipszis nagytengelyének, b pedig a kistengelyének a fele.
Legyen most a = 5 , 6 = 4 , és így az ellipszis paraméteres egyenletiendszm:

dx dy
ac =  5 c o s /;  >̂ =  4 s in /;  — = ~ 5 s i n / ;  —  =  4 c o s /.

dt dt

Határozzuk meg 2i ^  argumentumú ponthoz húzható érintő
4

egyenletét!

/. Megoldás:

Az érintési pont koordinátái:

jfo =  5 cos Y  1^;4 2 2

n Vl
j'o =  4 sin — =  4 - —  =  2 |^ ,

4 2
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és így az érintési pont

P o |y y 2 :  2 / 2 j .

Meghatározzuk a deriváltat:

4
- — clgt.

A keresett érintő iránytangense:
J  4 n 4

Így az érintő egyenlete:

ezt rendezve

y ^ - j x + 4 l f 2 .

II. Megoldás:
A feladatot megoldjuk az ellipszis implicit egyenlete segítségével is:

25
25

: ± y K 2 5 ^ .

Feladatunk megoldásakor az ellipszis ^-tengely feletti íve kerül csak 
szóba, ezért csak a 4* jelet vesszük figyelembe a gyökjel előtt:

Az érintési pont abszcisszája az előbbiekből Xo = ^ f í .  Határozzuk

meg az érintési pont koordinátáit, valamint az érintő egyenletét!
Az érintési pont ordinátája:

5 /2
■2 ^ 2.

tehát a pont 

P,
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A függvény deriváltja:

4 1 -I-
y  =  _ ._ ( 2 5 - jc * )  * ( -2 x )  = ----- —

5 2 5 / 2 5 ^

Az érintő iránytangense a Pq pontban:

Az érintő egyenlete:

2Í 2  2 Í 2

, /  ^  , /5 Ö
V t /2

tehát a két eredmény megegyezik!

10. X =  3(cos / + /  sin 0 ; y  =  5(sin cos /); / =  ?

jt =  3 ( - s in /+ s m /+ /c o s  /) =  3 /cos/;

^ =  5(cös / + C O S  / —/ sin /) =  5(2 cos / -  / sin /)•

, _ y  _  5(2 cos/ - í  sin 0  
jc 3/cos /

11. Jt =  6e*^ y  = 4e-*^; /  =  ? 

á= 12€*‘;

2

JC 12e* 3e

12 . jc =  e**; >̂ =  cos3/; /  =  ? 

x = 5 e ^ ;  y  = - 3 ^ 3 t .

y  —3 sin 3/ 

ir 5e*

5
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11. Polárkoordínátákkal adott ffiggvény deríváltja

Ha a függvény az r = r((p) polárkoordinátás alakban adott, 
ahol a q> polárszög a független változó és a rádiuszvektor 
r hossza a függvényérték (1- a 62. ábrát), akkor bebizonyítható.

62. ábra

hogy differenciálhányadosa— vagyis a görbe valamely pontjá­
ban húzott érintő iránytangense — a következő alakban fejez­
hető ki:

dy r'((f>)sm(p-hr((p)cos(p 
dx r'{(p)oos(p — r{(p)ún(p '

Tehát 7-nak x  szerinti deriváltját ily módon a q> szög függvénye­
ként kapjuk meg!

Gyakorló feladatok

1. Adott az ún. logaritmikus spirális (63. ábra). Határozzuk
meg a í^i=2 (radián) szöghöz tartozó pont rádiuszvektorát, majd a kapott 
pontban húzíiató érintő egyenletét!

Először a rádiuszvektort kell meghatároznunk:

=  2€> * =  2e« ^  2-403,4 =  806,8 ^  807. 

fPt átszámítása fokba:

= 2 2-57,3°= 114,6°.
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63. ábra

Az érintési pont derékszögű koordinátáinak meghatározása:

Xx =  ricos =  807 cos 114,6° =  807(~0,4163) -335.

^  ri sin =  807 sin 114,6° =  807-0,9092 732.

A derékszögű koordináták: P (-3 3 5 ; 732).
A derivált és az iránytangens kiszámítása:

r= 2e*» ; r ' =  6e*^; 
dy r 's in ^ í+ rc o s^  
dx

6«*^sin9?4-2e*’’ cosfl?
r'cos9>-rsinfl> 6e*^ cos9>-2^*^ sin^ 

3sin9»+cos^ 3 tg ^ + l

\d x )^ 3 - tg ^ i  
-5 ,54

3 - t g ^

3 tg 114,6°+1 3 (-2 ,1 8 )+ l
—------------------— R-
3 ~ tg  114,6° 3 + 2,18 

-1 ,07 , vagyis tg a =  -1,07.
5,18

Az érintő egyenlete:

y - 1 3 2 ^  -l,07(jc+335).

2. Határozzuk meg az r=3e^^ egyenletű logaritmikus spirális azon 
pontját, amelyhez húzott érintő az JT-tengely pozitív irányával 45°-os 
szöget zár be.
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dy
írjuk fel a —  deriváltat! 

dx

dy r 's i n ^ + r c o s 9> 6e*^ sin^-f3e*^ cos^ 
dx r' cos q f-r  sin ^  6e*’’cos9?-3e*^sin^

2sin9^+cosí? 2 tg ̂ 4-1
=; -------------------------- =S -------------------  ^

2cosí?—sin^í 2 - t g ^

Nem írtuk fel, de ne felejtsük el, hogy r=r(^)!
Ismerjük az érintő iránytangensét (hiszen tg45°= l), és ki akarjuk 

számítani az érintési ponthoz tartozó é i  polárszöget, valamint az érintési
dy

pont Po(^oJ koordinátáit. -— =  1-et helyettesítünk, majd tg^i-et
dx

kifejezzük:

1 =
2tg?^i +  l
2 -tg í? !

2 - tg  ^i =  2 tg (? i+ l;

tg =  0,3333;

A keresett pont rádiuszvektorának meghatározásához ?>i-et radiánba 
kell átszámítanunk:

18,4*̂
ssj 18,4° csí------- 0,32 radián.

57,3

Ezt az r{q>) függvénybe helyettesítve:

ri =  =  3e*®^ =  3e®»“  3-1,9 =  5,7.

A keresett pont derékszögű koordinátái:

=  ri cos =  5,7 cos 18,4° =  5,7-0,9489 5,41;

y^ =  ri sin <p̂ ~  5 J  sin 18,4° =  5,7-0,3156 1,79.

Tehát Pi(5,41; 1,79).

3. Az archimedesi spirális általános egyenlete: r—a<p̂ ahol ű>0. 
Határozzuk meg az r= 3^  archimedesi spirális 1 polárszögü pontjához 
húzott érintő egyenletét! r~a<p; r '—a, és íOi= 1 f^57,3°.

dy r 's in ^  +  rc o s^  a sin í? +  cos tg ^  + 0?
dx r'cos (p — r sin <p a cos — a<p sin l - 9»tg^
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Az érintő iránytang^ise: 

í ^ \  tg 57,3"+1 1 ^ 6 + 1  2 ^
« - 4 , 5 7 .

(dx)g^  1-Ítg57,3*» 1 - 1 . U 6  -0 ,5 6

Az érintési pont koordinátáinak me^batározása:

jfi =  Ti cos =  3 cos 57,3® =  3-0,5402 1,62;

7i =  1̂1 sin =  3 sin 57,3® =  3-0,8415 2,52.

Tehát az érintési pont: (1,62; 2,52).
Az érintő egyenlete pedig:

>^-2,52 =  -4 ,5 7  (x-1 ,62).
a

4. A hiperbolikus spirális általános ^yenlete r ~  — alakú, ahol ű>0. 
^ 9

Adott az r =  — hiperbolikus spirális. Határozzuk meg a görbe í?i=0,5

radián polárszögü pontjában a  görbére merőleges egyenes egyoaletét!
Valamely görbe adott pontjában úgy onelimk a görbére merőlegest, 

hogy a ponthoz húzott érintőre meről^es egyenest határozzuk m ^ . 
A pont rádiuszvektorának nagysága:

5 5 
ri =  — =  — =  10.

9x 0,5

A függvény és d e riv á lj:

A polárszög átszámítása fokba:

tp̂  =  0,5 ^  0,5-57,3® =  28,65® 28,7®.

A derivált függvény:

dy r* sin cos ^—  —--------------------
dx r 'co s  ̂ —r sin ff

—sin^+ ^cosf^

5 5
—— cos ^
—- _
— “Cosíí----- sin ff

- c o s ^ - f> s in ^  1+fftgff
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m tg28,7"-0,5
íPi l + 9ltg p ^  1+0,5 tg 28,7

0,5475 -  0,5 0,0475
1+0,5-0,5475 1,2738 

vagyis tg ai 0,0374.

0,0374,

Az adott pontban a görbére merőleges egyenes iránytangense 
(tg D înt ismert, az adott pontban a görbéhez húzott érintő 
iránytangensének negatív redproka:

tga2 =  ~ -
1 1

tg a i 0,0374 

A Fx pont koordinátái:

-26 ,7 .

=  Ti cos 9̂ 1 =  —  cos 28,7® fts 10-0,8771 % 8,8;

=  fi sin =  —  sin 28,7® ea 10-0,4802 4,8.

A Pl pont tehát: Pi(8,8; 4,8).
A keresett egyenes egyetíete:

j;_4,8 =  -26 ,7 (x -8 ,8 ); rendezve 7  =  -2 6 ,7a:+239,8.

5. Határozzuk meg az alábbi görbék metszési szögét: ri=^3cosq>; 
rz=5sinqf.

Két görbe metszési szögén a metszésponthoz húzott érintők 
által bezárt szöget értjük.

Először a két görbe metszéspontjának a polárkoordinátáit kell meg­
határoznunk, majd az érintők iránytangensét.

A két görbe metszéspontjának meghatározása:

3cos^  =  5 s in ^ ; tg ^  =  — =  0,6; ^*^31°.

A metszéspont polárszöge tehát: 9o=31° í̂ 0,541 radián. 
A metszéspont rádiuszvektora:

ro =  3 cos 3 r  «  3-0,8572 2,57.
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Az első görbe jellonző adatait 1-cs, a másodikét 2-es indexszel jdol- 
jök.

Ti =  3 cos rí =  —3sin ^ .
Tg =  5 sin 9 ; rí = 5 cos
^yi rí sin ^ + r i  cos 9? ^  - 3 sin*(p+3 cos*9> 
dx rí cos Ti sin?? — 3 sin cos fi—3 sin cos ^

(E .
2 tg ^

t^ ^ o - 1 tg»31®-l
2tg^o 2tg31®

A másik görbe polárszögü pontjához húzható érintő iránytangense: 

dy^ rí sin ^+ ra cos ^  5 cos ̂  sin ^ + 5 sin cos ̂
—  =  =

ra cos sÍR<p 5 cos\q>-5 sin® q>
Icosg fúnqt 2 tg<p

í - 1\ d x h .

cos^ ®—sin*
2tg?>o

1 - t  
2 t g 3 r

l~ tg*^o l-tg*31®

A két érintő által bezárt szöget meghatározhatnánk képlettel is, de 
látjuk, hogy az egyik érintő iránytogense a  noásik negatív reciproka, tehát 
a két görbe derékszögben metszi egymást.

6. Legyen r  =  =  e Határozzuk meg a ~  radián polár- 
S 5

szögű pontbeli érintő iránytangensét!

ri =  — 0,368; 
e
1 57,3®

^i =  y « - ^ ^ l l , 5 ® .

A derivált mint a ^ polárszög függvénye:

dy ^  r 's in ^ + r c o s ^  
dx r' cos q t-r  sin qf

— Se sin qf+e cos <p
-  5e cos -  e " sin

- 5 s in ^ + c o s ^  5 t g ^ - l
— 5 c o s^ —sin ^  5+tg9?
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Az éríDto irány tangense: 

5 tg í> i - l

(a.=
5 tg 11,5**-! 5-0,2035-1

5 + tg ^ i  5 + tg ll ,5 "  

1,0175-1 0,0175

5+0,2035

5,2035 5,2035
0,003 36.

7. Legyen r =  6(5 — 3 cos tp). Határozzuk meg a görbe =  1 pont­
jában húzható érintő iránytangensét! (Most a szögfíiggvényeket két tize­
desjegyre kerekítve adjuk meg.)

=  1 57,3®; r  =  6(5 — 3 cos q>); r ' =  18 sin

A derivált mint 9 függvénye:

dy r 'ú n p '\'rco sg f  18 sin* ^+ 6 (5  —3 cos cos 9?
dx r c o s p - r ú a g f  18 sin ^ cos ̂ - 6 ( 5 - 3  cos sin 9̂

18 sin* ^+ 3 0  cos ^ —18 cos* ^
18 sin ^  cos ̂  -  30 sin +18 sin ^  cos ^ 

3 sin* íH -5cos^-3cos*^  -3(cos* fl^-sin* ^ )+ 5  cos ^
6 sin ^ cos 9 - 5  sinfl>

—3cos2^-h5cosíP

3 sin 29> —5sin <p

a
3 cos 65,4"+5 cos 57,3"

3sin2fi—5 sin ^

- 3  cos 114,6**+5 cos 57,3"
3 sin 114,6" -  5 sin 57,3" “  3 sin 65,4" -  5 sin 57,3“ '

3 -0,4163 +  5-0,5402 1,2489+ 2,7010
3.0,9092 -  5 0,8415 

3,9499

2,7276 -  4,2075

1,4799
í«-2 ,68 .

Síkban mozgó pont polárkoordinátáit megadhatjuk paramé­
teres alakban az idő mint paraméter függvényében:

A sebesség rádiuszvektor irányú, ilL arra merőleges összetevői:

148

A pont helyének x és 3; derékszögű koordinátái — a polár- 
koordináták és derékszögű koordináták közötti általános össze­
függés értelmében:

jc=rcos<p; y=^rsmq>.

A sebesség x és j  irányú összetevői pedig 

v^ =  x  — fcosq>  — rsm q> -(p \

Vy = y=^f ún q>-\-r cos q>-(p.

Mindkét esetben a szorzatfüggvény deriválásának szabályát 
alkalmaztuk.

A sebesség derékszögű összetevőit ismerve, az eredő sebesség 
nagysága a Pythagoras-tétellel számítható ki:

Mivel
x^ = (f cos q> — r sin (p • (pf =

= 7̂  cos* (p — 2rr sin q> cos (p*(p-\-r^ sin  ̂^  

=  (rsin <p +  r cos q>-(py =

= P  sin̂  <p-\-2rfsm(p cos (p-cp +  r^ coŝ  cp • 

ezért — a két kifejezést összeadva —

így

X* +  y* =  r® (sin*^ +  cos^íp) + (sin^fp +  cos^(p) =
=  ̂  +  r V -

V =  ■

8. Az jR sugarú kör paraméteres, polárkoordinátás egyenletrendszere: 

r=R; (p—cot.

Határozzuk meg a következő egyenletű körmozgást végző pont helyzetét 
és sebességét adott időpillanatban:

r= ]0 ; ^=3/; /i=0,l.
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Ismét felhívjuk a figyelmet arra, hogy <p értéke radiánban mérendő. 
Először a pont helyzetét határozzuk meg:

r=10; (p =  3-0,1 rád «  3• 5,73°«17,2°.

A pont polárkoordinátáinak ismeretében a derékszögű koordináták is 
meghatároáiatók:

;c rc o s ^  =  10cos 17,2° =  10-0,9553 =  9,553;

=  r  siníí) =  10 sin 17,2° =  10*0,2957 =  2,957.

Tehát a pont derékszögű koordinátái: P(9,553; 2,957). 
Meghatározzuk a mozgás v =  sebességét. Mivel r=10  állan­

dó, tehát r—0 ; (p=3t; ^= 3 , ezért

o = /r* p *  =  rp =  10-3 =  30.

Ha r= 0 , azaz nincs a pontnak radiális (sugár irányú) sebessége, akkor 
a fizikából ismert v=cor képlet alapján számolhatunk, mert ekkor ^=co.

9. Az archimedesi spirális polárkoordinátás, paraméteres egyenlet­
rendszere a következő:

r=at; g>=cűí, ahol a > 0  és cű>0 állandók.

A mozgó pont rádiuszvektora, ill. polárszöge az idővel ará­
nyosan növekszik. A mozgást úgy lehet elképzelni, hogy az 
origóból kiinduló és egyenletes forgómozgást végző félegyene­
sen egy pont sugárirányú egyenletes mozgást végez.

Határozzuk meg a spirálisan mozgó pont derékszögű koordinátáit, 
valamint sebességének abszolút értékét a / i= 2 s  időpillanatban, h a r= 5 /; 
(p=6t.

Itt az együtthatók 5 cm/s, ill. 6 l/s (az utóbbi a szögsebességet adja meg 
radián per szekundumban).

A /i= 2  értékre ri =  5-2 =  lOcm; =  6-2 =  12 radián, vagyis 
9̂i «í 12-57,3°í̂ 690°.

A polárszög tehát 690°, de a szögfüggvények periodikus voltából követ­
kezik, hogy a szögfüggvényértékek ugyanazok, ha 690°-360° =  330°-os 
szög szögfüggvényeivel számolunk.

Xi =  Ti cos <Pi =  10 cos 690° =  10 cos 330° =  10-0,8660 =  8,66 cm;

yi =  Ki sin (Pl =  10 sin 690° =  10 sin 330° =  10-(-0,5) =  -  5 cm.

A pont derékszögű koordinátái tehát a második másodperc végén 

Pi(8,66cm; —5 cm).

Az y  koordináta negatív előjele azt fejezi ki, hogy a pont az X-tengely 
alatt van.

A pont sebességének kiszámítása:

= 5/; r==5; (p — 6t; = 6; Ti = 1 0  cm.

»i =  + rf p’* =  /2 5  +100-36 =  ^3625 60
cm

A mozgó pont sebessége tehát a mozgás kezdetétől számított második 
másodperc végén 60 cm/s.

10. A hiperbolikus spirális polárkoordinátás paraméteres egyenlet­
rendszere r =  ű// ; (p—bt, ahol az a és b állandók pozitív számokat jelen 
tenek.

Határozzuk meg a hiperbolikus spirálison mozgó pont derékszögű 
koordinátáit a íi= 5  időpontban, valamint a pont sebességének nagyságát,

100
ha a mozgás paraméteres egyenletrendszere a következő: r  = ---- ;

t
^ =  0,6/. Legyen /i= 5 .

Az egységeket most nem írjuk ki.

''1 =  -
100 100

: 20;
h  5

=  0,6/i =  0,6-5 =  3 radián«3-57,3° =  171,9°í̂ 172°.

A megfelelő derékszögű koordináták:

jci =  r cos^i =  20cos172° =  2 0 (-co s 8°) =  -20-0 ,9903^-19 ,8 . 

=  ri sin (p̂  =  20 sin 172° =■- 20 sin 8°= 20-0,1392 2,8.

Tehát a pont derékszögű koordinátái: P i ( - 19,8; 2,8).
A mozgó pont sebességének meghatározása:

100 100 . 100 100
ri = ---- = -----=  20; r, = ------- = ------- =

 ̂ r, 5 ’  ̂ ti 25
- 4 ;

<p = 0,6t; 9 = 0,6; g>i = 0,6;

Pl =  V ff +  rf =  / (  -  4)» +  20^. 0,6* =  16 + 11’* =  «  12,6.

A pont eredő sebességének nagysága 5 másodperc múltán tehát 12,6 
sebességegység.
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V. M A G A S A B B R E N D Ü  DERIVÁLTAK

1. Magasabbrendfi deriváltak fogalma

Ha egy függvény deriváltját ismét deriváljuk, akkor meg­
kapjuk az eredeti függvény második, harmadik, negyedik stb. 
7i-edik deriváltját.

Ezeket az alábbi módon jelölhetjük:

y  - 3  w  -  ^  »

^  ^  d x f  dxT '

Megjegyezzük, hogy a másodiknál magasabbrendfi deri­
váltakat ritkán használjuk.

Ha valamely függvény független változója a t idő, akkor a 
magasabbrendfi deriválást — az elsőrendfihöz hasonlóan — 
szintén ponttal szokás jelölni:

y = y  =
d ^ y stb.

Például a fizikából ismeretes, hogy valamely mozgó tömeg­
pont mozgását (helyzetét különböző időpontokban) leíró idő­
függvények első deriváltja a sebesség, második a gyorsulás.

152

2. ^ d o n á lis  és ^ ész  kheTSjS hatványok imigaiM hhr^g 
deriválja

Közvetlenül belátható az
y=xf'

függvényre vonatkozóan, hogy racionális n esetén a *-adik 
deriváltja

=  n ( « - l ) .

pozitív egész n esetén

/"> =  n!, ahol /i! =  1 •2 -3 .../1,
és

Utóbbiból követkc2ák, hogy bármely n-edfokú polinom min­
den n-néi magasabbrendű deriváltja zérus.

Gyakorió feiadatiA
1. J’ =  3jc*+5x*—Z** —14; y  =  ? y* =  ? y" = '! =  ?

/= 12**+15;í»-4;t; 

j^=36**+30jc- 4; 
y '  =  72x+30;

=  72;

y»> =  0.

2. y = S:i*-4x*+2x+200; /  =  ? y ' =  ? ^  = ? y*> =  ?
y = 1 5 x * -8 ;t+ 2 ; 
y '= 3 0 x -8 ;  
y '  =  30;

y « = o .

3. Határozzuk meg az függvény ötödik deriváltját! 
y(» = 10.9-8.7-&t» = 720-42*» = 30 240;t».
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4 (4 )(-I)(-t)*--
2.3-8-13 624 1

625

624 1

5 . ;v =  — =  x ' « ;  y^»=1
U

9-13-17 9945 1
X  * =  —

4‘
=  - 9

729 1

Megjegyzés: Törtkitevőjű hatványok akárhányadik deriváltja 
sem lehet azonosan nulla. Ennek oka, hogy a felírt szorzatban 
levő számtényezők egyike sem nulla.

3. Exponencális függvények magasabbrendű deriváltja

y= a^\ / = ű * l n a ; . . . ;  y"^=ö*(lQ<Jf)"

Ha az alap e, és így az =  függvényt deriváljuk, akkor 
In e =  1 miatt

és /  =  >>" =  ... =  y") =  «*.

Ha az alap kitevője nem x, hanem x-nek valamilyen szám­
szorosa, akkor

y = ö**(61na);...; y"^=ű'’*(i>lna)",
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és így a = e  esetén

Gyakorió feladatok 

1. >̂ =  56**; y «  =  ?

>»(*) =  5-4*e‘* =  5-256C** =  1280c**.

2- >’ =  J r  =  2c-*«; / »  =  ?

/ «  =  2 ( - 2 ) ‘ e - ‘f ' =  2 ( - 3 2 ) e - » ' = ^ .
€

3. ;f =  2*: J(^« =  ? 

j,<‘) =  2* ( l n 2)*.

4 . y = 5 - T \  / »  =  ?

;y(» =  5.7-(In7)».

5. :f =  2‘' :  ;.('» =  ?
j,(5) =  55,25* (in 5)6.

6. :f= 3-** ; y ” = 'i

y  =  (-2)»-3-® ' (In 3)* =  -8 -3 -**fln  3)».

4. LogaritmusfOggvények magasabbrendű deriváltja 

Az e alapú logaritmusfüggvény magasabbrendű deriváltjai:

:v =  hix:; /  =  l = x - ^ ;  y" = - \x ~ ^ ;

y ’" =  2x -» ;...; /"> =

Ha az x-nek 1-től különböző számegyütthatója van, akkor

1 , 1 1y  = lnax; /  = -----a = - ,
ax X
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és így a többi derivált is megegyezik az y = l n x  függvény meg­
felelő deriváltjaival, így

Az a=»0 alapú logaritmusföggvény és deriváltjai:

1 1 -1  = log,x; y  = —j—  =  — X &a .  ̂ x lna Ina

v" — —í - í — ^ •
^  “  I n ö ^  ^ I n a ’ - ’

y " ’ =

Gyakorló feladatok

1. j. =  121njc; y*> =  ?

72

2. 7  =  51njc; =  ?

/ ’> =  5(-1)*-6! = 5-720;c“’ =  3600jc“
3600

3 . jK =  2 1 n 7 x ; =  ?

12
=  2(-1 )» .3 ! jc~« =  -2 -6 x -^  =  .

5. A szinusz, koszíniisz, hiperbolikus szinusz 
és hiperbolikus koszinusz magasabbrendu deriváltja

Érdemes megfigyelni  ̂ hogy bizonyos függvények deriváltjai 
periodikusan ismétlődnek.

így pl. >̂ =  sinx; /= c o s x ;  3?'^=~sinx; /" = ~ c o s x ;
=  sin x; = cos x  stb.

Mivel a negyedik derivált megegyezik az eredeti függvénnyel, 
így az /i-edik derivált a következő módon számítható ki: n-et
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néggyel osztjuk, majd a maradéknak megfelelő deriváltat 
vesszük.

Legyen pl. ;; =  sinx, akkor —cosx, mert 1967
néggyel osztva maradékul hármat ad, és (sin — cosx.

Hasonló az eljárás az >̂ = cosx függvény w-edik deriváltja 
meghatározásakor is:

Mivel >̂ =  cosx; > ? '= —sinx; y ' = —cosx; j;^ =  sinx  és 
=  cos X, ezért pl. ha j; =  cos x, akkor =zy'  ̂=  -f-sin x, 

mert 1967 4-gyel osztva 3-at ad maradékul.
A hiperbolikus függvények közül az j  = shx és 3̂ =chx 

függvények magasabbrendü deriváltjait is hasonló módszerrel 
határozzuk meg. Ui. ha >» = shx, akkor y = c h x ;  3̂ '̂  =  shx  
stb., vagyis minden párosrendű derivált sh x, minden páratlan­
rendű pedig eh x; ha viszont >̂ = eh x, akkor y  =  sh x; = chx; 
stb., vagyis minden párosrendű derivált eh x, minden páratlan­
rendű pedig shx.

Gyakorló feladatok

1. :v=sinjc; =  ? ;;<w)=:? 
>»(i*)=:sin jc, mert 12 maradék nélkül osztható 4-gyel. 

-c o s  jc, mert 15-öt 4-gycl osztva a maradék 3. 
4-gycl osztva, a maradék 2. 

2. >^=cos x; y*®)=? ? /ioot)== 7 
y(*»>=y=icos X, mcrt 20 osztható 4-gycl. 
/*»)=jy*'=sin jc, mert 23-at 4-gycl osztva, a maradék 3. 
/i®o*>=>^=-cos jc, mert 1002-t 4-gycl osztva, a maradék 2. 

3. >^=sin4jc; y*> =  ? /•>  =  ? Itt a közvetett függvény deriválási sza­
bályát is alkalmazzuk:
y*)~4«sin4jf;
y«)=  —4« sin 4x. 

4. :k=cos3jc; /*> =  ? =  ? 
y *)=3* cos 3a:; =  -  3« cos 3a:. 

5. >^=sh;c; =  ? y**) =  ? 
/ « ) = / = c h  jc, mert a 41 páratlan szám; 
y{9t ) ^ y  = sh  jf, mert 92 páros szám.

6. >;=sh2jc; y « = ?  =  ?
/«>=2«sh 2x; eh 2x.

7. >^=chjc; :v<»>=? y w )= ?
/» )  = sh  X, mert 9 páratlan szám; 
/*®>=ch jc, mert 20 páros szám. 

8. >^=ch3;c; yw) =  ? 
3» sh 3x, ill. >̂ <«> =  3« sh 3x.
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6. Implicit függvények magasabbrendu deriváltja

Ha implicit alakú függvénykapcsolatot deriválunk, akkor 
az első és a magasabbrendű deriváltakat is implicit alakban 
kapjuk. Az első deriváltat kifejezhetjük x-szel és ;;-nal; a máso­
dik derivált a változókon kívül az első deriváltat is tartalmazza 
stb. Amennyiben valamely derivált helyettesítési értékét akar­
juk kiszámítani egy Pq pontban, akkor ismernünk kell a 
Po pont Xo,yo koordinátáin kívül a keresett deriváltnál ala- 
csonyabbrendű deriváltak értékét is ebben a pontban.

Gyakorló feladatok

1. Határozzuk meg az alábbi implicit alakban megadott függvény 
harmadik deriváltját, valamint a harmadik derivált helyettesítési értékét 
a Po(3;4) pontban!

jc*+y» =  25; 2x + 2yy'==0 ; 2y /  = - 2x; /  ■

- ly - i - x y

( - / + / + x y ^ y * - ( - y + x y y i y /

x / 'y > + 2 y ^ y ' - 2 x y ( y 'y  x y y '+ 2 y y ' - 2 x ( y y

~ y* y’

Behelyettesítéssel meggyőződünk arról, hogy a Po pont rajta van a görbén;

3*+4* =  25, 

tehát rajta van.
Amennyiben a harmadik derivált helyettesítési értékét akarjuk meghatá­

rozni a FoO; 4) pontban, akkor ismernünk kell e pontban az első és máso­
dik derivált értékét!

/ ( P o )  =  -
- 3

y^(Fo) =

( 3 )  16 9
- t - t

16 16 ’ 64’
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3-4

’T6’"1T“
54
16

2. x^-^4xy-hy^:

64

= 0; / ( 1 )  =

64

_75_^%  54 
~16~’l6 ~ 'l6  

64

? / '(1 )  =  ?

-225
1024

A függvény implicit alakú, és ha nem akarjuk explicit alakban kifejezni, 
akkor a derivált helyettesítési értékét csak akkor határozhatjuk meg, ha 
ismerjük az a:= 1 abszcisszához tartozó ordinátát is.

l - 4 - l y + y ^ = 0 ;

y ^ ^ 4 y + l= 0 ;

4 ± } / Í 6 ^
y i,2 =  *

4 ± f í 2  4 ± 2 /3
2 2 2 ’  

y^ = 2 + y i;  y , = 2 - ^ .

Az első és második deriváltat tehát a P i(l; 2 + Íf) ,  ill. í»u(l; 2->^3) 
pontokban fogjuk meghatározni. Először a függvény első deriváltját 
számítjuk ki.

3x*-4(y+ xy ')+ 2yy' = 0;

- 4 y -  4xy '+ 2yy' =  0;

3x‘ - 4 y  = 4 xy '-2 yy ';

3 :^ -4 y  = y '(4 x -2 y );

, 3 :^ -4 y

Pl és Pg koordinátáit ismerjük, így az első derivált helyettesítési értékét 
meg tudjuk határozni.

3 - l* -4 (2 + /3 )  3 - 8 - 4 ) '3

4 -1 -2 (2 + K 5 ) 4 - 4 - 2 Í 3  

- 5 - 4 ) '3  5+ 4)'3

-2»^3 2 /3
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ebből a nevező gyöktelenítésével kapjuk:

Ugyanígy adódik — a gyökjel negatív előjelére —

/ ( P , )  =  2 - | - | '3 .

A  második dmváltat az implicit alakú első deriváltból kapjuk:

i6 x - 4 y ' ) (4 x ~ 2 y ) -0 ^ - 4 y ) (4 - 2 y ')
^  (4x-2y)^

a műveleteket elvégezve és összevonva:

I2x‘ -  1 6 x / -  12xy+ 16y+6:^y'jT-.
{4 x -2 y y  

6x*—8 x y —áxy+Sy+Sx'y'
2(2x-y)*

A második derivált helyettesítési értéke a JPi helyen:

6 * l- 8 -1 ^ 2 + - ^ » ^ j- 6 - l ( 2 + |^ 3 ) + 8 ( 2 + /3 ) + 3 - l - ^ 2 + j» ^ 3 j

2 (2 -1 -2- / 3)*

20 5 “•
6- I 6- — 1 '3 -1 2 -6 /3  + 1 6 + 8 |'3 + 6 + — *̂ 3

131^3
36

Hasonlóan
13^3

36

3. x*+4y*=37; / ( - ! )  =  ? / ’( _ ! )  =  ? Először a pont koordi­
nátáit határozzuk meg.

( - l ) * + 4 ^  =  37; V  =  36; y> =  9; y  =  ±3 .

P ,( - l ; 3 ) ,  J » , ( - l ; - 3 ) .

leo

Meghatározzuk a függvény deriváltjait:

2 x - h 8 y y  = 0; 8 y y ' = - 2 x ;  y = -
4 y ’

- 1 1 ,  - 1  1 
y(/>0 =  -  — = > W  =  - n i  =  - T 5 ’

- i - 4 y + X ' 4 y '  x y ' - y

16}^ 4yt

y"(Pz) =

- 1 - 1 - 3  
12 12

4-9 36
37

' 432’

í n  37

4-9 36 432

7. Szorzatfűggyények magasabhrendű deriváltjai

Legyen w =  w(ac) és í; =  t;{x) két differenciálható függvény: 
ekkor szorzatuk első deriváltja:

{uvY =  u 'v ^ u ü '.

Második deriváltja:

(u v y '=  u"v4-u'v' -i-u'v' +  uv" =  w"i;4-2wV +  wü".

Harmadik deriváltja:

(wi;)'" =  u " v  -h -h 3i/V ' -f t;"'.

A differenciálást tovább folytatva, és a megfelelő tagokat 
összevonva, az w-cdik deriváltra az ún. Leibniz-szabály adódik:

(uvY^^ =  (í)  i ; í " ~ 4 . ^2! -h .. - *f

11 Differenciálszámítás
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í j X \
Itt az általánosan -val jelölt mennyiségek az ún. binomális 

együtthatók:
n{n—\).,,{n — k + 1)n\

1 - 2 -■ ( n - k ) lk l  

Jegyezzük meg, hogy

A Leibniz-szabályt használhatjuk törtfüggvények magasabb- 
rendű deriváltjainak kiszámítására is. Ekkor a nevezőt — mint 
negatív kitevőjű hatványt — a számlálóba visszük és a függ­
vényt szorzatként deriváljuk.

Gyakorló feladatok

1. y==x*e^; = ?

K  =  «î “'+ ( i )  « 'y '+ [2) t>: 

u = x^; u' = 4x<>; u'=-12x^; u"'= 24x\

y =  ü' =  =  t;'"' =
3-2

=  jc* + 3. . 1 Ix^ +  24jce" =

= e* {x^ + I2x^ + 36x^ +  24jc).

2. y = x ^c c s2x; y '^ -" I  =  ?

A Leibniz-szabály értelmében:

y"'=  u v " '+ ^ ^u 'v “+ ^ ^ u " v ' + u'"v,

=  „„(6) +  ^5 j  ^  ^5 j  ^  |-5 j  „(4, ^.„(5)

A szükséges deriváltak:

„ = x 5 ; u’=Sx*-, u’ = 10x?\ u'"=60x-; «<« =  120.v; «<*' =  ]20 ; 

v—cos2x; v’— - 2 sin Ix', v’ = -4 c o s lic ; ti*'=8 sin 2jc;

D<‘> =  16 cos 2;c; =  -  32 sin 2x.
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l-^kkel

)T  =  ;«‘.8sin2Ar+3-5;t*(-4cos2x)+3-20;e*(-2sin 2x)+

+ 60a:* cos 2x =  8Ac'sin2jf-60At*cos2jc-120cic>sin2jc+

+ 60;t» cos Zx =  (8a:‘ -  120jc») sin 2x+(.~60x*+60x^) cos 2x. 

>’<»> =  .^»(-32sin2x)+5-5x*-16cos2x+10-20x»-8sin2jr+

+10 • 60;c» • ( -  4 cos 2jc)+ 5 • 120x( -  2 sin 2;c) +120 cos Xv =

=  -32jc®sin2jt+400;ic*cos2jc+1600x*sin2x—

— 2400a:* cos 2jc—1200jc sin 2jc+ 120 cos 2x =

=  (-32x5+1600jc>- 1200x) sin 2x+(400«<-2400jc»+ 120) cos 2x.

3. y= x^ch4x;

«=x^: u'=5x*\ u"=20x»\ tt"=60A:*; «<« =  120jc;

v=ch 4x; v'= 4  sh 4x; t;^= 16 eh 4x; v"'=64 sh 4x; v̂ *̂ —256 eh 4x.

ŷ *̂  =  x^-256ch4x~{‘4-5x*-64sh4x-\-6-20x^-l6ch4x+

+ 4-60jc*-4sh4A:+120jc-eh4A: =

=  (256a:® +  1920a^+ 120jc) eh 4x-f-(1280jc" + 960;c2) sh 4x,

4. sin jf; y ’>=?

j,<7) =  +  l ’ j  «'(,<«) + Q  «'«<*)+ Q  «“ «;<« +

+  ( 4)  p " + ( 5) « ' " +  ( e )

«=«*, ennek minden deriváltja e ' .

r=sin jc; v'= cosx; v*'— —sm x; v"'= —cosx; 

üí̂ >==sin jc; í?<®>=cosA'; i;í«>=-sin jc; ü<’> = -eo s  jc.

A binomiális együtthatókat számítjuk még ki:
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/ ’> =  e l - c 0 s jc + 7 ( “ sinx)+21 C 0sx+35sin^+35(“ C0s jc)+ 

+ 2 1 (~ sin x )+ 7 co sjc+ sin ;c ] =  e*(8 sin x - 8  cos x) =

= 8e*(smjc—cosjc).
5. y = e** In jc; = ?

y (»  =  «»<«)+ lf '0* +  ( 2)  « ' í ^ +  ( 3)  «*«'' +  «“ ’ »•

« =  e^ ; «' =  2«**; ii' =  4«^; u~ = Se^; tt“ > =  16e*';

» = lnjc; p '= —; »' = — = d«> = - - ^ .
X JC* X* X*

( í ' í -2
=  6.

(4)+4-2e**-— +6-4C*' ( - i )
+4-8e**—+16«**lnx =

X

/  6 16 24 32 ^

2e»*
( - 3  +  8jt-12x*+16;e*+8x‘ In X).

ti. >> =  sin 2jc In x;  ><“ ’ =  ?

;;(») = + (j)  «'p“ > + [I) + (3 j «" 0'  + (4] «<*> v' + «<*» w.

ii =  sin2jr; u' = 2 cos2x; tf^ = -4 s in 2 jc ;

=  — 8 cos 2x; =  16 sin 2jc; =  32 cos 2x.

t; =  ln x ; ü '?=— ; v'^ ^
X  X* X*

6 24j,(4) = ----- . t,<6) =: __ .
JĈ JC®
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24
y<*) = (sin 2x) — I- 5 • 2 (cos 2x)

JC* ( - . ] +

+ 10( — 4 sin 2jc) ~ +  10(~8cos 2jf)
( 4 )

5 • 16 (sin 2x)----- {- 32 (cos Ix) \n x  —
X

24 sin 2x 60 cos 2x 80 sin 2x
x^ X*

80 cos 2x  80 sin 2x
f  32 cos 2jc*ln;c =

Í24 80 80\ . f 60 80 \
=  I ---------+ — I sin 2x -I I ----- - H------h 32 In XI cos 2x.

U " x )  { x^ x^ )
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VI. A DIFFERENCIÁLSZÁMÍTÁS 
ALKALMAZÁSAI

1. Szöveges szélsöérték-feladatok

Egy — legalább kétszer differenciálható — y  =f(x)-nek csak 
olyan a helyen lehet lokális szélsőértéke, ahol >>'(a)=0. Annak

a)

64. ábra
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eldöntésére, hogy van-e tényleg szélsőértéke, és az maximum 
vagy minimum-e, kétféle feltételt ismertetünk.

/. Ha y '(a )=0  és >»'’(a)>0, akkor minimum (64. ábra), 
ha >»'(o)=0 és ;''’(a)<0, akkor maximum van (65. ábra).

65. ábra

Ha y"(a) =  0, akkor még nem tudjuk eldönteni, hogy van-e 
egyáltalán szélsőérték és az milyen. A 66. ábrán látható esetben 
pl. a függvénynek az a helyen nincs szélsőértéke annak ellenére, 
hogy első deriváltja nulla (itt második deriváltja is nulla). 
Ha viszont y'(a)—y"(a) =  ,..=y^”~^^(á):=0, de va­
gyis az a helyen ŷ "̂  az első el nem tűnő derivált, akkor páros
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n és y^"\á) > 0  esetén minimum, < 0  esetén maximum van; 
ha viszont n páratlan, akkor az a helyen nincs szélsőérték.

2, Ha /(űf) =  0 és y'(x) az a helyen előjelet vált, akkor 
szélsőérték van, mégpedig ha egy megfelelő — a-nál kisebb
— c pontban / ( c ) > 0  és egy megfelelő — a-nál nagyobb — 
d  pontban y '(d )^ 0 ,  akkor a függvénynek az a helyen maxi-

66. ábra
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muma van; ellenkező esetben, vagyis ha >̂ '(c) < 0  és 
ükkor minimuma.

Megfelelő az olyan pont, amelyről biztosan tudjuk, hogy 
közte és az a hely között y ' nem változtatja előjelét.

Adott esetben a két feltétel közül azt alkalmazzuk, amelyik 
egyszerűbbnek látszik.

Most olyan feladatokat oldunk meg, amelyekben először a 
mennyiségek közötti kapcsolatot matematikailag meg kell 
fogalmazni, vagyis a függvényt fel kell írni; ezután kerülhet 
sor az így kapott függvény szélsőértékének meghatározására. 
A feladatokat részletesen oldjuk meg, hogy az Olvasó könnyen 
letekinthesse az egyes megoldások módszerét és lépéseit.

(■y a korló feladatok

1. Egy felül nyitott, négyzet alapú doboz készítéséhez 2m - területű 
lemezt használhatunk fel. Hogyan válasszuk meg a doboz méreteit, hogy 
térfogata a legnagyobb legyen, és mekkora ez a legnagyobb térfogat?

Adott a doboz F  felülete, mely csak 2 m* lehet; változtathatjuk az alap­
éh és a magasságot.

Ha az alapélt ,v-szel, és a magasságot >̂ -nal jelöljük, akkor a térfogat

\ z  x t s y  között azonban még egy összefüggés áll fenn, mely a felületre 
vonatkozó kikötésből adódik:

X* +  ̂ xy =  2.

Tehát két egyenletünk van két ismeretlennel. Ha azonban az utóbb 
egyenletből >̂ -t kifejezzük és a térfogai képletébe helyettesítjük, akkor a tér­
fogat már csak egy mennyiségtől, az alapé! x  hosszúságától függ:

V = x*-
2 - x ‘------  :

4x

A térfogatnak azon x  értékre lehet szélsöértéke, amelyre első deriváltja 
nulla. Differenciáljuk a K-t x  szerint: 

d y  1 3

Az első deriváltat nullával tesszük egyenlővé, és kifejezzük x-et.

2 4 f v
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vagyis

Mivel egy test alapéle pozitív, ezért csak az Xi gyököt vizsgáljuk. 
A szélsöértékre a második deriváltból következtethetünk:

ennek helyettesítési értéke az Xx =  | / |  hflyen: 

tehát a függvénynek maximuma van.

,272 m*.

Az adott lemezből készíthető négyzet alapú doboz legnagyobb térfogata 
tehát 0,272 m«,

2. Egy felül nyitott, henger alakú, 1/21 térfogatú mérőedényt akarunk 
készíteni. Hogyan válasszuk az edény alapsugarát és magasságát, hogy 
minél kevesebb lemezt használjunk fel, és mennyi lesz ez a felhasznált 
lemezmennyiség?

A térfogat adott, az alapkör sugara és a magasság változtatható. Az 
alapkör sugarát r-rci, a magasságot m>mel jelölve, a V térfogatra felírhatjuk:

K = r * 7 r m  =  0,5.

A felhasznált anyag területe, vagyis a mérőedény felszíne:

F =  r^7í-\-2rnm.

Mivel a felszínt megadó képlet m-re nézve elsőfokú, ezért w-et fejezzük 
ki a térfogat képletéből és helyettesítjük a felszín képletébe, így a felszín 
már csak egy mennyiségtől — az alapkör sugarától — függ.

0,5 2r7r-0,5 1
m — ~ -----------=  r*7rH— .

r^n r^n r
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A felszínt megadó függvény tehát minden pozitív r-re differenciálható, 
r/^rt csak ott lehet szélsöértéke, ahol a sugár szerinti differenciálhányadosa 
ttxwv.

—  = 2rn— - = 0; 
ílr r*

chbíSI —' r*-tel végigszorozva, majd az egyenletet rendezve —

rj = — ; vagyis 0,543.
zti y JmK

A szélsőérték létezését és fajtáját a második derivált előjele alapján 
döntjük el:

d^F
- =  27r4- h (

d*F \ 
dr^ )n

= 2;c + 4 ;r> 0 .

tehát a függvénynek az helyen minimuma van. 
A felhasználandó lemezmennyiség:

«  0,543* n + ------- Rs 0,93 +1,84 =  2,77 dm*.
0,543

A 0,5 1 térfogatú, adott alakú edény tehát 2,77 dm* területű lemezből 
készíthető el a leggazdaságosabban.

3. Egy tűzfal mellett 600 m*-es, téglalap alakú területet akarunk elkerí­
teni. Csak három oldalon kell kerítést készítenünk, mert a negyedik oldal
• tűzfal. Hogyan válasszuk meg a téglalap hosszúságát és szélességét, hogy 
A kerítés hossza a legkisebb legyen és mekkora ez a minimális hossz?

Jelöljük a téglalap két különböző oldalát a-val és ft-vel; utóbbi legyen 
a tűzfal mellett. A kerítés hossza:

/ =  2a ^b ,

Az a és 6 értékeket úgy kell megválasztanunk, hogy a kettő szorzata, 
vagyis a bekerített terület 600m* legyen:
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Ebből ,,6” értékét kifejezzük, és a kerület képletébe helyettesítjük, ekkor 
a kerület már csak az a értéktől függ:

600 600

Ez a függvény minden pozitív ű-ra differenciálható, a negatív vagy 0 értéke 
pedig a feladat jellegéből nem kerülhet megoldásként szóba.

Az / hossznak, mint a függvényének, ott lehet szélsöértéke, ahol az „a” 
szerint vett első dej*iváltja zérus:

í// _   ̂ ^ 0  _  ^ 
da

Ebből a-t kifejezzük:

ű‘= = 300; űi =  /3ÖÖ.

Az egyenlet negatív megoldása a feladat jellegéből következően nem 
érdekel bennünket, hiszen negatív oldalú téglalap nem létezik.

A 5zélsőérték tényleges létezését és fajtáját a második derivált alapján 
döntjük el:

í/2/_1200 (clH\
dá^

1200

V300»
-0,

tehát a kerületnek az helyen minimuma van. 
A minimális kerület kiszámítása:

600 ,----  600
/i =  2ű. + ----=  2 /3 0 0 + -—

/3ÖÖ
= 2F1Ö5 + 210Ő5:

=  4 /300  Rí 69,6 m.

Az adott nagyságú terület elkerítéséhez szükséges minimális kerítéshossz
69,6 m.

4. A lencsetörvény összefüggést állapít meg a lencse fókusztávolsága,

a tárgytávolság és a képtávolság között: — =  — H--. Adott /  fókusz-
/  t k

távolság esetén milyen tárgy- és képtávolságra legkisebb a két távolság 
összege, és mekkora ez a minimális távolság? Ha a két távolság összegét 
y-nal jelöljük, akkor

y  =  t ^ k .
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A ícncsetörvényből kifejezzük k  értékét és y  kifejezésébe helyettesítjük: 

•tkf;
1 1 1

tk

t f
a ---------- *

/ - /
t f

»/-!-
t - f

Mivel /  (a lencse fókusztávolsága) állandó, így y  értéke csak / értékétől 
fugf. Differenciáljuk y-t mint t függvényét:

dt
= 1 +

( / - / ) •
1 -

i t - j y

\ t t' /  kivételével mindenütt differenciálható.
A függvénynek t azon értékére lehet szélsöértéke, amelyre az első derivált 

nulU;

i^bbői

/ ( í - 2 / )  =  0.

Az egyenlet megoldásai: / i= 0  és /,= 2 /. A felírt függvénynek tehát ezen 
/ értékek mellett lehet szélsc^rtéke. A szíélsőérték lét^ésére és fajtájára a 
máiodik derivált előjeléből következtetünk;

J V  /* -2 ( /~ /)  2/*
dt^

/i>«0-ra a lencsetörvéüy nem értelmezett (a tárgyat nem lehet a len­
edében elhelyezni).

í, -  2 /  behelyettesítésével

d * y \
dt^ p  f

tehát y-nak minimuma van. 
Értéke ezen helyen

h f
= 2/ +

I P
■4/.

/ . - /  /
A kép és tárgy távolsága dckor a fókusztávolság négyszerese.
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5. A ferde h^itás távolságát megadó képlet:

vl sin 2a
í  = ----------- ,

ahol üo az elhajított test kezdősebessége, a  a kezdősebesség irányának a víz­
szintessel bezárt szöge a ^90®), g  a nehézségi gyorsulás. Milyen a  
érték mellett legnagyobb a hajítás távolsága? Mekkora ez a maximális 
távolság? (i;o állandó, g  állandó).

A hajítás távolsága tehát adott vo és g  esetén az a  szög függvénye. Ott 
lehet szélsőértéke, ahol a szerinti első deriváltja zérus:

vô
doL

• 2 cos 2a =  0.

Mivel g pozitív, tehát nullától különböző i?o kezdősebesség esetén (ha to=0, 
akkor a kérdésfeltevésnek nincs értelme) cos 2a= 0 , vagyis

2a =  ^ + k n ,  ahol k ~ 0, ±1 , ±2 , . . . ;  ebből

7t , n

A megoldásnak értelme csak a és a ~  szögekre van, így ai =  — =

=  45“ és a , =  — =135”.
4

A szélsöérték tényleges létezésére és fajtájára a második derivált elő­
jeléből következtetünk:

d^s 2vl

Sí/a*
( - 2  sin 2a) =: ------sm 2a;

8
í d ^ s )  4vi , n ^

= ------^sin — = ----- Í^(+ 1 )< 0 ,
V d(x? Jai g  2 g

íd ^ s )  4ül , 3n 4t;2  ̂ ^ 
------ = ------5^sn — = ----- ^ ( - 1 ) :^ 0 .

Az ai behelyettesítésekor tehát a második derivált negatív, és így a 
függvénynek itt maximuma van. Az ct̂  behelyettesítésekor a második 
derivált pozitív, és így a függvénynek itt minúnuma van. A két szélső­
érték fizikai érteímazése a következő: Ha egy testet egy vízszintes alap­
egyenessel 45®-os szöget bezáró irányban elhajítunk, akkor az egyenes 
irányításával egyirányban ér el a test maximális távolságra. Ha a bezárt 
szög 135®, akkor a test a negatív irányban tesz meg maximális távolsá-

#■>4 I kettő nagysága természetesen egyenlő, hiszen a hajítás távolsága 
filgghct az alapegyenes irányításának megválasztásától.

A/ értékének meghatározása:
vl sin 90° vl vl

= ----- •
g g g  

Vegyük észre, hogy s minimális abszolút értéke zérus, és ez éppen a 
ví/^gAlatunkból kizárt a= 0 , ill. a=90° esetében lép fel.

ft. ügy csatorna keresztmetszete a 67. ábrán látható alakú; a ke-

67. ábra

rr«/tmct!net 2 m* kell, hogy legyen. Hogyan válasszuk a csatorna r és 
H n>érctét, hogy minimális kerület adódjék? mekkora lesz ez a minimális 
kerület? A terület:

+ 2r>i =  2.

A kerület:
2r ^ 2h+ m .

A kerület r és A értékétől függ, a terület képlete segítségével azonban 
##rk egyike kiküszöbölhető. A terület képletéből /r-t kifejezzük és JC-ba 
íwlyettesltjük:

4-r*7E
r«;r-|-4rA =  4; A =  ■

4 —r*w 
/ : - 2 r + 2 — — +I7t:

4r

4r
2 m

i - r - h v
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Ez a függvény minden pozitív r-re differenciálható. A kerületnek azon
r érték esetén lehet szélsöértéke, amelyre r szerinti deriváltja nulla:

dK 4 + n 2 ^
---- = -------------- =  0;
dr 2 r*

ebből
4 + tt

2 r* ' 4-f;

A feladatnak nyilván csak pozitív r lehet a megoldása: 
2

- Ptí 0,75 m.
^4 + iz

A szélsöérték tényleges előfordulására és fajtájára a második derivált 
előjeléből következtetünk:

4d ‘K  4 ,
--------— —  es
dr^

d^K
dr'̂

tehát a függvénynek az helyen minimuma van. A kerület minimális 
értéke:

jK(rO =  - ; z z = r l ~ j  + -----: -----

« i f l M  «  2*2,67 =  5,34 m.
7. Adott egy a és b oldalú téglalap. A 68. ábrán látható módon olyan
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egyenlöszárú háromszöget szerkesztünk, amelynek alapja a téglalap egyik 
a oidaláva] egy egyenesbe esik, szárai pedig átmennek a téglalap másik 
két csúcspontján. Mekkorának válasszuk az egyenlőszárú háromszög 
magasságát, hogy területe a legkisebb legyen, és mekkora a legkisebb 
terület?

Az egyenlőszárú háromszög alapja a-{-2x\ magassága b+ z; területe 
tehát

^  (a+ 2x)(b+ z)
2 ’

ebben a képletben két változó mennyiség fordul elő, ezek egyike azonban 
kiküszöbölhető, az ACB és CED háromszögek hasonlóságának felhasz­
nálásával. Ui. fennáll:

amiből

z: — =  b:x, 

ab

Ezt a terület fenti formulájába behelyettesítve: 

ab\
(a-h2x) I b +

2x ( a  \ í ^  ab\-(t« rs)-
ab a^b ab á^b

-  -;r+-7—^ b x - \ - -  ab-\-bx+---- .
2 4a: 2  Ax

Mivel a és b 2i téglalap oldalai adott állandók, az egyenlöszárú három­
szög területe csak az jc-szel jelölt szakasz hosszúságától függ.

A területnek ott lehet szélsőértéke, ahol x  szerinti differenciálhányadosa 
zérus:

dT a^b a^b

vagyis
ű* a

A negatív gyököt azért nem vettük íigyelembev mert az x  szakasz csak 
pozitív lehet.

A szélsőérték fajtája a második derivált előjeléből állapítható meg:

d ^T
dj^

12 Diffcfeiiciálszámftás

á ^b í 2x \
4 r w 2x*

^0,
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vagyis az egyenlőszárú háromszög területének minimuma van. Ha , 
ab 2

akkor z = — =b, és a magasság m = b-\rz = 2b,
2x

A minimális terület:
. , a a^b , ab ab  ̂ ,

=  ------=  űZ>+-~+---=2aZ>.
L a  2 2

T
A háromszög minimális területe tehát az adott téglalap területének 

kétszerese.
8. Adott egy a oldalú négyzet, amelynek mind a négy sarkából ki­

vágunk egy-egy x  oldalú négyzetet. Hogyan válasszuk meg x értékét, 
hogy a megmaradt lemezből az oldalak felhajlításával kapható — felül 
nyitott, a -2 x  oldalú négyzet alapú — edény térfogata maximális legyen 
(69. ábra)?

69. ábra

Az edény térfogata;
(fl-2x)*-;c =  ű»x~4ax*-f 4jc».

A térfogat x  harmadfokú függvénye. Ott lehet szélsőértéke, ahol első 
deriváltja nulla:

dV
dx

0;

8ö±K64fl*-48fl» 8ö±4ű

a
T’

24
a

24
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A szélsöérték fiótáját a második derivált előjele dönti el: 
d^V

^24;c-8fl;

Vagyis a térfogatnak az x^ helyen minimuma, az Xt helyen maximuma 
van. A  minimális térfogat nuÜa, mert ekkor a lemezt félbevágjuk. A  maxi­
mális térfogat:

K W = í « - ^ V - -  =  - - -  =  -I  3 Í  6 9 6 2 7 '

9. Határozzuk meg az R sugarú gömbben elhelyezhető legnagyobb 
térfogatú henger sugarát és magasságát (metszetét 1. a 70. ábrán)!

70. ábra

A henger térfogata: V—rH m = 7j^^  ahol r az alapkör sugara, és
X a magasság fele. Mindkét mennyiség változhat, de egymástól nem füg­
getlenek, így az egyik kiküszöbölhető. Pythagoras tétele alapján ui.: 
iP  =  r*+jc*; ebből r-et kifejezve: r :c*; ezt a  térfogat képletbe
helyettesítve:

V ^ H R ^ - ^ c ^ n x ^ lR ^ n x - ’lnx*.

A  térfogat tehát a magasság felének (és így a magasságnak is) harmad­
fokú függvénye.

Keressük a szélsőértéket:

dV
dx
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ebből

i V

a megoldás nem lehet negatív előjelű, mert x  hosszúságot jelent.
A szélsöérték fajtája a második derivált előjeléből határozható meg:

d*V
:~127rx, és V'*

ezért a függvénynek az x= helyen maximuma van.

Az R  sugarú gömbben elférő legnagyobb térfogatú henger térfogata:

R \

6JPJt-ZR*K

=  2JPk - ^ - 2
lí*

3 /3

4iPw 1

3 /3

Tehát a  gömbbe helyezhető henger térfogata maximálisan a gömb 
térfogatának |^3-ad része lehet.

10. Határozzuk meg az R  sugarú gömbben elférő legnagyobb palástú 
henger s u g ^ t  és felszínét (70" ábra)!

A henger palástja:

P  =  2 n f2 x  == 4mx.

Az r és jc közötti kapcsolat az ábrán látható derékszögű háromszögre 
felírható Pythagoras-tétel alapján: amiből r  =  }/r * - x*,
ezt a palást képletébe helyettesítve:

1
P = 4 n x ) fW ^ = - 4 n x ( R ‘ - j ^ * .

A palást így már csak egy mennyiség (a fél magasság) függvénye. Dif- 
ferendáljuk ezt a függvényt:

dx

-‘ 4n

180

A függvénynek ott lehet szélsőértéke, ahol első deriváltja nulla:

4n
4n

R

n

a gyökvonáskor csak a pozitív előjelet vettük figyelembe, mert x  csak 
pozitív lehet.

Tekintsük a második deriváltat:

d^P
~ d ^

1
1

fB Í-x '^  • 2x ~ x ^ - j ( R ^ - x ^ f ^ ( - 2x)

=  47T
2x

R ^-x ^

x^

: -4 n
3x

ÍR } -x *

Rminden szóba jövő értékre, tehát jc= ~ — értékre is, vagyis erre

az értékre a palást területe maximális. 

A maximális palástú henger sugara r

R

n

=  1/ /f*— = — , 
r  2

és palástja

Í 2 n  Í l

A hengerpalást maximális területe tehát a gomb felszínének a fele.

11, Határozzuk meg az R  sugarú gömbbe írható legnagyobb térfogatú 
kúp sugarát, magasságát és térfogatát (metszetét 1. a 71. ábrán)!

Az ábra jelöléseivel a kúp térfogata:

r^niR+ x)
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Itt az r  és jc mennyiségek változhatnak, azonban az r® =  R ^-x ^  kap­
csolat áll fenn közöttük, így egyikük kiküszöbölhető, ezt az összefüggést a 
kúp térfogatának képletébe helyettesítve:

{R ^-x^)7i{ R ^ x )  n (R + x )H R -x )K = ---------- ----------- = ----------- -̂--------- .

A térfogatot megadó függvényt a: szerint differenciálva: 

dV 71
-—  =  — [ 2 ( R + x ) { R - x ) + { R + x y ( - \ ) \  =  
dx 3

=  j ( J { + * ) ( 2 / í - 2 ;c - ;e - / i)  =  j  (/í+a:)(J{-3x).

Mivel R é s x  pozitív előjelűek, így az első derivált csak akkor nulla, ha 

R
3x =  0, azaz ^  *

A második derivált:

^  =  ^ l R - 3 x + ( R + x ) { - 3 ) ]  =  ^ { - Z R - 6 x )  = 
dx^ 3 3

= — ~  (2R + 6x) < 0,
jij

mivel R és X pozitív, tehát a térfogat az ^ = y  helyen maximális.
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A maximális térfogat: 

— ( i ) = - 27'

Tehát a kúp maximális t^ogata a gömb térfogatának ^-ede.

12. Adott területű és alapú háromszögnek mikor legkisebb a kerülete 
(72. ábra)?

72. ábra

Ha a háromszög alapját c-vel, területét T-vel, magasságát m-mel je- 
2T

löljük, akkor !«=— , tehát m is adottnak tekintendő. A háromszöget
a magasság két derékszögű háromszögre bontja; az ábrán látható jelö­
lésekkel a háromszög oldalai: a = }/m*+x^; b = F'm'+íc-jc)*; c. A 
kerület:

k = fnFTi^  + infi+{c-xy  + c = (m*+ x*)* + [m*+ (c -  x)‘]^+ c. 
Differenciálva;

dk \ -J. 1 - i
— = _(m»+x») »2x+y[iw*+(c-^)»] * -2 (c -x ).(- l)  =

c—x
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Szélsőérték ott lehet, ahol az első derivált nulla, tehát

X  C —X

i n f + i c - x ' f
mindkét oldalt négyzetre emelve, m ^d a nevezőkkel keresztbe szorozva.

Ránézésre láthatjuk, hogy mindkét oldalon előfordul az x)’ tag, 
tehát ezek kiesnek.

Marad
jc*/n* =  {c-jc)*»»i*; jc*/n* =  c*in*-2c»i*jc+m***: 2cm>jc =  c*m*; 

c*i«* c
2cnf ” T ‘

Irracionális egyenletet oldottunk meg négyzetre emeléssel; 

ilyenkor hamis gyököt is kaphatunk, -y  azonban megoldása 

(gyöke) az eredeti egyenletnek, erről behelyettesítéssel győződhet 
meg az Olvasó. 

A szélsőértéket szolgáltató háromszög tehát egyenlőszárú, 
mert a magassága az alapot felezi. 

Annak eldöntését, hogy a kerület valóban minimális, az 
Olvasóra bízzuk.

13. Rajzoljunk egy 2a nyüásszögű körcikkbe egyenlöszárú három­
szöget, a 73. ábrán látható helyzetben. Mekkorának válasszuk a három-

73. ábra

szög alapját, hogy területe maximális legyen? Határozzuk meg a maximális 
területét!

A háromszög alapja és a szög csúcsa közötti szakaszt x-szel jelölve, a 
terüiet;

^ T a iR ^x ) ^7*«-------------
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ahol „a” a háromszög alapjának fele. A z a és az x  változó mennyiségek 
egyike kifejezhető a másikkal; ui.

a=xtgoc, így a terület T — x ( R - x ) tg a ,

A  terület tehát most már csak az x-szel jelölt távolság függvénye. Dif­
ferenciáljuk a kapott függvénjrt x  szerint:

dx =  [/? -ac+ ;íc (-l)]tg a  =  (i{-2A:)tga.

RSzélsöérték ott lehet, ahol az első derivált nulla, ez pedig az x = -----re
teljesül.

d^T
A  második derivált: — =  - 2  tg a  <  0, mert a <  90®, így a terület-

R
dx^

nek az x  = —  helyen maximuma van.

Az alap tehát 2a~ R  tg ct, és a maximális terület:

r ( - )= - t g « .

14. Bontsuk fel az A pozitív számot két pozitív szám összegére úgy, 
hogy az egyik szám nég>^tének és a másik szám köbének összege 
minimális legyen!

Legyen az egyik szám jc, a másik pedig A - x \  ekkor a vizsgálandó 
összefüggés

y  =  {A -x Y + x ^  =  ^»-2^a:4-jc*+jc*, 

a függvény tehát harmadfokú. Ezt differenciálva:

y  = - 2A-\-2x-\-^x^.

Határozzuk meg az első differenciálhányados zérushelyeit!

3jc» +  2a:-2 .4  =  0;

~2±r4+24  ̂ -2±2}IY^6A

Xi-

mitásba.

-1+/T+6Í
Xt = -

- i - Í T h m
< 0, tehát nem jön szá-

185



A második derivált és helyettedtési ^ tSce az Xi helyen: 

y ’ = 2 + 6x;

/■(xj = 2 + 2 (-1+ íT h 5 )  = 2- 2+2K1+M > 0.

A függyénynek tehát az Xi helyoi minitminia van. Legyen ^4=4; ekkor

- l + j ' í + 2 4  4 . .  *
5-------- = y .  es ^ - . .  =  4 - -  =  _ .

M 'i ( ^ Y  H V  64 64 192 +  64 256 13 
=  = - 9 - " 2 7 = ^ T -  =  -27 =  " ^ -

15. Valamely mennyiséget (pl. egy test súlyát) /i-szer megméijűk. 
Legyenek a mérési eredmények az Xi, X t , s z á m o k .  A mennyiség 
valódi értéke legjobb becslésének azt az jc számot tekintjük, amelytől 
a mérési eltérések négyzetösszege a legkisebb. Bevezetve az

{ x - x ^ y  + ( x -x ^ y + ...-h ix -x J ^ = ^ A

jelölést, keressük azt az x  értéket, amelyre A  minimális.
Szélsőérték ott lehet, ahol A-nak mint x  függvényének a deriváltja

zérus:
dA
—  =  2(jc-jcO +  2(;c-jc2) +  ...+ 2 ( jc - :c J  =  0. 
dx

Kiemelve és összevonva:

2 [«:r—(jfi+ JC2+ • • • + -̂ n)] =

azaz =  JCi+:c2 +  ...+Jc„, így

Xl +  JC2+.*.+^n

vagyis a kapott x  érték a mért értékek számtani közepe. 
d^A

A második derivált: ------— 2n mindig pozitív, tehát a függvénynek
dx^

erre az x  értékre minimuma van.
A mennyiség valódi értékének tehát a  mért értékek számtani közepét 

tekinthetjük.

16. Adott egy háromszög a  alapja és m  magassága (74. ábra). Milyen 
legyen a háromszög, hogy az alappal szemben a lehető legnagyobb s z ^  
feküdjön?
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74. ábra

Az ábra jelöléseivel a y =  maximumát keressük.

a - x  ^ x
tg a  = ------; tg)? =  — .

m m

v =  tgy =  tg(a+)9> =

a — x  X  

tg a  +  tgj? m  m

a

m

1—tg a  tg i?  ̂ a - x  X  

m  m

am

1 -
a x -x ^  m*-0jc+jc*

így a keresett szög tangense már csak egy változó mennyiségtől függ. 
Differenciáljuk ezt a függvényt x  szerint!

d i g y  — a m { - a i - 2 x )y =■
d x  { m - - a x ' { - j ^ f

A függvénynek ott lehet szélsőértéke, ahol az első differenciálhányadosa 
nulla, vagyis ahol a tört számlálója nulla (és a nevező nem nulla). Mivel 
a  és m  nem nulla, a számláló akkor zérus, ha

— a  +  2 x  = 0, amiből X i  = ~ .

Ha m ^ a jl ,  akkor a nevező ez esetben nem nulla.

187



A második derivált, és helyettesítési értéke az Xi = ű/2 helyen:

y —---------------------
^  dx^

{m ^-a x + j^y

A kijelölt műveleteket nem hajtjuk végre, mert a behelyettesítés során 
így gyakran egyszerűbben kapjuk meg a keresett értéket. Valóban ráné­

zi
zésre látható, hogy az helyen a számláló zárójelében a második

a
tag 0; így az Xi = — helyen vett helyettesítési érték:

í  ű2 2̂X2
— lám \rrr------ i----

l  2 4
y"

r-y^Tj
>0 m9^ 1)^

tehát a függvénynek az x= a j2 helyen maximuma van. 
a a
~2 a ~2

Mivel íg = ---- =  —  és tg Pl = =  — , így =  és a há- 
m 2mm lm  

romszög egyenloszárú.

17. Egy villamos telep belső ellenállása /?b, a külső R ellenállás vál­
toztatható. R milyen értékére lesz a külső ellenállásra jutó villamos lelje* 
sítmény a lehető legnagyobb (75. ábra), és mekkora ez a maximális tel­
jesítmény?

r
C = H

75. ábra

A \illamos teljesítmény: F —PR.
Ha a telep forrásfeszültsége E, akkor az áramkörben folyó áram:

1 =
R^.-hR
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és így az i? ellenállásra jutó teljesítmény:

E^R
Kr ^+ jr)

amely a telepre kapcsolt R  ellenállástól függ.
Differenciáljuk a teljesítményt megadó függvén3rt az R  eUenállás sze­

rint!
dP (R ^+ R y -R -2 (R ^-^R ) R ^ + R -2 R  
d R ~  {Ry,-^RY ~  (Rt,^R)^

- í . - 5 c £ _ .
« . + * ) •

A teljesítménynek ott lehet szélsőértéke, ahol az első differenciálhá­
nyadosa nulla, vagyis

R ^ - R  = 0, tehát R = R ^.

A második derivált, és helyettesítési értéke az R —R ,̂ helyen:

f 2 R y - ( R ^ ^ R y 3(R ^+ R y
dR*

P^(R^;) = E^

(R ^+ R y  

-l(2R^y E^
= 0,

{2R^y (2R^y  

tehát a függvénynek az R —Ri  ̂ helyen maximuma van. 

E^R^  £•* 1 E^
■“  “ Ti2R^y 4R^

Tehát a terhelő ‘ellenállásra jutó maximális teljesítmény 
1 E^
4

18. Egy országúttól „a” távolságra van az A község és „6” távolságra 
a B  község; a kettő vetületének távolsága az országúton d. Mindkét köz­
séghez az országút egyazon pontjából kiinduló egyenes bekötőutat kell 
építeni úgy, hogy a két bekötőút együttes hossza a legkisebb legyen. 
Hogyan válasszuk meg ezt a pontot (76. ábra)?

C-vel jelöljük a feladat feltételének megfelelő pontot.
A teljes út az ábra jelöléseivel: Z  =  s^+s^, ahol

s^ = y ¥ + ^ ;  5, =  yA> +  (rf-;t)«.

Z  =  Vű*+JC» + y t^ + ( d - x y  =  +  [6»+(rf-x)*]^.
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76. ábra

dZ
~d^

= y  + * -2x + y  W + id - x y f  * •2( d -x ) ( - 1) =

d — x

Y ¥ T W ^
A függvénynek ott lehet szélsöértéke, ahol az első differenciálhányados 

nulla, vagyis

X d —x

V '^+3?

Az ábrából látható, hogy

=  cos a és
d —x

=  cosA
S b ^+ {d -xY

amiből feladatunkban következik a szögek egyenlősége is, vagyis

Oi = fi.

Ugyanúgy kell tehát eljárnunk, mintha az A  pontból egy fénysugár 
indult volna el, és ez verődött volna vissza az országútról, mint tükörről 
a  B  pontba.

19. Egy test az I. félsíkban (77. ábra) adott Ci sebességgel tud haladni, 
a II. félsíkban pedig adott sebess^e l Milyen kapcsolatnak
kell fennállni az ábra szerinti kiindulási a és fi szögek között, hogy a 
test a legrövidebb idő alatt jusson el az L  tartománybeli A  pontból a II.
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tartománybeli B  pontba? Jelölje az A  pont távolságát a két síktartomány 
határoló egyenesétől ű, és a 5  pontét b; a két pont vetületét d.

Az egyes útszakaszok — az ábra szerinti x  szakasz bevezetésével — 
a következők:

S i= ^ Í i f+ id -x Y  és s, = Y ^ + ^ .

A menetidő:

A menetidő, melynek minimumát keressük, x  értékétől függ. Ezt a 
függvényt differenciálva.

dT
dx Cl 2

- ( d - x )1 1 -JL
+ ----— *-2jc= _̂_________ _____

^ c ja ^  + i d - x y  c^ix^ + b^

A függvénynek ott lehet szélsöértéke, ahol első differenciálhányadosa 
nulla, vagyis ahol

X  d - x
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Nem fejezzük ki x  értékét, mivel ez meglehetősen bonyolult lenne, 
hanem az egyenletet a és fi szögfüggvényei segítségével írjük fel. Az ábra 
alapján

és sin a =
d - x

y d ^ + ^ d -x r  ’

ezt behelyettesítve előbbi kifejezésünkbe, 

sin fi sin a 
Cl

vagy átrendezve

sm a
sin^ C2

A szögek szinuszai és a sebességek közötti kapcsolat meg­
egyezik a fén5̂örés ismert törvényével, ha Cj a fény terjedési 
sebessége a /. közegben^ és Cg a //. közegben. Ez is alátámasztja 
azt a tapasztalatot, hogy a fény két pont között mindig olyan 
úton halad, amelyre „menetideje” a legrövidebb. Azonos kö­
zegen belül ez egyúttal a „legrövidebb” — tehát egyenes — út.

Annak megállapítását, hogy az így kapott szélsőérték valóban mini­
mum, az Olvasóra bízzuk.

2. L’Hospital-szabály alkalmazása

A L’Hospital-szabály lehetővé teszi, hogy bizonyos esetek­
ben kiszámítsuk olyan törtfüggvények határértékét valamely 
x =  a helyen (az „a” hely lehet véges vagy végtelen), melyek

0helyettesítési értéke itt —, ill. ~  határozatlan alakú.

Ha ui. lim / (x )= 0  és lim g(x) =  0 [vagy lim f{x) — oo és
x-*a x-*-a x~*a

lira g(ji:) =  oo] és az f(x )  és g{x) függvények az ,,á” hely kör­
nyezetében diíferenciálhatók, továbbá g'{á)9̂ 0, akkor

g(x) (x)
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Vagyis a két függvény hányadosának határértéke — az előbbi 
feltételek esetén — a derivált függvények hányadosának határ­
értékével egyenlő. Amennyiben lim /'(j[:)=0 és lim g '(x )= 0
(ill. mindkét határérték «>) és a második deriváltak az „a” 
hely környezetében léteznek, akkor a szabályt ismételten alkal­
mazhatjuk.

Megjegyzés: Az f{x )  és g{x) függvényeknek nem kell az 
x = a  helyen értelmezve lenniök, mert csak a határérték létezé­
sét használtuk fel.

Az előbb tárgyalt két esetre vezethető vissza még a követ­
kező öt eset is: 0 -«>, <» —«>, Qo, co», l~ . Ha ugyanis például 
az első esetben lim /(x) = 0  és lim =  ±«>, akkor — fel-x-̂ a X-+Ö
használva, hogy lim , , = 0  —

lim/(x)-^(jc) =  lim f ix )
1

g{x)

0

0

alakú, tehát alkalmazható rá a L’Hospital-szabály; ayay 

m  f i x )lim-
x-*a 1

=  lim

g(x)
1

g(x)

Hasonlóképpen a második esetben, amikor lim f (x )  — <*>,
x-*a

és lim ^(x) =  oo, lim[/(ac)—g(x)] =  oo —oo lenne, de a kü­
lönbséget átalakítjuk úgy, hogy szorozzuk és osztjuk f(x )  + 
+g(x)-szel.

lim

A nevező határértéke végtelen, a számlálóé pedig vagy véges, 
vagy végtelen. Ha a számláló határértéke véges, akkor a tört 
határértéke nulla, ha pedig végtelen, akkor alkalmazható rá 
a L’Hospital-szabály.
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A hannadik esetben: legyen lim / (x )= 0 ;  lim g(;c)=0, azx-̂ a x-*a
adott függvény pedig y= fix f^*^  alakú.

Mindkét oldal e alapú logaritmusát véve,

\ n y = g i x ) l n ^ x y ,

ennek hatái^rtéke

lim In ;> =  lim [g(:c) ln/(jc)] =  0 • ( -  <»)
x-»a x-^a

alakú, és így az előbbiek értelmében az első esetben használt 
átalakifás után alkalmazható a L’Hospital-szabály. Mivel a 
kapott határérték ln>  ̂ határértéke, ezért ebből pl. vissza­
kereséssel lehet meghatározni y  határértékét.

A negyedik esetben legyen ü m /(x )  =  oo; üm g(x)= 0 , az
adott függvény pedig

y= fix r^>
alakú.

Mivel lim j^=lim =  alakú, ezért előbb mindkétx-*a x-*a
oldal e alapú logaritmusát vesszük:

így In 3' határértéke

lim lnv =  lún fg tó ln /(x )] =  0 -«>
jc-*a x-*a

alakú, ezzel a feladatot visszavezettük az első esetre, tehát a 
UHospital-szabály alkalmazható.

Ha \n y  határértékét megkaptuk, ebből már meg tudjuk 
határozni y  határértékét is.

Legyen végül lim /(jc) =  l ;  és lim ^(;c) =  «>, az adott függ-x~*a x-*a
vény pedig y=f{xy^*^ alakú.

A határérték ekkor

alakú.

m

Mind a két oldal e alapú lo^rítm usát vesszük: 

ln>»=g(x)ln/(;í);
ekkor

lim In =  lim [g(x) Inf{x)] =  «. • 0
x-»fl x-*a

alakú, így az első esetre vezettük vissza In j  határértékének 
kiszámítását; ebből y  határértéke meghatározható.

GyakcH-ló feladatok

í n y
1. lim ------- =  ?

x-»2 x - 2

In y = l ^  1= 0 ; 2 —2 =  0, tehát a tört helyettesítési értékére az jc=2

0
helyen — adódik.

Alkalmazzuk a L’Hospital-szabályt:

in -  íln - 1
2 [ 2 ^

—  =  lim ^lim ----- -- =  lim ------ —  =  lim
x-*2 X — 2  jc->2 ( ^  — 2) x-*2

1

2 1
---- • -----
X 2

1
1 1 = lim — =  — . 

X-*2 X 2

Megjegyzés: Mivel az — függvény az jc=2 bdyea  folytonos, tehát a

bal- és jobboldali határérték megegyezik, vagyis jogosan beszélhetünk 
határértékről.

2. lim
ln;c>

x-*i x — 1
=  ? Először a jobboldali határértéket számítjuk k i:

lim lnjc* =  0; 1 - 1 = 0 ,
*-♦1+0

tehát a tört helyettesítési értéke az x = l  helyen ~  határozatlan alakú. 

A L’Hospital-szabályt alkalmazva:

1 .2 x
lim ------- =  hm ----------=  lim — =  2.

x-*l+0 x - l  x-*l+0 1 x-*l+0 X

13*
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Mivel a — függvény az jc= 1 helyen folytonos, ezért a két különböző
X

oldali határérték megegyezik, tehát

lim ------- =  2.
*-►1 x - l

3. lim =  ? Mivel sin 0 =  0, tehát a tört az ;c =  0 helyen —
x-*o X  0

alakú. Mivel itt két páratlan függvény hányadosáról van szó, mely páros, 
az x = 0  helyen számított bal- és jobboldali határértékeknek — ha létez­
nek — meg kell egyezniök.

sinx  cosx ^ ^
h m ------- =  lim -------- =  cos 0 =  1.
x-^o x  x-^o 1

arc tg jc
4. l im -------------- ? Az arc tg 0 =  0 összefüggés miatt a tört az jc=0

x-̂ O X
0

helyen — alakú. Az előző feladathoz hasonlóan a bal- és jobboldali határ­

értékek — ha léteznek — egyezőek.
1

arc tg x  1+Jc* 1
h m ----------- =  l im --------- =  h m -------- =  1.

x - » 0  X X - + 0  1 x-*0 1-fJC*
2jc-sinjc

5. lim
x-»0 X*

? 2-0--sin0  =  0 miatt a tört az jc =  0 helyen —

alakú. A számláló páratlan függvény, a nevező páros függvény, ezért 
először a jobboldali határértéket számítjuk ki, azután a baloldali határ­
értéket.

2jc—sinx 2 - c o s x
Ijjn -------------=  lim --------------=  +«»,

x-^+o X* x-»+o 2x

mert lim (2-c o sx )  =  2 - 1  =  1, és a nevező a pozitív számokon keresz-
x-* + 0

tül tart nullához.
Vizsgáljuk meg az előbbi kifejezés baloldali határértékét!

2 x - s in x  2 -c o s x
l im  ---------------------=  i i m ---------------------- =  —

X* x-*~o 2x

mert a számláló határértéke most is 1, de a nevező a negatív számokon 
keresztül tart a nullához; tehát a bal- és a jobboldali határérték nem 
egyezik meg.
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5*-7*  1 - 1  0
6. lim ---------= ?  A tört helyettesítési értéke az x = 0  helyen-------==—

x-*o X 0 0
alakú. Először a jobboldali határértéket számítjuk ki.

5* hl 5 -7 *  hl 75* -7*  
lim ---------

x-̂ +Q X
- lim - 
*-►+0 1

=  lim (5 * ln 5 -7 " ln 7 )  =  5® ln5-7»hi7  =  ln 5 - h i7  =  ln - - .  
X-++0 7

A baloldali határérték szintén ugyanannyi, mert az 5*, ül. 7* függvé­
nyek a nulla helyen folytonosak. Tehát

Im i---------=  In — .
x-*Q X 1

7 * -5*  7*-5*
7. lim ---------=  ? l i m ----------=  ? A helyettesítési érték az x = 0

jc_̂ +0 X* x-^-O X®
1 - 1  0

helyen mindkét esetben —̂  =  — alakú.

7* -5*  7 * ln 7 -5 * ln 5
lim ---------=  lim -----------------------

x-^+o X* x-^+o 2x

mert lim (7* ln 7 -5 *  hi 5) =  In 7 - h i  5 =  In — >> 0, és 2x a pozitív számo- 
x-^+o 5

kon keresztül tart nullához.

lim
7*-5*

f - O  X *
: lim

x -* -0

1^ In 7 - 5 "  hl 5
2x

mert a számláló határértéke az előbbi, de a nevező a negatív számokon 
keresztül tart nullához.

8. lim ----------- =  ? lim ------------=  ? A tört helyettesítési értéke
X - * + 0  X *  j c - » _ o  X *

1 -1  0 
az x =  0 helyen —̂  =  — alakú.

2 » - -3 ^  
I m i -----------

x-* + Ó X*
lim

X-++0
2 * * -3 h i2 -3 ^ .4 h i3

A számláló jobboldaU határértéke:

lim (2* '.31n2-3**-41n3) =  ln — < 0 .  
x-*+o 81

tehát véges negatív szám.
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A nevező jobboldali határértéke: 0; mivel x  a pozitív számokon ke­
resztül tart a nullához, igy a  tört jobboldali határértéke:

A baloldali határérték kiszámításakor azt kapjuk, hogy a számláló 
8

határ&téke In de a  nevező a negatív számokon át tart a nullához,

tehát a tört baloldali határ^éke: +«>. 

tg I x
9. lim ------- — ? A feladatot megoldjuk a L’Hospital-szabálIyal is,

x-»0 X
és elemi úton is.

Ezzel hívjuk fel az Olvasó figyelmét arra, hogy az ilyen 
típusú határértékek nemcsak a UHospital-szabállyal oldhatók 
meg.

/. Megoldás:
0

Az .x=0 helyen a helyettesítési érték — alakú.

tg lx  cos*7x , . 7
hm —----- =  hm --------- - =  iim ---------= 7,

jc-»+0 X  X - + 0  1 jc-+OCOS*7x

mivel a nevező határértéke 1.
7

A baloldali határérték szintén ennyi, mert a

nulla helyen; így

h m ------- =  7.
x-*0 X

cos* 7x
tört folytonos a

II. Megoldás:

A feladat megoldása elemi úton:

tg I x  sin Ix  7 
hm ------- =  hm

X jc-*+o I x  cos7jc

sin 7jc 7
=  h m ----------lim -----------=  1.7 =  7.

jc-»+o I x  jc-^+ocos7x

A két eredmény megegyezik, de az elemi út ebben az esetben könnyebb.
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Itt említjük meg, hogy a L’Hospital-szabály a határérték- 
számítás hatásos eszköze, de — amint ez a példa is bizonyítja 
— nem vezet mindig a legrövidebb megoldásra.

sin 4jc 0
10. lim ---------=  ? A helyettesítési érték az x=?r helyen — alakú,

tgSx ^ 0
Két páratlan függvény hányadosa páros fügpény, ezért a  bal- és jobb­
oldali határérték — ha létezik — m eg^födk.

sin4jr 4  cos 4 a : 4  cos* cos 4 jc
lim ---------=  h m ------------=  h m --------------------- .
x-*% tgSx x-*jt 5 X-** 5

cos*5x

Mivel lim cos* 5jt =  1, és Hm cos 4;c =  1, ezért
x~*n x-^x

sin 4x 4
Hm

tg 5a:

11. lim —  =  ? A számláló és nevező határértéke egyaránt végtelen,
X-̂ oo 2 

oo

így a tört — határozatlan alakú. Alkalmazzuk a L’Hospital-szabályt:

r  r  ^Imi — '=  hm
♦co2* x-.o>2*ln2

A helyettesítési érték most is — alakú, tehát ismételten alkalmazzuk 

a L’Hospital-szabályt:

2x  „ 2
Hm lim

x-.oo2*hi2 x-*oo2*(hi2)*

A számláló véges (2), a nevező h a tár^ék e  végtelen, így a tört határ­
értéke nulla;

JC*
lim —  =  0.

2jc*~4;c+ 5  «•
12. lim —----- — =  ? A helyettesítési érték — alakú lenne.

JC-.00 7jc*+5jc- 3  oo
A feladatot L’Hospital-szabállyal és eloni úton is megoldjuk.
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/. Megoldás:

A L’Hospital-szabályt egymás után háromszor alkalmazva:

2jc»-4a:+5 . \ l x  12 2
h m ------------------=  h m ------------ =  lim —  =  lim — =  — .

x~*oo lx^-\-5x—3 jc~»oo 21x^ + 5 x-*oo 42x x-»<» 42 7

IL Megoldás:

A számlálóból és nevezőből Ar*-ot kiemelve;

lim -
JC-+00

a:®

13. lim - ——- =  ? A tört helyettesítési értéke a végtelenben — alakú;
x-*oo hi4A:

alkalmazzuk a L'Hospital-szabályt: 

5x .. 5
= lim

1 .4
4x

= lim 5x =  «>.
JC-»oo

14. lim 2x In a:? Mivel In x  csak pozitív A:-ekre van értelmezve, tehát
x-» + o

nem beszélhetünk baloldali határértékről.
Itt lim 2x — 0, és lim In jc =  — «>, tehát a helyettesítési érték 

JC-++0 x-n-o
0«(—oo) alakú.

Alakítsuk át törtté az eredeti kifejezést a következő módon:

lim 2x ln jc=  lim -  ? 
x-*+o  x-*+o 1

Mivel lim 2 In jc =  -  «», és lim — == «>, így alkalmazható a L’Hos-
jc-*+0 x-*+0 X

pital-szabály:

lim — lim — — = lim (-2 jc) =  0.
JC-++0 1 x-*+o  1 x-*+0
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15. lim 2x ctg 3jc =  ?
x-*0

Mivel páratlan függvények szorzata páros függvény, ezért az jc=0 
lielyen a bal- és jobboldali határérték — ha létezik — megegyezik.

A helyettesítési érték 0-oc határozatlan alakú lenne.

/. Megoldás:

A szorzatot törtté alakítjuk és a L’Hospital-szabályt alkalmazzuk:

lim 2x ctg Zx =  hm — ^  =  lim----- ^-----=  lim — cos® 3x ~ ~ ,
3c->o tg JC-+0 3 x~*o 3 3

cos^ 3x

II. Megoldás:

A kifejezést ügyesen bővítjük, tényezőkre bontjuk:

2 3jc 2
lim 2jcctg 3jc =  lim — •---------*cos 3jc =  — ,
X-+0 JC-+0 3 sin Zx 3

ugyanis jól ismert, hogy

lim
3jc

__  =1, és lim co s3 ;c= l.
x-*o sin 3a: jc-o

16. lim =  ?
*-► + 0

A helyettesítési érték 0® alakú. A feladatot úgy oldhatjuk meg, hogy a 
kifejezés logaritmusának határértékét számítjuk ki.

Legyen =  akkor

In =  In =  (sin x) hi x;

lim \n y =  lim (sin jc) In x =  0 ( -  «>)
JC-+ + 0 x-H-O

alakú.
A szorzatot átírva tört alakba:

lim
>+0 1

sm x
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alakú, most már a lk a lm a ^ té  a L’Hospital-szabály:
1

h ix
lim

JC-* + 0 1
=  lim

x-»+o — (sínje) cos X
smjr 

— sin* X 
x-*-hO x c o s x  

sm x

lim = íim
x-*+9

— smjc sm x
cosx

=  Hm — - 
*-♦+0

ilm tgjc =  { - l ) . 0  =  0.
x~* + Q

Mivel lim ln7  =  0, czéit lim y -
X-̂ +O 3C-*+0

1.

A függvénynek csak jobboldali határértéke van az jc=0 helyen, mert 
a negatív x  értékekre nincs értelmezve.

17. lim (sinjc)*=? Baloldali határérték nem létezhet; ui. nullához 
*-♦ + 0

közeli negatív x  értékekre sinjc-«=0, viszont negatív szám valós kitevőjű 
hatványa általában nincs értelmezve a valós számok körében. Tehát nem 
végezhetjük el az x ^ —0 határátmenetet.

A függvény helyettesítési értéke az x= 0  helyen 0® alakú. A feladatot 
az előbbi példában alkalmazott módszerrel oldjuk meg.

Legyen y=  (sin jc)*; akkor In y = x  In sin x, és lim In y=  lim x  In sin x, 
ami 0 -(—«>) alakra vezet. x-  ̂+ o x-*+o

A szorzatot törtté alakítjuk úgy, hogy az jc-et a nevező nevezőjébe 
visszük; ekkor a számláló ( —oo)-hez, a nevező pedig (+«»)-hez tart, 
vagyis alkalmazható a L’Hospital-szabály:

1
. ---- ‘COSX

In sm sm jc ( x  
lim -------- =  lim ------------

*-♦+0 1 x-*+o  1 x-t^+oV sin o :

X x^
A szorzat egyes tényezőinek jobboldali határértéke:

lim
x-»+0

I — =  lim jccosjr =  0*1 = 0 ;
V s m x j  JC-+0

ezt felhasználva 

limim {---- JC cos JC I =  0,
^+ov sm x  )

vagyis lim In >> =  0, 
x-»+o

és így lim y =  lim (sinjc)* =  l.
x~*+0 x-^+O
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18. lim (ctgjc)^ =  ? Határértéket nem keresünk; ui. ctgjc elég kis
x-» + 0

negatív x  értékekre negatív, de negatív szám valós kitevőjű hatványa 
általában nem értelmezett, ezért balról nem végezhető el a határátmenet.

A függvény helyettesítési értéke az jc=0 helyen «o alakú. Logaritmá- 
lássál alakítjuk át.

8

Legyen hi >> =  In (ctg =  f̂ jc in ctg x; akkor

lim /jc h ic tg jc =  lim — =  Hm
*+o x-»+0

1- 1-=  hm ------------ =  hm
JC 3|^jc

ac-n-o sin JC cosx x-*+o sinjc cosjc

lim lim
;c-+o sm x x-^+0 cosx 

Mivel lim ln:v=0, tehát
s

lim y  = lim (ctg x ) ^  =  1.
x-» + 0

1-0 =  0.

19. lim (sinx)* = ?  A függvénynek baloldali határértéke nincs, ui.
x-»+0

sinx  elég kis negatív x-ekre negatív, de negatív szám tetszőleges valós 
kitevőjű hatványa nem értelmezett, ezért a határátmenet nem végezhető el. 

A függvény helyettesítési értéke az x = 0  helyen 0^ alakú. Az ln 3̂ = 
±  1

=  In (sin x) * = — In sin X jelölést bevezetve,
X

lim l n y =  lim ~  In sinx = —««»,
x-* + 0 x-*+0 X

mivel a számláló határértéke -  «», a nevezőé pedig nulla. Mivel lim In > =  
=  — o®, tehát

lim (s in x )* = 0 . 
x-» + 0

203



Legyen
2

In>’ =  In jc“3+4 1nx

Ekkor

20. lim = ? A kifejezés helyettesítési értéke az jc — 0 helyen 0®.

2
X í2 21n;c

hm - — ------- lnA:= hm -— —-----=  lim
jc-*+o 3 + 41nA: x-* + o 34-4InA: x-> + o 1 2

Összehasonlítva az első és utolsó tagot

4 —
X

lim In =  — ,
2

ebből

lim y  — e ^ ~  Í~ê ,
x-f+ 0

A kifejezésnek baloldah határértéke nincs, mert negatív számnak valós 
hatványát általánosságban nem értelmeztük.

3. Elemi függvények Taylor-sorba fejtése

A Taylor-formula a következőket mondja k i: Ha az [a, x] 
zárt intervallumban az f{x)  függvény (« —l)-szer folytonosan 
differenciálható és még n-edik deriváltja is létezik az inter- 
vallum belsejében, akkor felírható

f ix )  = fia )  + ^ f ( a )  + ̂ ^ r ( a ) + ... +

+- — +  X),

ahol R„{a, x) az ún. maradéktag. Ennek Lagrange-féle alakja 

R„{a, X) = {a + 0 { x -  a)],

ahol 0  egy alkalmas 0 és 1 közötti szám.
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A példákban zz a-\-0{x — a) =  ^ jelölést alkalmazzuk.
Ha az f{x)  függvény az [a, x] intervallumban akárhányszor 

diíTerenciáiható, akkor a Taylor-formulát végtelen sok tagra 
felírva, f{x) Taylor-sora adódik:

x  — a

+
{x -d ) '

n\

Amennyiben ez a sor a-ra konvergens, vagyis az

k\

maradéktag zérushoz tart, midőn akkor azt mondjuk,
hogy az f{x)  függvényt az a pontban Taylor-sora előállítja. 
Azon pontok összességét, amelyekben f{x)  Taylor-sora kon­
vergens, f ix )  konvergenciatartományának nevezzük.

Sokszor a konvergencia a maradéktag vizsgálata helyett 
egyszerűbben állapítható meg — pl. az alábbi konvergencia­
kritériumok alapján.

Leibniz-féle konvergenciakritérium: Egy váltakozó előjelű sor 
konvergens, ha a tagok abszolút értékei monoton tartanak 
nullához w-»-oo esetében.

D'Alambert-féle vagy hányadoskritérium: Egy pozitív tagok­
ból álló sor konvergens, ha az egymás utáni tagok hányadosa 
bizonyos /i-től kezdve ( n ^ N )  egy 1-nél kisebb q szám alatt 
marad.

Az űf =  0 választással speciális esetként a Maclaurin-formula, 
ill. Maclaurin-sor adódik. Tehát a Maclaurin-formula:

f i x )  = / ( o ) + ^ / ' ( o ) + ^ r ( o ) + ... +

205



a Maclaurin-sor pedig

f ix)  = / ( 0 ) + -^ / ( 0 ) + ^ r (0) + . . .  +^/(">(0)+ ....

Könnyen belátható, hogy az 

f ( x }  =  a ^ + a ^ x + .„ - h a „ x ^

H-edfokú polinomot Taylor-sora minden ű-ra (röviden: min­
denütt) előállítja; ugyanis az (« + l)-edik és minden maga- 
sabbrendű derivált nulla, tehát a sor csak n tagból áll:

fix)  =  «.+/i(<0 +  ̂ / - ( o )  +  í ™ V ( < i ) + ... +

+ ( í ^ > ( „ ) .

Az /i-edfokú polinom Maclaurin-sora:

m  = / ( o ) + ^ / ' ( o ) + | ^ r ( o ) + . . . + ^ /< " > ( o ) .

Gyakorló feladatok

1. >̂ =  jc*-5jc*+2jc*-3jc*+2x*+6. írjuk fel a függvény ű= 2  hely­
hez tartozó rűyfor-formuláját, vagyis alakítsuk át a függvényt úgy, hogy 
benne csak x - 2  hatványai szerepeljenek!

Mivel a  feladat megoldásához a deriváltak, és azok x = 2  helyhez tar­
tozó helyettesítési értékei kellenek, először ezeket számítjuk ki:

/  =  ~  15x^ +  8jc» -  9x^+ 4x;

=  30jc*-100 jc»+24a'* -18a: f  4;

y'’  =  120jc*-300jc*+48x- 18;

y*> =  36Qx*-600x+48;

/»> =  720x~600; ;k<*>=720.

A hetedik és ennél magasabbrendfi deriváltak értéke azonosan egyenlő 
nullával.
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A helyettesítési értékek:

>̂ (2) =  2«-5-2»+2-2*-3 .2»+2.2»  +  6 =
- 6 4 - 1 6 0  +  32 -  24+ 8 +  6 =  - 7 4 ;

/ ( 2 )  =  6 .2»-25-2*+ 8-2»-9-2*+ 4 .2  =
=  192 -4 0 0 +  64 -  36 +  8 =  -1 7 2 ; 

j^(2) =  30-2*-100-28+24-2*-18-2+4 =
=  480 -  800 +  96 -  36 + 4 =  -2 5 6 ;

>'-"(2) =  120 .2*-300 .2*+48.2-18  =
-  960 -1200 +  96 - 1 8  =  -162 .

^<*>(2) =  360-2^~ 600-2 +  48 =  1440-1200+48 =  288;
(2) =  720-2 -  600 =  1440 -  600 =  840;

><«>(2) =  720.

A Taylor-polinom tehát
-1 7 2  -2 5 6

1! 2!
-1 6 2  288 840 720

+  - ^ ( x - 2 ) * + - ( x - 2 ) ‘ + - ( x - 2 ) . + _ ( x - 2 ) « .

A számegyfitthatókat kiszámítva:

^ = -7 4 - 1 7 2 ( ;c - 2 ) -1 2 8 ( ; t -2 ) * -2 7 (A :-2 )* + 1 2 (x -2 ) * +
+ 7 (x -2 ) '+ ( ;c -2 )* .

Ennek a felírásnak előnye könnyen belátható, ha valamely 
hatványfüggvény helyettesítési értékét kell meghatározni vala­
mely egész értéket tartalmazó kis intervallum sok pontjában. 
Rendszerint az egész értékhez tartozó függvényértéket ismer­
jük, ill. azt könnyebb kiszámítani.

2. Határozzuk meg az előbbiekben átalakított fiiggv&iy hdyettesftési 
értékét (két t iz ed esj^  pontossággal) az Xi=2,i, JCi=2A ül- **=2,01 
helyekoi!

j»(2,l) =  -7 4 -1 7 2 (2 ,1  -2 ) -1 2 8 (2 ,1  - 2 ) » -
-2 7 (2 ,1  - 2 ) » + 12(2,1 -2 )* + 7 (2 .1  -2 ^ + (2 ,1  -2 )*  =
=  - 7 4 - 1 7 2 .0 ,1  -1 2 8 .0 ,0 1  -2 7 .0 ,001  +12.0.0001 +  
+ 7 .0 ,00001+ 0 ,000001 .
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Az egyes tagok nagyságrendjét összehasonlítva látjuk, hogy az ötödik 
tag már csak az eredmény ötödik jegyét befolyásolja; így az első négy 
tagot hagyva meg

7(2,1) -7 4 -1 7 ,2 -1 ,2 8 -0 ,0 3  =  -92,51.

Ha a függvény eredeti alakjába helyettesítettünk volna, akkor a követ­
kezőket kellett volna kiszámítanunk:

j^(2,l) =  2 ,l« -5 -2 ,P  f-2 .2 ,l^-3-2 ,l»  + 2-2,P +  6, 

ami elég nehézkes.

j;(2,2) =  - 7 4  -172-0,2 -128-0,04 -  27-0,008 +12*0,0016-f- 

+  7-0,000 32 +0,000 064.

Csak az első öt tagot vesszük figyelembe, és így

j;(2,2) -7 4 -3 4 ,4 -5 ,1 2 -0 ,2 2  +  0,02 =  -113,76;

3'(2,01) = -7 4 -1 7 2 -0 ,0 1 -128*0,0P-27-0,01» +
+ 12-0,01*+7-0,015 +  0,01« =  -7 4 -1 ,7 2 -0 ,0 1 2 8 -
-  0,000 027 +12 - 0,01* +  7 - 0,0P +  0,01«.

Mint látható, a második tizedesjegy értékét csak az első három tag 
befolyásolja.

> (̂2,01) -7 4 -1 ,7 2 -0 ,0 1  =  -75,73.

Ha az eredeti alakba helyettesítettünk volna be, akkor háromjegyű 
szám (2,01) hatodik hatványát is ki kellett volna számítanunk, ami sok 
munkát jelentett volna.

3. Számítsuk ki az y =  5 + x^-4 ^+ 2 x* -7 x^-\-2 x  függvény helyet­
tesítési értékeit az jci=1,1 és ;c2= l ,01 helyeken hat jegy pontossággal, 
az ű = l  helyhez tartozó Taylor-polinom segítségével!

Először a fü ^ é n y t  x  fogyó hatványai szerint rendezzük, mert így 
könnyebb a deriváltat ellenőrizni.

y  = x^ + 2x*-4:^--7x^ + 2x+5.

Meghatározzuk a differenciálhányadosokat:

y  =:5x* + S x ^ - l2 x ^ - l4 x + 2 ;
y'  ̂-  20x^ +  24^2 -  24;c -1 4 ;

,v ^  =  60jc* +  48 j c - 2 4 ;

7<«>-120a:+48;
/"> =  120.
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A további deriváltak értéke azonosan zérus.
A helyettesítési értékek az jc= l helyen:

j^ (l)=  1 + 2 -1 -4 -1 -7 -1 + 2 -1  + 5 =  - 1 ;

/ ( ! )  =  5-1+  8 -1 -1 2 -1 -1 4 -1 + 2  =  - 1 1 ;

>^(1) =  2 0 -1 + 2 4 -1 -2 4 -1 -1 4  =  6;

:f*'(1) =  60 + 48 -  24 =  84; 

y*>(l) =  120+ 48 =  168; 

y<®>(l) =  120.

Az ö = l  helyhez tartozó Taylor-polinom tehát:

-1 1  6 84
=  - 1  + - — (X -1 )+ — (oc-1)*+— (At-!)•+

168 120 
+  ~ { * - l ) * + — (x -l)* ;

y  =  - 1  -1 1  (jc- l)  +  3 (x -1 )» +  1 4 (x - 1 )* + T (x - l)‘ + (x -1 ) ‘. 

Most meghatározzuk a függvény értékét az X i= l,l helyen:

>-(],l) = - 1  -11-0,1 +  3-0.01 +14-0,001 +  7-0.0001+0,000 01. 

j-d ,!)  =  -1 -1 ,1 + 0 ,0 3  +0,014+0,0007+0,00001 =

=  -2 .1  +0,044 71 =  -2,055 29.

A függvényérték az ac,= 1,01 helyen;

^(1,01)= - 1  -11.0,01+3-0,0001 +14-0,000 001+7-10‘ * + 10'

Az értéket ismét csak hat jegy pontossággal határozzuk m ^ . Mivel 
az utolsó két tag ezt nem befolyásolja, ezért

y(l,01) «»-1-0,11+0,0003+0,000014 =  -1,11+0,000314 =

=  -1.109 686 « -1 ,1 0 9  69.

4. íijuk fel az í»=sinx  függvény Maclaurin-sorát,és az x = — helyen
6

a Taylor-sorát.
A függvény deriváltjai: /  =  cos jc; y ' =  -  sin jc; >>*" =  — cosx; ŷ *̂  =  

=  sin stb., általában =  sin x, y  * '̂  =  cos jc, y * *̂  =  — sin jc, 
y4k+») =  -co s jf .
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A függvény Maclaurin-sorát határozzuk meg először.

j'(0) =  sin0 =  0; / ( 0 )  =  c o s 0 = l ;  >>'(0) =  - sin0 =  0; 

^*(0) =  -cosO  =  - l ;  s . í .t .

Vagyis
1 0 . - 1  0 ^

^  =  0 + - x + — — ^ + —

azaz
;c’

sinx =  x - — + —

A függvénysor Lagrange-féle maradéktagja;

ahol
ni

Mivel

jRnM=^~----n\ n!

X" X X X
lim J{„(x)~ lim —-  =  lim -7 - — •—  

n -» o o  n -» o o  ni n -» o o  1 2  3
=  0,

n

mert n növelésével az előző törtet egyre kisebb számmal szorozzuk és

az — szorzótényező rögzített x-re nullához tart, midőn n -  «>. A maradék- 
n

tag tehát x  bármely értéke esetén nullához tart, vagyis a függvénysor 
bármely x-iq konvergens és előállítja az 7 =sinjc függvényt.

A sinx  függvény Maclaurin-sorában x-nek csak páratlan 
hatványai szerepelnek. Tehát a szinusz függvény nem csupán 
maga páratlan függvény, hanem Tayior-sorának minden tagja, 
így bármely részletösszege is páratlan függvény.

Most meghatározzuk a függvény Taylor-sorát az x= n í6 helyen; mi­
vel a n/6 radián 30°-nak felel meg, ezért ezt helyettesítjük be a derivál­
takba:

y(30^) =  sin30° =  l ;

/Í30") = cos30° = 1̂ 3

2 1 0

j/"(30°) =  - s i n 3 0 " = - y ;

/3

+

- f h f K h í F -
5. Határozzuk meg a 31°-os szög szinuszát logarléc adta pontos­

sággal! A feladatot úgy oldjuk meg, hogy az j;=sinjc függvény x = 7tl6 
radiánhoz tartozó Taylor-sorának első bárom tagját számítjuk ki (rg). 
Mivel csak az elvet akarjuk megadni, ezért logarléccel számolunk:

A zárójeleken belül szögkülönbségek vannak, és mivel 31°—30°=1°, 
ezért csak az l°-t számítjuk át radiánba: 1° í̂ 0,017 45 radián.

T’aOl") =  4 -+  ^ ^ - 0 , 0 1 7  4 5 - Í .0 .0 1 7  45»«
2 2 4

1 1,732 1
----1,745. 10-2-------1,7452. 10-*.

2 2 4

TsOl°) =  Y + 1,51.10"*-0 ,76 .10-* =  0,5 +0,0151 -  0,000 076 =

=  0,5151 -0 ,000  076 == 0,515 024 «  0,5150.

A négyjegyű függvénytáblázatban található érték: 0,5150.

14*
211



6. Határozzuk raeg a cosx  függvény Maclaurin-sorát, valamint az 
a=nl3 helyen Taylor sorát!

A deriv^tak meghatározása:
y  =  —sinjc; j^' =  ~cosjí:; y*̂  = sinx; ŷ *> = cosx; stb.

Helyettesítési értékek az x = 0  helyen:

>̂ (0) =  c o s 0 = l ;  / ( 0 )  =  - s m 0 - 0 ;  >"(0) = -cosO  =  - 1 ;

^•'(0) — sin 0  =  0 ; (0) = cos 0 =  1 stb.

A függvény Maclaurin-sora:
0 - 1 0 1

vagyis
JC* JĈ JC« JC«

« > = ' - = í - i r + 7 r ' 7 r - ^ 8 r - - -
A sor Lagrange-féle maradéktagja: 

(cosö^">
Rnix) = 

Mivel

J^nix) =

n\ 

(co s^y

x”y ahol 0 <  <  A'.

amely viszont — mint a 4. példában beláttuk — nullához tart, ha n vég­
telenhez tart, ezért a felírt sor minden jc-re konvergens és előállítja a cos x  
függvényt.

A cos X függvény Maclaurin-sora x-nek csak páros kitevőjű 
hatványait tartalmazza. Tehát nemcsak maga cos x  páros 
függvény, hanem Maclaurin-sorának minden tagja és így min­
den részletösszege is az.

Most felírjuk az y= c o sx  függvény ű = 7r/3-hoz tartozó Taylor-sorát. 
Először a függvény és deriváltjainak x —nl3 helyen vett értékét kell meg­
határozni.

( n \  n i  ( n \  n /3  
v | — |= c o s  — = — ; y \  — 1 =  —sin — = ------ ;

3 2 ’ ^ Í 3 ;  3 1
1 ^ ( n \  . n ]/l

V I — 1 =  —cos — = ----- ; V I — I =  sm — — — ;
3 2 [ 3 )  3 2 ’

[ 7i\ n i
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Csak az első öt tagot írjuk fel:

1̂ 3 - 1

cos ,Y = ----h-
2

' 2

1!
n

" - T M -

1 ^  (  n 'i 1 í  n V
=  T - T h T r T , - - T j "

7. Az ^= cosjf függvény a=nlJ helyhez tartozó Taylor-sora isme­
retében számítsuk ki a cos 65° közelítő értékét, ha a sornak csak három 
tagjával számolunk! Hasonlítsuk össze a kapott értéket a négyjegyű 
függvénytáblázatból kapható értékkel!

A Taylor-sorban az x  — nl3 szögkülönbség hatványai szerepelnek, 
ezért 5°-ot számítunk át radiánba:

5° =5*0,017 45 =  0,087 25;

1 f i  I
^3(65°) =  — --------0,087 25------ 0,087 25* =

2 2 4

= 0 ,5 -
1,732-8,725 8,7252.10-*----- ^

2 ■ 4

^^0,5-7,55-10-*-19-10-* =  0,5-0,0755-0,0019 =

=  0,5-0,0774 =  0,4226.

A táblázatban található érték szintén 0,4226. (Megjegyez­
zük, hogy a táblázatokat is ilyen sorelőállításból szokás ki­
számítani.)

8. írjuk fel az j/= ln a' függvény Taylor-sorát az a—l helyen!
Először a deriváltakat, azután a helyettesítési értékeket határozzuk 

meg.

/  =  i ;  =  =  stb.
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A helyettesítési értékek:
1

j ( l )  =  l n l = 0 ;  / ( 1 )  =  Y = 1 ;  =

A Taylor-sor tehát

In ;c =  (;í: -  1 ) -

2!

i x - i y  i x ~ i y

31 4!

A x - \y
+ .

Vizsgáljuk meg, hogy ez a sor milyen x  értékelje konvergens:
a) Legyen x ^ l .  Ekkor a sor váltakozó előjelű.

Alkalmazzuk a Leibniz-kritériumot:

lim (~ iy
(x—1)”

=  lim ---------- =  0, ha \ ^ x - ^  2,

mert akkor { x - 1 ) ^  1, tehát a számláló 1-nél kisebb, monoton csök­
kenő, a nevező pedig «>-hez tart monoton növekvően.

b) Legyen jc ^ l. Ekkor a sor minden tagja negatív, tehát alkalmazható 
a negatív előjel kiemelése után a pozitív tagú sorok konvergenciájára 
vonatkozó D’Alambert-féle hányadosfeltétel:

( - l y n+1

( - l y
= ( - 1 )

(x-iyn
n+1 n+1

(1 - jc )^  1 -x -= g ;

<7< 1, ami abból következik, hogy 0 < x ^ L  
A sor konvergenciatartománya tehát

9. Táblázatból tudjuk, hogy In 1,5=0,4055. Számítsuk ki a függvény 
Taylor-sorának első négy tagja ismeretében In 1,5 közelítőleg pontos 
értékét, és állapítsuk meg a relatív hibát!

0,5* 0,5» 0,5*
7’,{1.5) =  0 .5 -  — =

0,25 0,125 0,0625
=  0 . 5 - - ^ - ^ ---------

«  0,5 -  0,125 + 0,0417 -0,0156 =  0,5417 -  0,1406 =  0,4011.
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A számított érték tehát tízezred pontossággal 0,4011, a táblázatból 
kapott érték 0,4055, a hiba 0,4055—0,4011 =  0,0044.

A hiba százalékban kifejezve, vagyis a  relatív hiba;

0,0044 0,44
/» = r-r:7T-100%  = -------- %=»!%.

0,4055 0,4055

10. Határozzuk meg az függvény Maclaurin-sorát, valamint
az ű = l  helyen Taylor-sorát!

A függvény akárhányadik deriváltja c*, ezért az at= 0 helyen mind­
egyik derivált értéke 1. A Madaurin-sor tehát

illetve
JC®

1 -fx-f —  +  — + -----
2 6 24

A függvénysor konvergenciáját a Lagrange-féle maradéktaggal iga­
zoljuk:

X, .   ̂ ^
n\ ni ni

ahol 0 <  ^ <  ;c.
Az első tényező (e^) n-töl független állandó, a második tényező pedig 

(rögzített A' érték mellett) — mint már a 4. példában beláttuk — n növe­
lésével nullához tart, vagyis

lim — =  0,
n-»oo n\

tehát a függvénysor bármely jc-re konvergens.
Ha a Taylor-sort akarjuk felírni az a = l helyen, akkor a deriváltakat 

az jc= l helyen kell kiszámítani.
Minden egyes derivált e*, és így a helyettesítési érték e-vel egyenlő.

y  = e + - { x ~ m - ( x - í y + - i x - i y - i - . . . .

Ha a közös e-t kiemeljük, akkor

y  = e

----------H------------1
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Azt, hogy a sor bármely x-re konvergens, a D’AIambert-féle hányados- 
kritériummal bizonyítjuk.

A sorozat két — egymás után következő — tagjának hányadosa:

e ( x - i r ^ \  e ( x - i r  e ( x - \ r  
in+ í)\ * n\

ni
(« + l)!  e ( x - i y

A szorzat első tényezője — (jc-1) — rögzített x  értékre állandó, a 
második tényezője pedig n növelésével csökken. Megadható egy olyan 
N szám, amelynél nagyobb /i-ekre a tört értéke egynél kisebb, ugyanis

x - l
ri-ri

: 1, ha x - l  ^  n + \, x-2 '< ^n.

1-nél nagyobb A:-ekre az előbbiek miatt, 1-nél kisebb x-ekre pedig a 
váltakozó előjelű sorokra vonatkozó Leibniz-féle konvergenciakritérium 
miatt konvergens a sor.

11. Határozzuk meg az függvény Maclaurin-sora ismeretében
e közelítő értékét! Az

a:* jĉ

kifejezésben ;c helyébe 1-et helyettesítve (és csak 5 tagot tartva meg):

e «  1 + 1 + — + — +  — 2,5 + 0,1667 +0,0416 = 2,7083.
2 6 24

e öt jegyre kerekített értéke: 2,7183, ezért az előző számításaink során 
elkövetett relatív hiba százalékban:

2,7183 2,7183 2,7183

12. írjuk fel az >^=shjc függvény Maclaurin-sorát, valamint Taylor- 
sorát az a = l  helyen.

A deriváltak:

/= c h jc ;  y"= shx;  >»^=chx stb.

A helyettesítési értékek az x = 0  helyen: > (0 )= sh0= 0; y (0 )= ch  0 = 
=  1; .v*'(0)=sh0=0; /^ (0 )= c h 0 = l , így a Maclaurin-sor

1 0 1 0 ^  
v =  0 + - . x + - ^ ‘ + - x * + - . v ‘+ .. . ;

vagyis
x^ x^ 

sh.: =  x + -  + — + ... .

216

Ahhoz, hogy a függvénynek az jc= l helyhez tartozó Tavlor-sorát 
fel tudjuk írni, ismernünk kell a sh 1 és eh 1 értékeket, ezeket táblázatból 
vesszük:

sh 1 =  1,1752; eh 1 =  1,5431.

Amennyiben táblázatunk csak e hatványait tartalmazza (ilyen pl. a 
középiskolában használt Négyjegyű függvénytáblázat), akkor a

shAf^ ---------- , ili. chjc = ------------

összefüggéseket alkalmazzuk.
e - e - i  2,718-0,368 2,350 Pl.; s h l = — -----------------  =  175;

2,718 + 0,368 3,086 
eh 1 = -------- ---------=  - _ =  1,543.

Tehát a sh függvény és deriváltjai az jc= l helyen:
j ( I )  = sh 1 =  1,1752; / ( l ) = c h  1 =  1,5431 stb.
A Taylor-sor így

, 1,5431  ̂ 1,1752
y= U l752-\---- ( , r - l )  + - - — ( .y - 1)2 +

1! 2!
1,5431 1,1752

+ — r ^ ( ^ - l ) *  +  — 77— +3! 4!
13. Határozzuk meg sh 1,2 közelítő értekét és a relatív hibát, ha ismer­

jük a sh jc függvény a= l helyhez tartozó Taylor-sorát! Számításainkban 
csupán három tagot vegyünk figyelembe.

;^(l,2)= 1,1752+1.5431-0,2+ ’*^^^^.0,04 =

=  1,1752 + 0,308 62 + 0,023 504 «. 1,5073.
ÖsszehasonUtásul raegemUtjük, hogy a táblázatban található érték 

sh 1,2=1,5095.
Határozzuk meg a százalékos hibát!

1,5095-1,5073 0,0022-100% 0,22

^ 1 1 5 5 5 — - i 5 5 5 - -  Í 5 5 ;  ‘
14. írjuk fel az y = c h x  függvény Maclaurin-sorát, valamint az a= í 

helyen Taylor-sorát!
y ^ c h x  deriváltja:

y = s h .r ;  y^=chjc; >^^=shjc; stb.
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Ezek helyettesítési értéke:

j '(0 )= c h 0 = l; y (0 )= sh 0 = 0 ; j^ (0 )= c h 0 = l stb.

így a Maclaurin-sor
0 1 0 . * .

4 ! ^

Az

>(1) =  eh 1 =  1,5431; / ( l )  = sh ! =  1.1752 

értékeket felhasználva, kapjuk az ;f=chaí Taylor-sorát az a = \  helyen:

j. =  1,5431+ - H ^ { ; c - l í + i ^ U - l ) ^ + ^ 4 P ^ ( x - l ) =  + ....
1! 2! 3!

15. Határozzuk meg eh 1,1 értékét és a relatív hib&, ha ismerjük a 
függvény a = l helyhez tartozó Taylor-sorát! Csak az Sső három tagot 
vegyük figyelembe.

-  1.5431 „
eh 1,1 «  r3 (l,l)  =  1,5431 +  1,1752-0,1 +  —^ ---- 0,01 =

=  1,5431+0,117 52+0,007 715»1,6683.

eh 1,1 táblázatban található értéke: 1,6685.
A viszonylagos hiba százalékban:

1 , 6 6 8 5 - 1 , ^   ̂ O jO g  ^ ^ ^  ^ ^ 2  ^ ^ 0 0 1 ^ ^
^  1,6685 1.6685 1,6685

4, Egyenletek közelítő megoldása Newton-módszerrel

Tegyük fel, hogy az /( jc )= 0  egyenletről már tudjuk, hogy 
egyetlen gyöke van az (a, b) intervallumban. Legyen ^  .F = /W  
függvény az (a, b) intervallumban differenciálható, és dif­
ferenciálhányadosa zérustól különböző. írjuk fel a függ­
vénygörbe x  = a abszcisszájú pontjához tartozó érintő egyen­
letét!

y - f { a )  = r ia ) { x - a ) .
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Ez az érintő az Z-tengelyt abban az Xi abszcisszájú pontban 
metszi, amelynek ordinátája nulla, azaz:

- / ( « )  =  x j '( a ) - a f '( a ) ;  
és ebből

^ . a f { a ) - m  fia )
f i a ) -

A kijelölt osztás elvégezhető, mert feltételezésünk szerint 
/ '( a )  5̂ 0.

Az oci abszcisszájú pont a keresett gyökhelyhez az „a” 
abszcisszájú pontnál közelebb van, ha: 1. Az /(ű )> 0  és a 
görbe konvex, vagyis / " ( a )> 0  (78. ábra). 2. A z  / ( a ) < 0  és 
a görbe konkáv, vagyis / ”'(ű) < 0  (79. ábra).
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Kiszámítjuk /(xi)-et. Ha /(x j) nem azonosan zérus, ill. 
nem közelíti meg a kívánt pontossággal a zérus értéket, akkor 
a módszert ismételten alkalmazzuk, azaz ezután az Xi absz- 
cisszájú pontban határozzuk meg az érintő egyenletét, majd 
az újabb érintő és az A"-tengely Xg-vel jelölt metszéspontját.

' 80. ábra
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Az előző számításhoz hasonlóan 

Ezt az eljárást folytatva:

f ( x dX , =  X , -
•••

=  AT„- f(Xn)
/'(x „ y

Az előző feltételek mellett az X i,x ^ ,...,x „  számok (ha 
f "  végig nem vált előjelet) növekedő sorozatot alkotnak, és 
be lehet látni, hogy ezen sorozat határértéke a keresett gyök.

81. ábra
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H a /(ű )> 0  és a görbe konkáv, vagyis/"(a)<0, d e /(^ )< 0 , 
és (80. ábra), vagy ha / (a ) < 0  és a görbe konvex,
vagyis/'^ (a) > 0, de/(Z?)>0 és f 'ib ) : ^ 0  (81. ábra), akkor a 
b abszcisszájú pontból indulva, a módszert ugyanúgy alkal­
mazzuk, mint előbb, csak most (ha f "  nem vált előjelet) a 
metszéspontok sorozata monoton csökkenő lesz.

A fenti szabályokat úgy jegyezhetjük meg a legkönnyebben, 
hogy az (a, b) intervallumnak abból a pontjából kell elindulnunk, 
amelyben a függvényérték és második derivált előjele meg­
egyezik. Az eljárást addig folytatjuk, amíg a kívánt pontosságot 
el nem érjük. A következő számításaink során logarlécet, 
és négyjegyű logaritmustáblázatot használunk, ennek meg­
felelően a kapott eredmények is három, ill. négy jegy pontos- 
ságúak lesznek. A számítás módját minden feladat elején 
megadjuk.
Gyakorló feladatok

1- Oldjuk meg a 2jc+e^ =  0 egyenletet század pontossággal.
Egy első — kiinduló — durva közelítő intervallumot a legcélszerűbben 

grafikus úton kaphatunk, oly módon, hogy az egyenlőségjel egyik oldalán 
hagyjuk pl. e*-et, és a másik oldalra átvisszük 2r-et:

£ - = - 2 x;
mindkét oldal x  füg^énye, ezeket ábrázolva (82. ábra), a két görbe met­
széspontjának abszcisszája az egyenlet megoldása. Az ábrából látható, 
hogy egy gyök van, és az - 1  és 0 közé esik, vagyis a  =  - 1  és Z>=0 al­
kalmas végpontok

82. ábra
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A Nevrton-módszer első Jépése az, hogy meghatározzuk az a  =  - l  
j^lét fiiggvény, ill. második deriváltja el5-

j ' =  2ac+e'; y  =  2+«*; y ' =  c * > o  

minden jc-re.

y i - =  j»(0) =  =  1 > 0 .

A r a ^ é n y  és a második derivált előjele az jc„=6=0 pontban egyezik 
meg, ezert ezt választjuk kiindulópontnak. Jelen esetben a logariéc oon- 
tossága elegendő. ^

3 j  3

.  >■(*) „  1 J•*̂1 =  * - -7 7 7 7  =  0 - —— =  - — S í-0 ,33. y (b )  2+1  3

Az első közelítő gyök tehát -0 ,3 3 ; y, =  2xi+c*i

+ c '^  -0 ,67+0.72  =  0,05.
Mivel nem pontos nullahelyet találtunk, az eljárást tovább folytatjuk 

A gyökhelyhez tartozó sorozat második tagja-

ü )

Meghatározzuk y  értékét:

2 + e * «= 2 +0.72 =  2,72.

Ezeket behelyettesítve:

« 0 , 0 5
Jc, =  - 0 ,3 3 --------,

2,72

az osztást logarléccel elvégezve:

JCí «  -0 .33-0 .0184 -0 ,33  -0 .02  =  -0,35.

Határozzuk meg a fíiggvóiyértéket a -0 ,3 5  helyen!

yt =  y (-0 ,35 ) =  -0,7+e-®*“  =  -0,7+0,7047 =  0,0047.
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A függvényérték már csak 5 ezrednél kisebb hibával tér cl nullától, 
így a feladat megoldásaként század pontossággal valószínűleg elfogadható 
-0,35. Erről úgy bizonyosodunk meg, hogy kiszámítjuk a függvény- 
értéket a -0 ,36  helyen is:

j,(_0,36) =  2(-0,36)+e-°'^* =-0 .72+0,6977 =  -0,0223.

Mivel itt már negatív a függvényérték és a függvény folytonos, tehát 
-0 ,35  és -0 ,36  között kell lennie a ^ökhelynek. A függvényérték 
abszolút értéke —0,35 behelyettesítésekor kisebb, ezért a feladat megoldá­
saként —0,35 elfogadható.

2. Oldjuk meg az jc+21n jc =  0 egyenletet (három tizedesjegy pon­
tossággal)!

Az első durva közelítő intervallum meghatározása:
Most az y  = x+ 2 \n  X függvény és az A^tengely metszéspontját kell 

közelítőleg meghatároznunk. Vigyük át az egyenlet egyik oldalára az 
jc-et, a másikra pedig a  21nx-et:

2 ln x  — —X,

tekintsük mindkét oldalt x  függvényének és ábrázoljuk a két függvényt. 
A két grafikon metszéspontjának x  koordinátája a keresett gyök (83. 
ábra).

83. ábra

Az egyetlen metszéspont abszcisszája láthatóan 0 és 1 közé esik. A 0 
pont azonban nem felel meg az intervaJíum bal végpontjának, mivel ebben 
a  függvény nincs értelmezve. Ezért az intervallumot ehelyett szükebbre
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választjuk. Az ábrából durva leolvasással is úgy látjuk, hogy pl. (0,5; 1) 
megfelel kiinduló intervallumnak.

j^(0,5) =  0,5+2 In 0,5 =  0,5+hi0,25 =  0,5-1,3863 =  -0,8863;

M D =  1+2 In 1 =  1;

2 2
; y ^ = — - < 0

X  JC*

az értelmezési tartomány minden pontjában.
A függvényérték és a második derivált előjele a 0,5 pontban egyezik 

meg, kiinduló értékünk tehát X o = a = 0 , 5 ;  y{0,5) értékét már kiszámítot­
tuk;

y(o,5) =  i + A  =  5;

tehát
y(á) „ ,  -0,8863

JCi =  ö — —  =  0,5-------- -------0,5 +0,1773 =  0,6773.
y  W  5

A második közelítő gyök tehát 0,6773.

yi =  7(0,6773) =  0,6773 +  2 hl 0,6773 0,6773 +  2 (-0,3896) =

=  0,6773 -0,7792 =  -0,1019.

A harmadik közelítő gyök:

. .  =  . . - 4 ^  =  0 , 6 7 7 3 - 2 ^ ^ ;  
y 'ix ú  /(0 .6773 )’

/(0 ,6 7 7 3 )=  1 + - 1+2,952 =  3,952.
0,6773

Behelyettesítünk jc, képletébe;

-0,1019 0,1019
=  0,6773 ------- =  0,6773+-^-------

3,952 3,952

0,6773 + 0,0258 =  0,7031 sa 0,703.

Helyettesítsük be a gyök közelítő értékét az eredeti függvénybe!

j^(0,703) =  0,703 + 2 In 0,703 =  0,703 +2(-0,3524) «

«  0,703 -0,705 =  -0,002.

IS DifforenciáJszáinitás
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A negyedik közelítő gyök: 

y ix ^x^ = X t -

Azt nézzük n ^ ,  hogy az y { x ^ iy (x ^  tört milyen mértékben befolyá­
solja a  gyököt.

y(X n>  =  y  (0,7031) =  1 + —^  «  1 +  3 =  4,

vagyis

y M  -0 ,002
/(x * ) 4

0,7031

=  -0,0005.

Mivel a  következő, vagyis negyedik közelítés a gyöknek csak a  tíz- 
ezredeit befolyásolja, ezért a feladat megoldásaként három tizedesjegy 
pon tosság^ x = 0,703 valószínűleg elfogadható. Győződjünk meg erről 
oly módon, hogy kiszámítjuk >(0,704) értékét:

7(0,704) =  0,704+2 hl 0,704 0,704+2(-0,3510) =

=  0,704-0,702 =  0,002.

A függvény folytonos és 0,703 és 0,704 között előjelet vált, tehát való> 
bán ebben az intm^allumban van a gyöke. A függvényérték abszolút 
értéke a két v^pontban egycailő, tehát bármelyiket elfogadhatjuk gyök­
ként.

3. Oldjuk m ^  közelítő eljárással, logarléccel a sinjc=0,5j(r egyCT- 
letet!

Ha az egyenlet mindkét oldalát x  függvényeként tekintjük, akkor a 
feladat grafikus m^oldásai az j^=sinjc és az j^=0,5j: függvények n ^ -  
széspontjainak abszósszái (84. ábra). Mivel mindkét függvény páratlan.
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ezért a metszéspontok az origóra szimmetrikusan helyezkednek el. Az 
egyenlet egyik gyöke x = 0 . Mi most azt a gyököt keressük, amit az ábrán 
r-vel jelöltünk. A függvény, amelynek z^ sh e ly é t k o ^ ü k .

y  =  sinjc-0,5jc.

A gyökhely, amint az ábrából látjuk és behelyettesítéssel ellenőriz-
JT

hetjük, a y  és a 2 radián közé esik.

y  =  sin y  -0 ,5  y  Rí 1 -0 ,785 =  0,215 >  0.

> (2 )- s i n  2 -0 ,5 -2  (1 radián «57 ,3 ' értéket használjuk). 

y(2) =  sin 114,6°-1 =  sin 6 5 ,4 '- l  =  0,9092-1 =  -0,0908 =« 

-0,091 <  0.

Most a második deriváltat, valamint előjelét határozzuk m ^  a  hatá­
rokon:

y  =  co sx —0,5, y  =  - s in jc < 0

a z e ^ sz  intervallumban.

A függvényérték és a második derivált dő jde az jCo=2 végpontban 
^yezik meg, tehát ezt kell választanunk kiindulási pontul.

yixa) ^ y(2)
X i  — X *------ j - ——c = 2  —

y ' M  y'(2) ’

/ ( 2 )  =  cos 2 -0 ,5  =  cos 114,6*^-0,5 =  -c o s  65.4**-0,5 =

=  -0,4163 -0 ,5  =  -0,9163.

^ -0,0908 0,0908

A függvényérték az a :i= l,9  helyen:

yi=^yOs9) =  sin l ,9 - 0 ,5 - l ,9  «  sin lO 9® -035 =  sin 71* -0 ,9 5  =  

=  0,9455 -0 ,9 5  =  -0 ,0045 .
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Amennyiben az újabb közelítő gyök az eddig kapott gyök első három 
jegyét nem befolyásolná, akkor ezt közelítő gyöknek valószínűleg elfo­
gadhatjuk:

y ix ú =  1,9

a korrekciós tagot

y i x d  

y(U9)

yiU9) 
/(1 ,9 )  ’

számítjuk k i:
L /a ,9 )J

/(1 ,9 )  =  co s l,9 -0 ,5  ÍÍ5 cos 109^-0,5 =  -co s  7 r ~ 0 ,5  =  

-  -0 ,3 2 5 6 -0 ,5  =  -0,8256 -0,83.

Mivel
j;(1.9) -0,0045 
/(1 ,9 )  0,83

íy -0,0055, ez pedig a gyöknek legfeljebb

negyedik jegyét befolyásolja, tehát jc= 1,9, sőt a: =1,90 közelítő ^ ö k  
valószínűleg elfogadható. Erről úgy győződünk meg, hogy kiszámítjuk 
a helyettesítési értéket az jc=l,89 helyen:

3'(1,89) =  sin 1,89-0,5-1,89 sin 108,3°-0,945 =

=  sin 81,7°-0,945 =  0,9895 -  0,945 =  0,0445.

A függvényérték előjele itt pozitív, tehát (folytonos függvényről lévén 
szó) a gyökhely valóban 1,90 és 1,89 közé esik. Az egyenlet megoldásának 
1,90 fogadható el, mive! y  abszolút értéke itt a kisebb. A í/-vel jelölt má- 
sik gyök —1,9.

Az egyenletnek gyökei tehát: —1,9; 0; 1,9.

9. Oldjuk meg a. eh x  — 2-rx  egyenletet három értékes jegyre*
A bal és jobb oldalt — mint x  függ\^nyét — ábrázoljuk a koordináta- 

rendszerben (85. ábra). Mint látható, a 2 + ^  egyenes a eh x  görbét két

85. ábra
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pontban metszi, tehát az egyenletnek két megoldása van. Először az 
origótól balra eső gyököt számítjuk ki. Az egyenletet nullára redukáljuk:

c h x - 2 - x  =  0.

Keressük az y — c h x  — 2—x  függvény zérushelyeit.
Az ábrából leolvassuk, hogy a függvénynek a (-1 ,0 ) szakaszon egy 

gyöke van; mégpedig

>̂ (0) =  eh 0 - 2  =  1 - 2  =  - l  <  0;

>^(-1) =  c h ( - l ) - 2 + l  =  1,5431-1 =  0,5431 >  0.

A ( — 1,0) intervallum bal oldali végpontjában a helyettesítési érték 
pozitív, a jobb oldali végpontban pedig negatív, tehát közben egy zérus­
helynek kell lennie.

A második derivált előjele dönti el, hogy az intervallum melyik vég­
pontjából közeledünk a c-vel jelölt gyökhely felé. Az első és második 
derivált:

y  =  s h ;c - l ,  y '= c h jc > 0  az egész számegyenesen, y^ helyettesítési 
értéke az jc — — 1 helyen:

/ ' ( - l )  =  c h ( - l )  =  c h l  =  1,5431 > 0 .

Az j ' ( - l )  helyettesítési érték előjele megegyezik a második derivált 
előjelével, mert mindkettő pozitív a —1 helyen. Az jCo=a=—1 pontból 
indulunk tehát el.

>^(-1) =  0,5431; / ( - 1 )  =  s h ( - l ) - l  = - s h l - l  =

=  -1 ,1752-1  = -2 ,1752 .

0,5431y(xo) , >^(-1)Xi = Xq---- r—  =  — 1----r:— =  — 1 -
y'ixo) / ( - i ) -2,1752

0,5431
- 1  + ^  - 1  +0,2497 =  -0,7503.

y^ = y { x ^ = ^ y (-  0,7503) =  eh ( -  0,7503) -  2 -  ( -  0,7503) =  

-  eh 0,7503 -  2 +  0,7503 1,2949 -1,2497 =  0,0452.

A második közelítés: 

y(xú
y'ixi)
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Először /(jc i) értékét, azután ^ é k é t  határozzuk meg.

/ ( ^ i )  = /( -0 ,7 5 0 3 )= . á l  ( -0 ,7 5 0 3 )- !  =  - s h  0,7503-1 ^

-0 ,8 2 2 7 -1  =  -1,8227;

y M  0,0452
JC2 =  =  -0 ,7503------ ^  -0,7503 + 0,0248 =

y (x j)  -1,8227

= -0 ,7 2 5 5  5^-0,726;

yz = y i-0 ,72S )  =  d i( -0 ,7 2 6 )-2 + 0 ,7 2 6  =  1,2753 -1,2740 =

=  0,0013;

y ix ^= ---- — ;
y  (x^

y (-0,726) =  s h ( -0 ,7 2 6 ) - l  =  - s h 0,726-1 -0 ,7 9 1 5 -1  =

=  -1,7915;

at3 =  -0 ,7 2 6 + ^-— - -0,726 +0,0007.
1,7915

Látjuk, hogy a korrekció már csak az ezredet befolyásolhatja. Ezárt 
kiszámítjuk a függv^yártéket az x  =  -0,725 helyen:

>^(-0,725) =  ch (-0 ,725 )-2+ 0 ,725  =  e h 0,725-1,275 ^

1,2746-1,275 = -0 ,0004 .

A függvény a -0,726 és -0,725 hdydc között előjelet vált, tehát ebben 
az intervallumban van a k&nes^ gyök. Mivel a helyettesítési érték abszo< 
lút értéke a -0,725 hely^  a kisei^, ezt fogadjuk el a gyök értékekeit. 

Most a másik gyököt határozzuk meg három értékes jegy pontossággal. 
A gyököt tartalmazó intervallum (az ábrából leolvasható) legyen pl.: 

(2; 2,2); ui. egyrészt

ahol
3̂ (2) =  eh 2 - 2 - 2  =  eh 2 - 4 ,

e*+e~* 7,3891+0,1353 7,5244 
eh 2 = ---------------------------------------- ------------  3,7622,

és így

>̂ (2) =  3,7622 -  4 =  -0,2378 <  0.
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Másrészt

y(2,2) =  eh 2 ,2 -2  -2 ,2  =  eh 2 ^ - 4 0 .
ahol

+ 9,0250+0.1108 9,1358 
eh 2,2 = --------------füs------------- -----------= ----------=  4,5679,

és így
y(2,2) =  4,5679 -4 ,2  =  0,3679 >  0.

Az intervallum két v ^ én  a helyettestési érték ellentétes előjelű — 
a függvény folytonos — tehát kö^xn  van egy gyökhely.

A második derivált elő^le mindenütt pozitív, az jcí=2,2 pontban a 
függvényérték és a második derivált helyettesítési értékének előjele meg­
egyezik, és így a gyökhöz tartó sorozat első tagja jcí=2,2. A második

x í = . ; - ^ = 2 , 2 - ^ .
/ ( x ;>  y ( 2 a )

Meghatározzuk /(2 ,2 )  értékét, majd xj-ot.

/(2 ,2 )  =  sh 2 ,2 -1 ,
ahol

9,0250-0,1108 8,9142 
sh 2,2 = ----- ------- ------------------------- = — —  =  4,4571,

és így
y  (2,2) =  4,4521 - 1  =  3,4571.

A kapott értéket xf keletébe helyettesitve:

0,3679
=  2 ,2 -  — —  R5 2,2 -0,107 =  2,093 2.1; 

3,4571

ahol
y(x í)  =  y (2 J )  =  eh 2,1 - 2 - 2 .1  =  d i 2,1 -4 ,1 ,

g*.i+^-M g,i662+ 0.1225 8,2887
eh  2,1 = --------------- ^------------------------------ =  - 1 - — «  4,1443,

és ezért

y (x í)  ^  4,1443-4,1 =  0,0443.

A megoldást az x* közditö gyökkd folytatjuk.

2 : ^
‘ / w ) -
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Meghatározzuk y '(x l)  értékét, majd értekét. 

/ W ) = / ( 2 , l )  =  sh 2 .1 -1 ,

ahol
8,1662-0,1225 8,0437 

sh 2,1 = --------------^ ---------------------- = ---------4,021 ̂

és így

/(2 ,1 )  «  4,0218 - 1  =  3,0218.

A kapott értéket jCj képletébe helyettesítve:

0 0443
x í  = 2,1----^ 2,1 -0,011 =  2,089 2,09.

4,0218

A függvényérték az a:= 2,09 helyen:

>'(2,09) =  eh 2,09 -  2 -  2,09 =  eh 2,09 -  4,09,
ahol

ezert

 ̂-  2.09 g Q349 _j. 0 1237
eh 2,09 = ------------------4,1043,

y(2,09) =  4,1043-4,09 =  0,0143.

A függvényérték pozitív. Határozzuk most meg az x=2,08-hoz tar­
tozó helyettesítési értéket!

.V (2,08) =  eh 2,08 -  2 -  2,08 = eh 2,08 -  4,08,
ahol

g*.08_j_̂ -2.08 8,0045 + 0,1249 8,1294 
eh 2,08 = ----------------- = -------- -------------- =  — -—  — 4,0647;

>(2,08) 4,0647-4,08 =  -0,0153.

A függvény folytonos és a (2,08; 2,09) szakaszon előjelet vált, ezért 
itt gyöke van. A gyök két tizedesjegyre pontos értékének a 2,09-et fogad­
juk el.

5. Oldjuk meg az = x-\-2 egyenletet század pontossággal!
Mindkét oldalt x  függvényének tekintve, és ezek grafikonját meg­

rajzolva (86. ábra) látjuk, hogy az egyenletnek egy valós gyöke van. A gyök
1 és 2 közé esik.
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Az y  = j ^ —x  — 2 függvény helyettesítési értékei az 1 és 2 helyen: 

> ( ! )=  1 - 1 - 2  = - 2  < 0 .

> (2 )=  3 2 - 2 - 2  =  28 > 0 .

86. ábra

Meghatározzuk a függvény második deriváltját, mert segítségével 
tudjuk eldönteni, hogy az intervallum melyik határát válasszuk Xo-nak.

y  =^5x*-iy y" =  20jc* >  0 minden pozitív jc-re.

Az jCo=2 helyen a függvényértéknek és a második derivált helyettesí­
tési értékének előjele megegyezik, ezért ez lesz a gyökhöz tartó sorozat 
első tagja.

y M  ^ y(2)
y  {xo) y  (2)

>(2) =  28, y (2 ) =  5 .2^-1  =  79;

=  2 -0 ,3 5  =1,65.
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Az Xi-hez tartozó fuggvényótéket meghatározzuk: 

= :k(1,65) =  1 ,65«-1,65 - 2  =  1,65*-3,65 

«  12,23-3,65 =  8,58.

Az 1,65 közelítő gyökkel számolunk tovább. 

y(xi) >(1.65)

Meghatározzuk y ' értékét, majd ;c*-t.

y (l,6 5 ) =  5 .1,65«- 1  5-7,413-1 =  37,065-1 36,07.

;c8 =  1,65-
8,58

*^1,65-0,24=1,41.
36,07

Meghatározzuk az y(jc^ értéket:

>̂ (̂ 2) =J^(1,41)= l ,4 1 * - l ,4 1 -2  =  1,41»-3,41 

5,572 -  3,41 =2,162.

Az 1,41 értékkel számolunk tovább: 

y M  . y ( lA i)=  1,41
y ( x ú  ‘ ■ y a .4 1 )

Meghatározzuk /(1 ,41) értéka, majd jc,-at.

y '(l,41) «  5 .1 ,41^-1 5-3,952-1 =  19,76-1 =  18,76.

2,162

a tört értékét logarléccd szánoolva:

AT, »  1,41 -0.115 «. 1,41 -0 ,1 2  =  1,29.

A függvényértéket meghatározzuk az 1,29 helyen:

j ’(l,29) =  1 ,29*-1 ,29-2  =  l,29‘ -3 .2 9  s» 3,572 -  3,29 =  0,282. 

A számítást az 1,29 k ö ^ t ö  gyökkd folytatjuk tovább.

Xt = X i----7 7 - :=  1 3 —
/( * ,) / ( 1 3 )
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Meghatározzuk /(1 ,29) értékét.

y  (1,29) =  5.1,29*-1 «s 5-2 ,77-1  =  13,85-1 =  12,85;

xt = 1,29 »  1,29-0,022 =  1,268 1,27;
12,85

j(l,2 7 ) =  1 ,2 7 ^ -1 ,2 7 -2 =  l,27»-3,27 5^3.304-3,27 =0,034.

Mivel a függvény görbéje meredek, a feladat megoldásának az 1,27 
értéket valószínűleg elfogadhatjuk; ellenőrzésül kiszámítjuk az 1,26-hoz 
tartozó helyettesítési értéket:

y  (1,26) =  1,26®-1,26- 2 =  1,26^-3,26 3,177 -  3,26 =  -0,083.

Az előjelváltás bekövetkezett; tehát a gyök három jegyre, ill. két tize­
desjegyre pontos értéke: 1,27 (a függvényérték abszolút értéke itt kisebb).

5. Függvényvizsgálat

Ha ismert egy függvénykapcsolat és arra vagyunk kíváncsiak, 
hogy milyen a függvénygörbe alakja és elhelyezkedése a koor­
dinátarendszerben, akkor az e ^ e s  abszcisszaértékekhez tar­
tozó ordinátaértékek kiszánGLÍtása általában fáradságos és nem 
mindig megbízható eljárás, hiszen ily módon véletlenül át- 
ugorhatjuk a görbe egyes „kényes” részeit (pontjait, rövidebb 
szakaszait). A 87. ábrán illusztráljuk, mennyire félrevezető 
Lehet az ily módon pontokból megrajzolt „közelítő” görbe.

Ezért célszerűbb — gyorsabb és megbízhatóbb — eljárás, ha 
először általánosabb módszerekkel, mint pl. nagyságrendi meg-

Valódi 
y ------- ^Köieíífö*

— X
87. ábra
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gondolások, határérték-meghatározások, diflFerenciálszámítási 
segédeszközök, megállapítjuk a görbe bizonyos jellegzetes pont­
jait, szakaszait; az így kapott felvilágosítások alapján meg­
ismerjük a görbe hozzávetőleges menetét; majd ezután szük­
ség esetén — pontosabb ábrázolás céljából — kiszámítunk 
egves helyettesítési értékeket.

Adott esetben ehhez természetesen szükséges, hogy pL a 
görbe megfelelő szakasza differenciálható legyen.)

Az ilyen függvényvizsgálat általában a következőkre teijed 
ki (adott esetben ezek egyike vagy másika elmaradhat):

1. A függvény értelmezési tartománya;
2. A tengelymetszetek, vagyis azok a pontok, ahol a görbe 

az X-tengelyt, ül. az Y-tengelyt metszi;
3. A függvény folytonossága, korlátossága, ill. szakadási 

helyei (pólusai), és a görbe viselkedése ezek mindkét 
oldali környezetében, valamint a 4-°°-ben és — «>-ben, 
ill. az értelmezési tartomány szélein;

4. A lokális szélsőértékek (maximumok és minimumok);
5. Az inflexiós pontok (konvex és konkáv szakaszok elvá­

lasztó pontjai);
6. Az eddig meghatározott jellegzetes pontok alapján a 

függvénygörbe hozzávetőleges menetének megrajzolása;
7. Értékkészletének meghatározása;
8. Szükség szerinti további pontok kiszámítása.
A függvény fenti tulajdonságait a következő módon hatá­

rozzuk meg:
1. Értelmezési tartomány: Vizsgáljuk meg, milyen x  értékek 

esetén vesz fel y  valós számértéket. Sokszor úgy tesszük 
fel a kérdést: van-e olyan valós x  érték, amelyre y  nem 
ad valós értéket.

2. Tengelymetszetek: A görbe ott metszi (esetleg érinti) az 
X-tengelyt, ahol j  =  ott metszi az 7-tengelyt, ahol 
x =  0. Pl. racionális törtfüggvény esetén y  ott nulla, ahol 
a függvény számlálója nulla, de nevezője nem nulla. 
Szükség esetén a tengelymetszeteket közelítő módszerrel 
oldhatjuk meg.

3. Folytonosság, szakadás: A racionális egész függvény az 
egész számegyenesen folytonos; a racionális törtfíigg-
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vénynek ott van szakadási helye, ahol a nevező zérus 
(ha a nevező gyökhelye egyúttal a számlálónak is gyök­
helye, akkor ez megszüntethető szakadás lehet; ha a 
számlálónak nem gyökhelye, akkor ún. pólus, vagyis a 
függvényérték -f vagy ~  végtelenné válik).

A görbe viselkedése a + o o-ben  és — oo-ben, ill. az 
értelmezési tartomány szélein: Tudjuk pL, hogy egy ra­
cionális egész függvény viselkedését nagy abszolút értékű 
X  esetén a legmagasabb kitevőjű tag viselkedése szabja 
meg; ennek alapján megállapítható sok egyéb, bonyo­
lultabb függvény viselkedése is a ±  cx>-ben sorfejtésükből.

4. Szélsőérték: Ennek feltételeit már a 1. pontban össze­
foglaltuk.

5. Inflexiós pont: Az inflexiós pont létezésének szükséges 
feltétele: / '  =  0. Ha ezen a helyen y " ' ( v a g y  — ami 
ezzel egyenértékű — y" előjelet vált), akkor a függvény­
nek inflexiós pontja van, vagyis y '^ 9̂ ^  már elégséges 
feltétel.
Megjegyzés: Ha az Xo helyen /(jCo)=y"^(jCo) =  .. .=  
=>̂ "̂>(xo) =  0, de akkor Xo-ban páratlan n
esetén szélsőérték van, páros n esetén pedig inflexiós pont.

6. Az eddigi vizsgálatok alapján lényegében felvázolhatjuk 
a függvény menetét, a jellegzetes pontok közötti szaka­
szok tulajdonsága figyelembevételével: Ha folytonos függ­
vény minden metszéspontját az JT-tengellyel meg tudtuk 
határozni, akkor két szomszédos metszéspont közötti 
szakasz előjelét meghatározza bármely belső pontjához 
tartozó függvényérték előjele. Ha valamely szakaszról 
tudjuk, hogy o t t / ' ( x ) ^ 0, akkor e szakaszon a görbe 
monoton nő, ha / ' ( x ) ^ 0, akkor a monoton fogy; ha 
ennél valamivel többet is tudunk, ti. h o g y /'( .x )> 0, ill. 
/ ' ( x ) < 0, akkor a görbe szigorúan monoton nő, ill. fogy.

Általában, ha egy görbe két szomszédos szélsőérték- 
helye között folytonos, akkor minimumtól maximumig 
terjedő szakasz esetén monoton nő, maximumtól mini­
mumig terjedő szakaszon monoton fogy.

Ha valamely szakaszról tudjuk, hogy/'"(jc)^0, akkor 
ott a görbe konvex (domború), míg ha valamely szaka-
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szoa / '( j c ) ^ 0, akkor ott a görbe konkáv (homorú). 
Konvexnek nevezünk e ^  görbét (görbeszakaszt), ha 
bárhogyan választva az intervallum két belső Xi és x* 
pontját (ahol x i ^ x ^ ,  minden olyan Xq pontra, melyre 

/(aO  azf(Xi )  és f { x ^  ordinátájú pontokat 
összekötő húr alatt van (88. ábra). Valamely görbe 
(görbeszakasz) akkor konkáv, ha bárhogyan választva az 
intervallum két belső Xi és x^ pontját (ahol x i< x ^ ,  
minden olyan x^ pontra, melyre f ( x ^  az
/(x i) és /(x j) ordinátájú pontokat összekötő húr felett 
van (89. ábra).

7. A függvénygörbe alapján megállapítjuk a függvény érték- 
készletét.

88. ábra

89. ábra
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Gyakoriö fetedatok

1. Vizsgáljuk meg az y  = x * + x -6  fiiggvfoyt:
1. A fU ^ é n y  racionális egész függvény, ezért mimteniitt ártelmezett.

Ét.: —oo <  X

2. A függvény ott metszi (érinti) az A'-tengelyt, ahol >í=0, azaz

jc*+jt—6 =  0.

Az egyenletet megoldjuk:

- l ± » 'l + 2 4  - 1 ± 5
2 ~  2 ’

Xi = 2; jfj =  —3.

A metszéspontok abszcisszája tehát 2 és - 3 .
A függyény ott metszi az F-tengelyt, ahol jc=0, tehát

y  = - 6 ,

vagyis a ftiggvény görbéje az F-tengelyt a —6 ordinátájú pontban metszi.
3. Mivel racionális egész függvény, tehát mindenütt folytonos (sza­

kadása nincs), ezért csak a végtelenben kell határ^éket kiszámítanunk, 
ezek

lim (jc*+x-6) =  - f«»,
X - * - o o

és
lim {jc*4-;c-6) = +  00.

X-* +  oo

Ha Jc- ±«», akkor a függvény jc*-es tagja lesz domináló.
4. A  szélsoértéket az első derivált segtts^vel határozzuk meg. Az 

első derivált:

y  = 2x+U

A fü ^én y n ek  csak ott lehet szélsőértéke, ahol y  =  2 x + l =  0, 
vagyis az jci =  -1 /2  helyen.

Mivel y ^= 2> 0  mindenütt, tehát az jc =  —1/2 helyen is, eíeért itt e függ­
vénynek minimuma van.

A minimum értéke:

5. A függvény görbületi viszonyaira a második derivált előjeléből kö­
vetkeztetünk. A második derivált: ^ = 2 .  Mivel ez x-től függetlenül
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pozitív, ezért inflexiós pont nincs, a függvény görbéje a teljes értelmezési 
tartományban konvex.

6. A függvény grafikonja az eddig számított eredmények alapján fel­
vázolható (90. ábra).

Ék.: +
4

A —6— értéket egyszer, a többi függvényértéket pedig kétszer veszi fel
4

a függvény.

2. Vizsgáljuk meg 32. y  — 2 x * -3 x -4  függvényt!
L  A függvény racionális egész függvény, ezért mindenütt értelmezett:

Ét.: — «» <  jc <  +«».

2. A függvény ott metszi (érinti) az X-tengelyt, ahol y= 0 , azaz

2jc* - 3 jc- 4  =  0.
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Az egyenletet m^oldjiik:

3±V9+ yZ  3± |^4 Í 3±6,403
*#•

9,403 -3,403
— R5 2,351; jcj = --------- —0,851.

4 4

A függvény az K-tengelyt ott metszi, ahol jc=0, tehát

y  = - 4 ,

vagyis a függvény az y-tengelyt a —4 lantban metszi.
3. A függvénynek szakadása nincs, hiszen racionális egész függvény, 

tehát folytonos, ezért csak a végtelenbeli viselkedését kell megáll^ítanimk:

és

lim (2jc* —3x—4) =  -f-~,
X-* — oo

lim (2jc* - 3 jc- 4 )  =  + « ,
JC-̂  + oo

ui. nagy x  értékekre a f ö l é n y  2x* tagja a domináló.
4. A  szélsöértékekre a függvény első deriváltja jellemző:

y  =  4JC-3.

Szélsöérték csak ott lehet, ahol / = 0 ,  vagyis 4 ;c-3  =  0; ebből

y = 4 ,  tehát minimum van.

y 3  ̂ 9 18 32 41 1
3------ 4 = --------------- = ------ = _ 5 _ .

4 8 8 8 8 8

5. A görbületi viszonyokra a  második derivált előjeléből következ­
tetünk:

y '= 4 .

Mivel ez minden jc-re pozitív, ezért nincs inflexiós pont, és a függvény 
konvex a teljes értelmezési tartományban.

6. A függvény grafikonja a 91. ábrán látható.
41 41

7. A függvény értékkészlete -  — -tói +oo-ig terjed, és m inden------- n̂ál
o 8

nagyobb függvényértéket kétszer vesz fel:
w.. 41 É k . : -----

16 D ifiere útás
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ábra

3 . Vizsgáljuk meg az =  —3jc* + 2 jc—6 íüggvéDyt!
/. A függvény racionális egész íuggv^y, ezért mindenütt értelmezett:

Ét.: - «  <  X <  +  oo.

2. A függvény ott metszi az X-tengelyt, ahol y= 0 , vagyis 

-3;c*-f2A:-6 =  0;
- 2 ± y 4 - 1 2 .6

- 6 - 6

Mivel a diszkrimináns negatív, a másodfokú ^yenletnek nincs valós 
gyöke, így a függvény nem metszi, sem érinti az Jf-tengel>t.

A függvény az Y-tengelyt ott metszi, ahol jc==0, vagyis az y = ^ - 6  
pontban.

3. A függvény folytonos, nincs szakadása. Viselkedése a végtelenben:

és

lim (-3x® +  2 x -6 )  =  -««,

lim ( - 3 a:"+2jc- 6 ) = — .
C- + OÖ

Ha x -oo , akkor a függvény -3x* tagp  dominál, ezért a görbe olyan 
gyorsan tart a végtelenhez, mint az =  — 3jc* függvény.
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4. A szélsöértékek az első dmvált ismeretében meghatározhatók:

y  = -6 x + 2 ,

Szélsöérték ott lehet, ahol y  =0, ez pedig a —6x+ 2  =  0 egyenlet m ^ -  

oldása: Xi = — . Mivel y^ =  —6 < 0 ,  tehát a  függvénynek itt maximuma

van. A függvényérték ezen a helyen ^  ^

2 2 
+  - - 6  =  - 5 - .

5. A görbületi viszonyokra a második derivált előjele a jellemző: 
y" =  —6 a teljes számegyenesen negatív, így nincs inflexiós pont és a 
függvény konkáv.

6. A függvény görbéje a 92. ábrán látható.

-4 -2

I

-20

-30

y-3x^*?x-S

92. ábra

7. A függvény értékkészlete a — «> és l^özé eső számok halmaza:

Ék.;

Minden x  értékhez csak ^  y  érték tartozik. A függvény a - 5  y  ér­

téket egyszer, a többi y  értékei pedig kétszer veszi fel.
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4. Vizsgáljuk meg az y  = 5x*-4x* függvényt!
1. A függvény negyedfokú racionális egész függvény. Értelmezési tar­

tománya a valós számok halmaza:

Ét.; -«» <  X <  +  «».

2. A  függvény ott metszi vagy érinti az X-tengelyt, ahol >^=0, vagyis

5x*-4x* = 0; jc»(5-4x) =  0.

Az egyenlet megoldásai: Xi=0 és Jt2= —, mégpedig Xi=0 háromszo-
4

ros gyöke. A ̂ ö k  multiplicitása páratlan, ezért a függvény görbéje az Xi=0 
helyen metszi az A'-tengelyt. Az origó egyúttal az y-tengellyel való met­
széspontja is.

3. A  függvény mindenütt folytonos, nincs szakadása, ezért csak a 
±oo-ben vizsgáljuk viselkedését.

lim (5jc* - 4 a:0 =  - « ;
X-» —oo

lim (5x^-4x*) = — ,

Ha X - +  00, akkor a függvény -4x*  tagja lesz a domináló, ezért a 
görbe úgy tart a végtelenhez, mint az =  -4x*  függvény.

4. A  szélsőértékek megállapítása:

/ =  15x^-16x^,

vagy átalakítva

y= = xH í5 -16x).

Szélsöérték ott lehet, ahol / = 0 ;  ennek megfelelő gyökök: Xa=0,

X4= — .M iveiy'=30jc-48x*, tehát 3A(0)=0,itt nincs feltétlenül szélsőér-

ték. Azjc=— helyenkiszám ítása helyett egyszerűbb/előjelének viselke- 
16

dését vizsgálni e hely környezetében. Mivel /  =  x*(15-16j:), tehát az 
előjelet a (15-16 jc) tényező dönti el. Ránézésre látható, hogy ez pozitív

minden — -nál kisebb értékre és negatív minden — -nál nagyobb értékre. 
16 15 16 

Tdiát az jc= — helyen maximum van. A függvényérték e helyen

n S V  5 3375 5
=  1 — I •— = ------•— SS 1,03.

U 6 / 4 4096 4
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5. A függvény görbületi viszonyait a második derivált ismeretében 
tudjuk megadni:

y^==30x-48x^.

Inflexiós pont ott lehet, ahol y ' =  0 ,  vagyis 3 0 a : -48^:2 =  0 ;  ezt szorzattá

alakítva x(30 - 4Sx) = 0 ,  ez pedig akkor nulla, ha atj =  0 ;  atc =  —  =  — .
48 8

y '  =  3 0 - 9 6 x ;  y " ( 0 )  =  3 0 ; í  

=  - 3 0 ? í 0 .

: 3 0 - 9 6 —  =  
8

Tehát a: =  0 és x  = ~  inflexiós pont. A megfelelő függvényértékek:
o

J-(0) =  0;

6. A függvény görbéje a 93. ábrán látható.

93. ábra

7. A függvény egyértékű, és értékkészlete -  oo-től 1,03-ig teijed. (A maxi­
mális érték kerekített!)

Ék.: 1,03.

5. Vizsgáljuk meg az y  = ac® —5jc* függvényt:
A függvényt x^ kiemelésével szorzattá alakítjuk:

y  = x^ (x-5 ):

1. A függvény racionális egész függvény, ezért bármely x  értékre értel­
mezett:

Ét.: -oo <  X <+oo.
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2. A függvény görbéje ott metszi vagy érinti az ^-tengelyt, ahol y —0, 
vagyis

x ^ x - 5 )  =  0.

A felírt harmadfokú egyenletnek jci=0 kétszeres gyöke, míg Xj=5 
egyszeres gyöke. Az jc—5 tényező előjele az Xi=0  hely kis környezetében 
negatív, az előjele viszont bármely jc-re pozitív, vagyis a harmadfokú 
kifejezés az jfi=0 helyen nem vált előjelet, tehát a függvény görbéje nem 
metszi az X-tengelyt, csak érinti! Az x-i=5 helyen az x - 5  tényező elő­
jelet vált esetén negatív és esetén pozitív), ezért a függvény 
görbéje az x^—S helyen metszi az X-tengelyt (x* előjele állandó!)

A függvény ott metszi az y-tengelyt, ahol jc= 0, vagyis az >’= 0  helyen.
A függvény tehát az origóban az A'^tengelyt érinti, és az y-tengelyt 

metszi.
3. A függvénynek nincs szakadása, mert racionális egész függvény, 

és így folytonos, ezért csak a végtelenbeli határértékeket kell kiszámí­
tanunk. Ezek

lim (jc® -- 5jc“) =  — co, és lim (jĉ  — 5x^) =  +  «>.
X - * - o o

Ui. ha akkor a függvény tagja dominál.
4. A szélsőértékekről a függvény első deriváltja tájékoztat: y =  3jĉ  — lOx.
A függvénynek ott lehet szélsőértéke, ahol y = 0 ,  vagyis

3jc2-10.x: =  0;

ebből A--et kiemelve, a hiányos másodfokú egyenletet szorzattá tudjuk 
alakítani:

-y(3;c- 10) = 0 ; 

ennek gyökei
10A'i =  0; x. = —  . 

y'^==6x-ÍO; >^'(0) =  - 1 0
no

.0 ;  v - f -
10

=  6— - 1 0 =  1 0 > 0 ;

10
tehát az jc=0 helyen maximum van, az helyen pedig mimmum.

A függvényértékek:

;^(0)=0;

( l o y  n o v  loono is\ 100/ 5 \

500 _  14 
2 7 '
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.- i*  A  görbületi v i^ n y o k ra  a  második derivált előjeléből követkéz- 
n i í l í  inflexiós pontja, ahol második deriváltja

ebből
6 .r-1 0  =  0; 

jc -  — - - 1

6?*£0, tehát az y  helyen inflexiós pont van. A megfelelő függ­
vényérték

6. A függvény grafikonja a 94. ábrán látható.

94. ábra

7. A függvény értékkés^te:

Ék.:
14

A függvény a - 1 8  — -nél kisebb, ill. a  0-náI nagyobb függvényértékeket

egyszer, a -1 8  ^  és 0 értéket kétszer, míg a -1 8  — és 0 közé eső függ- 
vényértékeket háromszor veszi fel. ^
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y = (x + 2 K x ^ -S x + 1 6 ), 

ami tovább alakítva

y = ( x - h 2 ) ix - 4 ) \

Ezt az alakot már könnyebb vizsgálni.
1. A függvény harmadfokú racionális egész függvény, ezért bármely 

jc-re értelmezett:
É t.:  — oo <  jc < -f-oo.

2. A függvény görbéje ott metszi vagy érinti az ̂ -tengelyt, ahol y=  0, azaz

{x+ 2){x-A Y  =  0.

A felírt harmadfokú egyenletnek az jCi =  — 2 és x^—A számok a gyökei 
(jc,=4 szám kétszeres gyök). A függvény görbéjének tehát az A"-tengely- 
lyel két közös pontja van. Vizsgáljuk meg ezeket a pontokat! Az a:+ 2  
tényező az jCi =  — 2 pont környezetében előjelet vált, és így a függvény 
görbéje az jíj =  -  2 pontban metszi az JT-tengelyt. Az { x - 4 y  tényező az 
jcj=4 pont környezetében nem vált előjelet, mert 4-nél kisebb, ill. na­
gyobb X  értékekre e^arán t pozitív, így a görbe nem metszi (csak érinti) 
az ^2=4 abszcisszájú pontban az A"-tengelyt.

A függvény görbéje ott metszi az y-tengelyt, ahol :v=0, vagyis >^=32.
3. A függvény folytonos, nincs szakadása; beszorozva 

(jc+2)(jc-4)2 =  j^ -6 x^+ 3 2  és

lim (jr»-6;c" +  32) =  -oo ;
jC-K-oo

Hm (â - 6 a:2 + 3 2 )= :+ oo.
X-f + oo

Ui. ha jc — ±  «>, akkor a függvény x^ tag^  a domináló.
4. A szélsőértékek a függvény első deriváltjával határozhatók meg:

y  =  3jc*-12a:.

Szélsőérték csak ott lehet, ahol y ~ 0 ,  vagyis 3x^—12x =  0; ezt szor­
zattá alakítva, 3jc(jc-4) =  0.

Az egyenlet gyökei jc3=0; x^=4.

6. Vizsgáljuk meg az alábbi függvényt:

y = 6 A T -1 2 ; y (0 )  =  -1 2  

y (4 )  =  2 4 - 1 2 =  12 > 0 ;

0;

ezért az x = 0  helyen maximum, az x= 4  helyen minimum van. >̂ (0) 
=  2«(—4)* =  32; >'(4)=0, amit már előzőleg láttunk.
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tetükki a második derivált előjeléből következ-

y ’ =  6 x - l2 .

A függvénynek ott lehet inflexiós pontja, ahol y"=0, azaz 
6a:-12 =  0.

ebből
^5 =  2.

^ = 2  helyen inflexiós pont van.
A függvényérték ezen a helyen

y{2) =  4 -(-2 )^  =  16. 

ábra)"^ fusgveny grafikonja az eddigiek ismeretében felvázolható (95.

95. ábra

7. A függvény értékkészlete a valós számok halmaza:
Ék.: — oo< oô

eső valamint a 32-nél nagyobb függvényértékeket
í ’ f  2- függvényértékét ketszer, míg a 0 és 32 közé eső függvény- értékeket háromszor veszi fel. ‘“oSveny

7. Vizsgáljuk meg az =  2x^-6x^-~2x-h6 függvényt!
1. A függvény racionális egész függvény, ezért mindenütt értelmezett:

Ét. : -  oo <  Jt <  _!. oo.
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2. A  függvény ott metszi az JÍT-tcngelyt, ahol >^=0, ^ é r t msg keli ol- 
dawimlr a

2^c»-6üc*-2x+6 =  0

hanns^okú  egyenletet. Vegyük észre, hogy az ^ytíttbatók rendre: 2, 
—6; majd —2, 6. Tehát a számok egyenlők, előjelek különbözők és ebben 
a  speciális esetben a függvényt könnyen szorzattá alakíthatjuk:

2{x»-3ar*-JC+3) =  2[x*(Jc-3)-(ji:-3)] =  2 (jc* -1 )( a: - 3 )  =

=  2 (x + l)( ;c -l) ( jc ~ 3 ) .

A metszéspontok tehát JCi = - 1 ,  jCa=l, Xs=3.
A fu^;vény ott metszi az y-tengelyt, ahol x= 0 , vagyis az yQ=6 pont-

J. A  függvény folytonos, nincs szakadása; eisért csak az jc =  ±  oo-beli 
hatíliértéket kell megvizsgálnunk:

lim (2jc*—6x*—2jr+6) =  — «»;
X-» —oo

lim (2jc*—6x*~2 jc+ 6) =+«*, 
x-*+«>

Ui. ha akkor a függvény 2x* t a ^  a domináló.
A  szélsőértékek helye az első derivált ismeretéből meghatároz-

ható:
/ = 6 x * - m - 2 .

A függvénynek ott lehet szélsőértéke, ahol y = 0 .

/  =  6 x * -1 2 x -2  =  0; 3 x » - 6 x - l = 0 ;

6 ± /3 6 + 1 2  6 ± /4 8  6 ± 4 ^ 3  , 2 
----------- - =  — ^  = í ± j Í 3 .

2 r- 2
Xx =  1 + y  F3 «  1 +  y  1,732 <« 1 +0,67.1,732 «

R! 1 +  1,155 =  2,155 w 2,16;

Xt =  1 - Y  /3  «  1 -1 ,155 =  -0 ,155  Rí -0 ,1 6 ;

} r = í2 (x - l) ;  _ y » | i + l / 3 j > 0 .
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tehát az Xi helyen minimuma van;

tehát az helyen maximuma van.
A maximum, valamint a minimum értékét úgy számítjuk ki, hogy a 

gyöktényezös alakba helyettesítünk:

>-2(x+ l)(jc-l)(jc-3 );
^  yi2,l6) = 2-3,16-l,16(-0,84) ^  -6 ,1 ;

V2 ^  >^(-0,16) =  2-(-1.16)-0,84(-3,16) ^ + 6 ,1 .

5. A görbületi viszonyok a második derivált ismeretében határoz­
hatók meg:

y"  = I2 x-1 2 .

A függvénynek ott lehet inflexiós pontja, ahol a második deriváltja 
nulla, vagyis ahol

12jc-12 =  0; ebből x^= l.

96. ábra
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y ^= 12> 0 , tehát inflexiós pont van az x^= l helyen. A függvény­
érték itt ^3= 0  (amit már a ^ökhelyek keresésekor is megállapítottunk).

6. Mindezek alapján a függvény felvázolható (96. ábra).
7. A függvény értékkészlete -oo-töl +«>-ig terjed. A maximumnál 

felvett függvényérték (kerekítve) 6,1; és a minimummal felvett függvény- 
érték -6 ,1 ; a függvény ezeket az értékeket kétszer, a közöttük levő érté­
keket háromszor, minden más értéket csak egyszer vesz fel.

8. Vizsgáljuk meg az y 2x^~4x- + 6 függvényt!
1. A függvény racionális egész függvény, ezért mindenütt értelmezett:

Ét.: — oo <  jc <  -f oo.

2. A függvény ott metszi vagy érinti az X-tengelyt, ahol j= 0 ,  azaz

2ĵ - 4 jc* + 6 =  0.

Vegyük észre, hogy a független változónak csak páros hatványa for­
dul elő, tehát a függvényértéket x előjele nem befolyásolja, vagyis a görbe 
szimmetrikus az K-tengelyre.

Mivel az helyettesítéssel a 2z^-4z-}-6 = 0 másodfokúra redu­
kálható negyedfokú egyenlet diszkriminánsa

d =  16-48 <  0,

ezért az egyenletnek nincs valós ^ ö k e , tehát az Jf-tengelyt a függvény 
görbéje nem metszi, és nem is érinti.

A függvény az y-tengelyt ott metszi, ahol x= ö , vagyis az yo= 6 pontban.
3. A függvény folytonos, ezért csak a végtelenben számíthatunk határ­

értéket.
lim (2x^ —4x  ̂+  6) =+«>;

x-*±«>

ui. ha akkor a függvény 2x* tagja a domináló.
4. A szélsöérték megállapításához szükségünk van a függvény első 

deriváltjára:

y  =  Sx^-Sx.

Szélsöértékc ott lehet a függvénynek, ahol / = 0 ;  vagyis 

8 j c » - 8 j c  =  Sx{x^-1) -  S x {x -h l){x -l)  =  0 .

Ez az vagy ^2=0, vagy JCg = + l  értékekre teljesül.

y* = 24-v*-8; v '" ( -1) =  2 4 -8  =  16 ^  0, tehát itt minimum 
van;

y'{0) =  — 8 <  0, tehát itt maximum van;

=  16 >  0, tehát itt minimum van.
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A megfelelő függvényértékek:

>^i(-l) =  4; j^,(0) =  6; 3^3(D=4.

5. A görbületi viszonyok megállapításához a második deriváltra van 
szükségünk:

y '  =  24x^-S.

Inflexiós pontja ott lehet a függvénynek, ahol y^=0, azaz 

24;c*-8 =  8 (3x*-l) =  0,

ez pedig akkor teljesül, ha jc* =  — —, vagy .

>̂ - =  48jc; y'^
3

< 0 ;  y "
3

^0;

tehát a görbének mindkét pontban inflexiós pontja van. A megfelelő 
függvényértékek:

yt 3
« 4 ,9 .

6. Mindezek alapján a függvény grafikonja könnyen felvázolható 
(97. ábra).

97. ábra
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7. A függyény értékkészlete 4-től -f «-ig teijed, mopedig a 4 < j '< 6  
értékeket négyszer, az y = 6  értéket háromszor és a z y = 4 , valamint y> 6  
értékeket kétszer veszi fel.

9. Vizsgáljuk meg az alábbi függvényt:

1
y  = x + — .

X

1. A függvény egy racionális egész függvény és e ^  racionális tört­
függvény összege. Vegyük észre, hogy ha x  csak előjelet vált, akkor a 
függvényérték szintén előjelet vált, de nagysága változatlan marad, 
vagyis a függvény páratlan. Az értelmezési tartomány e két függvény értel­
m e z i  tartományának közös pontjait tartalmazza. Mivel az osztás nullá­
val nincs értelmezve, ezért a függvény az jc=0 helyen nincs értelmezve:

Ét.: — o« <  X <  0 és 0 <  a: <  +  iU. rövidebb jelöléssel:

2. A függvény ott metszi vagy érinti az A"-tengelyt, ahol y= 0, azaz ahol

JC+— =  0.
X

Az ^ en le tn e k  nincs valós megoldása, hiszen az x+ -~  kifejezés értéke

pozitív x  értékre pozitív, negatív x  értékre n ^ t í v ,  jc=0-ra pedig nincs 
értelmezve; vagyis a függvény görbéje nem metszi az Jf-tengelyt.

A  függvény ott metszené az F-tengelyt, ahol x = 0 ; ez viszont nem 
tartozik az értelmezési tartományhoz.

3. A függvénynek szakadása van az x —0 helyen, ezért ennek két ol­
dalán, valamint a ±  végtelenben számítjuk ki a h a tá i^éket:

lim Íjc4-—! =  -««, lim fjcH----=
X-*-oV j c )  x-*+o\ x )

lim !  =  -««, lim Íjc-I— =
.-oaV x )  X- + «oV x f

1
Ha JC-* «>, akkor a függvény x  tagja dominál és — zérushoz tart, ezért

a görbe aszimptotája a végtelenben az y = x  cgytncs. Az x - 0  esetben 
pedig az aszimptota az y-tengely.

4. A szélsöértékek az első derivált ismeretében' meghatározhatók:

254

A függvénynek ott lehet szélsőértéke, ahol az első derivált nulla, vagyis 

ahol 1 - ^  =  0; ebből ;c,.* =  +  l.

y" =  — ; +1) =  2 >  0, tehát itt minimum van;

y^( — 1) =  —2 < 0 ,  tehát itt maximum van.
A megfelelő függvényértékek:

yi =  >^(-1) =  - 2 ;  y^= yil)= 2 .

5. A görbületi viszonyok a második derivált ismeretében határoz­
hatók meg.

' ■ - I -
A függvénynek inflexiós pontja nincs, mert a második derivált sem- 

milyen x-re sem nulla. Az x= 0  szakadási helytől jobbra, vagyis pozitív 
X értékekre, y "> 0 , tehát a görbe konvex. Negatív x  értékekre 
tehát a görbe konkáv.

6. A függvény görbéje a 98. ábrán látható.

98. ábra

7. A függvény értékkészlete -oo-től -2-ig , valamint 2-től +co-ig 
terjed:

Ék.: és
Az y  ^  - 2 ,  ili. y==2 értéket egyszer, a többit pedig kétszer veszi fel a 

függvény.
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1. A függvény egy racionális egész függvény és egy racionális tört- 
függvény összege; az x = 0  hely kivételével mindenütt értelmezett és foly­
tonos; az jc=0 helyen szakadása van; páros függvény.

Ét.: — oo <  a: <  0 és 0 <  X <  +  « , ill. rövidebben: xj^O,

2. A függvény ott metszené az X-tengelyt, ahol >»=0, de az

je +  - ^  =  0; :c" +  l = 0 ;

egyenletnek nincs valós gyöke, vagyis nem metszi az X-tengelyt. Az F-ten- 
gelyt pedig ott metszené, ahol a:= 0, de ezen a helyen szakadása van, és 
így az r-tengelyt sem metszi,

3. A függvény mindkét oldali határértékét az x = 0  szakadási hely 
környezetében, valamint a pozitív és negatív végtelenben kell kiszámí­
tanunk:

10. Vizsgáljuk meg a következő függvényt:

lim Íjc* +  —-1 =  +««;
,__oV

lim
JC-++0

1
Ha jc -  ±  oo, akkor a függvény tagja a domináló, — zérushoz tart, így 

a görbe a végtelenben az y= x^  görbéhez simul. Ha x-^0, akkor x^ tart 

nullához és az tag dominál; vagyis a görbe az y-tengelyhez simul.

4. A szélsőértékek az első derivált előjeléből állapíthatók meg:

2

A függvénynek ott lehet szélsöértéke, ahol az első derivált nulla:
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Az egyenlet két valós gyöke: X i= í, jc, =  - 1 .
6

y ' ~  ^ >  0, tehát itt minimum van;

—1) >  0, tehát itt szintén minimum van.
A függvényértékek ezeken a helyeken:

1:Fi =  >̂ (1) =  2; y ,= > ^ ( - l)  =  1 + :2.

5. Az alaki viszonyok a második derivált előjele alapján dönthetők cl:

>^ =  2 + 4 -JC*
Inflexiós pontja ott lehet ennek a függvénynek, ahol a második deri­

vált nulla; mivei ilyen x  érték nincs, tehát a függvénynek inflexiós pontja 
sincs. A misodflc deriváltnak is szakadási helye az x= 0  pont, mely az 
értelmezési tailományt két részre osztja; ezekben a második derivált 
előjele:

és j '" ( l)= :2 + 6 = -0 .

l'ehát a görbe a teljes értelmezési tartományban konvex.
6. Az eddig számított adatokból a függvény képe már felvázolható 

(99. ábra).

1 1 DéfTcrcnciAIszámitás
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11. Vi2sgáijuk meg az alábbi függvényt: 

5x 5x
( x + iy

1. A  függvény racionális törtfüggvény, szakadási helye ott van, ahol a 
nevezője nulla, ez pedig az Xi = - 2  helyen követk^k  be (xj a  nevező 
kétszeres gyöke). A függvény értelmezési tartománya tehát az =  - 2  
hely kivételével az egész Jf-tengely ;

Ét.: : X <  —2 és —2 <  a: <  +  «>, ill. rövidebben: x  —2.

2. A függvény ott metszi az X-tengel}^, ahol >^=0, j =  0;
(jc+2)*

ennek megoldása jc*=0, tehát a görbe átmegy az origón.
3. A f ü ^ é n y  az x  =  - 2  szakadási hely kivételével mindenütt foly­

tonos; megvizsgáljuk viselkedését a szakadási hely környezetében, vala­
mint a végtelenben.

lim
5x Sx

x- _ 2 - o(jc+2)*
lim

-►-2+0 (x+2)*

mert a nevező kis pozitív számokon keresztül tart nullához akár balról 
akár jobbról közeledünk a —2 helyhez, a számláló pedig negatív.

Sx
lim

X-.-co(jC +  2)«
= 0;

5 a :
lim

+ 00 {x-\- 2)*
=  0.

Megjegyzés: Ha -««, akkor a függvény a negatív számokon ke­
resztül közeledik nullához, míg jc -  +  «» esetben a pozitív számokon 
keresztül.

A szakadási helyen a függvény aszimptotája az y-taigellyel párhuza­
mos jc =  —2  egyenes, míg a ±  oo-ben  az aszimptota az JT-tengely.

4, A növekedési viszonyokra az első derivált előjeléből következ­
tetünk:

y =
5jc

.(x+2)^.
5 {x ^2 y -5 x -2 {x -¥ 2 )

5(jc +  2)-10jc 1 0 - 5 x  

(jc+2)» ~ { x + 2 r '

A  függvénynek ott lehet szélsöértéke, ahol / = 0 :

10-5JC
{x + 2 r

=  0 .
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Az egyenlet egyetlen megoldása Xz=2.

- 5 ( x + 2 )» -(1 0 -5 a:).3(jc + 2)* - 5 ( jc+ 2 )~ (1 0 -5 jc)-3

jA(2) =

(x + 2 r  
- 5 j c - 1 0 -30  + 15jc

Oc+2)* 
2 0 -4 0

( x + iy
lO x-40
Oc+2)^

20
:0 ,

(2+2)* 256
tehát az x^=2  helyen maximum van*. A megfelelő függvényérték:

10 5
>̂a =  3'(2) =  — =  — =  0,625.

lO O
5. A görbületi viszonyokra a második derivált előjeléből következ­

tetünk; a függvénynek csak ott lehet inflexiós pontja, ahol második deri- 
lOjc-40

váltja nulla; a -----=  0 egyenletnek egy megoldása van, mégpedig

x^=4.
Az y ( 4 )  függvényérték meghatározása helyett most célszerűbbnek 

tűnik y* előjelváltását vizsgálni.
Ti. y ' nevezője x= 4  környezetében nyüván mindenütt pozitív, szám­

lálója viszont 4-nél nagyobb értékekre pozitív, 4-nél kisebb értékekre 
negatív. Tehát Z ' előjelet vált az ;c=4 pontban, vagyis itt inflexiós pont 
van. A m ^ele lő  függvényérték:

5-4 20 5
: -  =  - . 0 , 5 5 .

6. A függvény grafikonja a 100. ábrán látható. 

Y.
I
I 2-

100. ábra

17*
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7. A függvény értékkészlete a -  «» és 0,625 közé cső számok halmaza. 

Ék.: 0,625.

A 0 és 0,625 számot csak egyszer, a többit kétszer veszi feL

12. Vizsgáljuk m ^  az >̂ =  függvényt!

7. A függvény racionális törtfüggvény, és így mindazokra az x  érté­
kekre értelmezsett, amelyekre a nevező nem nulla; tehát

Ét.: -co  <  jc <  2, ill. 2 <  X <  -f* , vagy rövidebben felírva: 

Ét.: jc?í2.

A függvénjmek az x = 2  helyen szakadása van.
2. A függvény görbéje ott metszi vagy érinti az JT-tengelyt, ahol

3̂ =0 ; vagyis ahol

3 x - 5
jc -2

=  0.

Egy tört értéke akkor nulla, ha számlálója nulla (és nevezője ugyanott 
nem nulla), azaz

3jc-5  =  0; ebből —  ,

A függvény ott metszi az K-tengelyt, ahol x= 0 . vagyis *

3. A fíiggvénynek szakadása van az x= 2  helyen; bármely más pontban 
folytonos, ezért négy határértéket kell meghatározni (kettőt a szakadási 
helyen, és kettőt a végtelenben).

3-1
3JC-5  ̂

l i m -----— =  hm ------=
x-¥ — oo X — 2 j 2

X

3 -----
a: ^

hm ------- =  hm --------- = 3.
X  — 2 X-»̂ -|-9o  ̂ 2

X

A függvénynek az y= 3  egyenes az aszimptotája.
A számláló pozitív az x = 2  helyen. Ha.jc-szei a 2-nél kisebb számokon
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keresztül tartunk a 2-höz, akkor a tört nevezője egyre kisebb abszolút 
értékű n ^ t i v  szám lesz, vagyis a tört -  «>-hez tart, tehát

lim
3JC-5

x-^2-0 x - 2  

Hasonló módon látható be, hogy 
3a:-5

lim 
*-►2+0 x  — 2

=  +CO.

4. A szélsőértékről a függvény első deriváltja tájékoztat: 
3 (x -2 ) - (3 a :-5 ) .1  3A:-6-3;c-h5 - 1

/  =  - (^-2)* (x-2)^

A függvénynek csak ott lehet szélsőértéke, ahol az első derivált nulla, 
de az — mint látható — semmilyen jc-re sem teljesül. Az x —2 szakadási 
hely az élelmezési tartományt két részre osztja: ( —«», 2) és (2, +«>). 
A derivált előjele az egyes részintervallumokban állandó; alkalmasan 
választott étékeket behelyettesítve, az elő^l meghatározható: /(O ) =

=  —  <  0, / ( 3 )  =  —  <  0. Mivel az első derivált mindkét részinter-
4  1

vallumban n ^ t i v ,  így a függvény mindkettőben szigorúan monoton 
csökkenő.

5. A görbületi viszonyokra a második derivált előjeléből következ­
tetünk:

y ’ = i - ( x - 2 r ^ ' = 2 i x - 2 r * = - ^ ~ .

A függvénynek csak ott lehet inflexiós pontja, ahol a második deri­
váltja nulla. A második deriváltnak nullahelye nincs, tehát a függvénynek 
inflexiós pontja sincs.

Az x= 2  szakadási hely a teljes értebnezési tartományt két részre osztja. 
A második derivált előjele ezeken belül állandó, így elegendő egy-egy

2 •  2
belső pontban meghatározni: j/^(0)=-;-------<  0, y ^ (3 )= ~  >  0, tehát

V 2)* 1*
a ( -  «>, 2) tartományban a görbe konkáv, a (2, +«») tartományban konvex.

6. Az eddigi adatok ismeretében a függvény görbéje felvázolható 
(101. ábra).

7. A függvény az >^=3 érték kivételével minden függvényértéket egy­
szer és csak egyszer felvesz.

Ék.: —  <  3 

vagy rövidebben felírva 

Ék.: yjé3.

és 3
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101. ábra

13. Vizsgáljuk meg az y  ~  Í 2 - x  függvényt!
1. A függvény irradonális egyértékű, mivel csak a pozitív gyök 

veendő figyelembe. Értelmezési tartománya azon x  értékek halmaza, 
amelyekre a gyökjel alatti kifejezés nulla vagy pozitív, tehát amelyekre
2 —x  ^  0; vagyis

Ét.: - o o < x ^ 2 .

2. A függvény ott mets^ *vagy érinti az X-tengelyt, ahol y= 0 , vagyis 
Í 2 ^ x  =  0; ebből

A függvény ott metszi az y-tengelyt, abc] jc=0, vagyis az y —Í 2  pont­
ban.

3. A függvény folytooc^. Határértéket csak jc-- esetben kell szá­
mítanunk:

lim |^ 2 - jc = + « .

4, A szélsőértékekrol az első d«ivált tájékoztat:

r  —T' 1 1/  = [(2-x)*J = -{2-x) *{-!) = ---
2 2 Í 2 - X

K  derivált semmilyen x  értékre sem nulla, így a függvénynek nincs 
szélsőértéke. A derivált előjele a teljes értelmezési tartományban ixje^2) 
negatív, tehát a függvény a ( —«», 2) inter/aliumban szigorúan monoton 
csökkenő.

5. A görbületi viszonyok a  második derivált előjeléből átíapíthalók 
meg:

' 1 - i.  1 
=  - ( 2 - j c )

4r -
1 - i

- - ( 2 - x )  *
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A második derivált semmilyen x-re sem nnlla, így a függvénynek in­
flexiós pontja nincs. A második derivált a teljes értelmezési tartományban 
i x ^ 2 )  n ^ t iv ,  és így a függvény konkáv.

6. Az előbbiek alapján a görbe a 102. ábrán látható.

102. ábra

7. A függ\^ény értékkészlete a 0 és +«» közé eső számok halmaza:
Ék,: 0 ^ ^ <  +  oo.

Minden fü^yényértéket csak egyszer vesz fel a függvény.

1
14. VÍKgáljuk m ega zy  — ±~ függvfeyt!

i .  A függvény irracionális törtfüggvény, kétértékű. Értelmezési tar­
tományához csak azok az x  értékek tartoznak, amelydere a gyök alatt 
pozitív s^Un áll. Ezek:

Ét.: - 1  <  1.

A függvény az X-tengelyre szimmetrikus. Az ^ sz e rű b b  tárgyalható- 
ság kedvéért különválasztjuk az JÍT-tengely feletti és alatti ágat. Legyen

yi = , és yu = -

2. A függvény ott metszi az ^-tengelyt, ahol ^ = 0 , tehát mindkét 
egyenletét felírva:

1
=  0

Az egyenletnek nincs megoldása, tehát egyik ág sem metszi az Jf-ten- 
gelyt.

A fu ^ 'én y  ott metszi az y-tengelyt, ahol x = 0 , vagyis az yi függvény 
a f i  pontban, az függvény a —1 pontban.
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3, A függvény az értelmezési tartományon belül folytonos, de a hatá­
roknál a végtelenhez tart, mert — külön vizsgálva az és yn függvény 
viselkedését —

1 1 
lim ----------- =  +«>; iim - - - =  -f

X-.-1 + 0 fT -X ^  

J

*-*+1-0 y i - x ^

lim lim
1

; c - * - l  +  0 f l - j c *

4. A szélsőértékek helye az első deriváltból állapítható meg:

1

. yi-JC*

v a-jt" )*

Ugyanígy adódik

yn = -

Mindkét ágnak csak ott lehet szélsöértéke, ahol az első deriváltja 
nulla:

± ” = = = -  =  0, ha jcj=^0.

Az jci=0 hely két részre osztja az értelmezési tartományt, ezekben a 
derivált előjele állandó. Ezért most célszerűbb ^  helyett /  előjelváltását 
vizsgálni:

-0 ,5
yi vizsgálatához szükséges értékek: ;y í(--0 ,5)- . .

yí(0.5) =
0,5

í^(i-0,25)*

y (1-0,25)*

►0, tehát az jc =  0 helyen y[ előjelet vált; mivel

negatív értékből pozitív értékbe megy át, minimum van. A minimális függ­
vényérték:

>̂ i(0) =  -— z r=  1. 
f l - 0

264

Az y[, vizsgálatához szükséges értékek:

0,5
3^Í,(-0.5)=^

V(i-0,25)«
0; j^íi(0,5) =

^0,5
y(l-0,25)»

0.

tehát y'u pozitívból negatív értékbe megy át, vagyis maximum van. A maxi­
mális függvényérték:

^iií0) =  - = - 1 .

5. A görbületi viszonyok a második derivált segítségével tanulmá­
nyozhatók. Az JT-tengely feletti ág esetén

y^-

r T ^ ( i + i c » )

Az AT-tengely alatti ág másodüc deriváltja ettől csak előjelben külön­
bözik:

yű== —
Y l- x ^ ( l+ 2 x ^ )

0 - ^ y

A függvénynek csak ott lehet inflexiós pontja, ahol a második derivált 
nulla; de ilyen x  nincs, mert a számláló mindkét tényezője és a nevező is 
az értelmezési tartomány bármely x  értékére pozitív. A második deri­
vált az értelmezési tartományban folytonos, és így — mivel nem metszi 
az A'-tengeiyt — állandó előjelű.

ym- : 0.

Az 1 ág fehát konvex, a II ág pedig konkáv.
6. A függvény grafikonja ezekből már felvázolható (103. ábra).
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►X

103. ábra

7. A függvény értöckésdete az I és 1-nél nagyobb abszolút b tík S  
számok halmaza.

Ék.: - s - 1 ,  ül. +  vagy b !^ l-

A függvény a  +1 és - 1  értékeket egyszer, a többi függvényértéket 
kétszer vesá fel. ^

15. Végezzük d  az y  =  +  -  függvény vizsgálatát!

1 A függvény irradonális törtfüggvény. Értelmezési 
azok az x  értétek tartoznak, amelyekre a gyokjel alatti kifejezés pozitív.

Ét.: iU. 1 - = x <  +  ~ . rövidebben: M ^ l .

Az előbbi f ü g ^ y h e z  hasonlóan a kétértékü függvény két ágát kü- 
lön-külön vizsgáljuk. L ^ e n

yi- r, és yn =  -
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2. A függv^y ott metszi az AT-tengeiyt, ahol vagyis ± -
7 j(* -1

l ^ e k  az ^ en le tn e k  nincs gyöke, tehát a  íuggv^y görbéjének nincs 
közös pontja az X-tengellyel.

A függvény ott metszi az X-tengelyt, ahol jr= 0 ; de ez az abszcissza nem 
is tartozik az értelmezési tartományhoz, és így a fliggvéQy nem metszheti 
az F-t^igelyt sem.

3, A függvény a szakadási helyeken kfvül folytonos, határértékét a
— «>, - 1 ,  1, +  «  helyeken kell számohiunk. Először az ág határértékét 
számítjuk ki:

lim - - - = 0 :  lim — —

1
lim 

x - l+ O
=  - f~ ;  tím

1

X- + 00
=  0.

A szakadási helyeken azért számitunk csak bal-, ill. csak jobboldali 
határértéket, mert a másik oldal már nem tartozik az értelmezési tarto­
mányhoz.

Most meghatározzuk az ág megfelelő határértékeit;

1Km —
X-.-CO

1

=  0; lim —
1

lim —  _____
x - i+ o

1
lim —- _____

X -  +  00
=  0.

A két ágnak közös aszimptotái vannak. U ^an is a végtelenben az 
aszimptota az JT-tengely; az x = l ,  iU. jc =  - l  abszdsszájú pontokban 
az aszimptota az x —l, ill. az x  = egyenes.

4. A fü^yény szélsőértékeit az első derivált segítségével keressük meg:

1 1 —JC
=  *; K =  *-2x =  - _________ .

1 ^ 1  2 í^(:(*-l)*

A n. ág deriváltja pedig 

J’íi =  . .

A függvénynek csak ott lehet szélsőértéke, ahol az első derivált nulla; 
ez jc=0-ra teljesülne, ami viszont nem tartozik az értelm^ési tartományhoz.
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A szakadási helyek két részre osztják az ötclmezési tartományt, raek

rétében: . 3  i
- 1  (x»-D *+JC -Y  ( ^  -  D*

y G ^ ( - x ‘ + l +  3**).
(x»-l)*

(x * - l) ‘

t^:;:rrr(2x»+i)

Hasonlóan

> í=

A füeitvénynek csak ott lehet inflexiós pontja, ahol n^ásodik 
nulla. A második derivált azonban ^ i g  a
tört számlálójának eltó

A d o t^ *  előjeléből megállapítjuk, hol konvex, iU. konkáv a

^ ^ ö s t ó r  a I. ágat vizsgáljuk. A két résztartomány: ( — ~ , — 1) és (1, +  )- 
A kiválasztott x  értékek: - 2  és 2 .

V39
y í ( - 2 )  =  — ^ 0 ;  >í(2) =  — : -0.

Most a  n. ágat vizsgáljuk. Az intervallumok és az x értékek az előb­
bivel m^egycznek:

J Í .( -2 )  =
y 3 ( -9 )  » '3{-9)

,H (2 )= — ^ - 0 -

“ 7.* A ^ fS iv S r^ ^ k k é sz lc tc  í - =0  kivételével az összes valós szám. 
Minden függyény&téket kétszer vesz fel.

Ék,: - « .- c y < 0, ilU Ocy-= +  ~ ; 

rövidd)b alakban feUrva:
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104. ábra

16. Vizsgáljuk meg az j' =  ±J^jc—2 + 3  fUggvénytt
i .  A fflggv&iy irradonális, kétértékfi függvény.
C^ak azokra az x  értékelóe értelmezett, amelyekre a  gyökjel alatti 

kifejezés n e iim ^ tfv :

Ét.: 2 ^  x <  +  oo.

Mivel a függvény kétértékü, bevezetjük a  következő jelölést:

=  / x —24-3 és 3̂1, =  —/jc —2+3. Mint látható, az ^  ág föggvény- 
éríékei háromnál nem lehetnek kisebbek, és az ág függvényértékei 
háromnál nem lehetnek nagyobbak.

2. A függvény görbéje ott metszi az JT-tengelyt, ahol y=Q, Mivel az 
yi ág függvényértékei 3-nál nagyobbak, ezért ez az ág nem metszheti az 
X  tengelyt. Megvizsgáljuk az y n = 0  esetet:

- l ' i ^ + 3  =  0 ; 3 =  > ' J ^ ;  9 =  x - 2 ; x, =  l l .

Az yn ág tehát az A^-tenge!yt az X i= ll pontban metszi.
A függvény az X-tengelyt nem metszheti, mert az jc=0 hely nem tarto­

zik az értelmezési tartományhoz.
3, A függvény folytonos, de csak az x ^ 2  értékekre van értelmezve, 

így határértéket mindkét ágra csak a +«-ben kell számohiimk:

lim ]fx—2 + 3 — 4-«
X - *  +  oo

lim - / 7 ^  +  3 =
X-*+oo
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4. A szflsöért&eket a függvény első deriváltja segíts^évd kíaessük:

í-n =  -
1

A ftí^vénynek csak ott lehet szélsőértéke, ahol első derivált^ nuU^ 
de yj és y’a semmayen jc-re sem nulla; x^l-re. y í^O  ^  
az y,  ág monoton növekedő, az y„ ág pedig monoton csokkcno.

Megjegyzés: Az x = 2  pont az y^  f ü ^ é n y  é r t e l e i  
nyához tartozik ugyan, de y[ és y'„ “ '‘“  értelm ese e b t o  a  p o n t ^  
(nevezőjük nullává válik), vagyis y  itt nemdiflfe^ciálható M ^ l  á r o n ig  

lim y ' =  +  ~  és lim ez azt mutatja, hogy mindkét ág enntoje

a^fül^őleges helyzet felé közeledik, midőn x  •* 2 + 0  {a másik oldalon

e g já k ^ ^ rb ü le ti  viszonyokra a második derivált előjdéből követkra- 
tetü'nk;

1

iU.

y7

1

4 } f ö ^
Az vT ág előjele a  teljes értelmezési tartományban (kivéve az x = 2  

helyet) negatív, tehát a  görbe I ága konkáv. Az x = 2 helyen j f  és nincs

értelmezve, de lim ^  =  - » é s  Um =  +  » . Az előjete pozitív.
x-*2+0 x-*2 + 0 .

és így az :Pn ág konvex. A függvénynek inflexiós pontja nmcs, mert a 
második deriváltja semmilyen jc-re sem nulla.

6, A függvény grafikonja a 105. ábrán látható.

105. ábra
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7. A függvény értékkészlete az összes valós szám. Az érth e t 
egyszer, a többi értéket pedig kétszer veszi fel a függvény.

Ék.; - o o < j ; <  +  oo.

17. Vi2sgáljuk meg az y  = Í{x  — Ay függvényt!
L  A függvény irracionális, nünden x  értékre értelmezett:

Ét.: — «o <  jc <  +  00.

2, A függvény ott metszi, ill. érinti az X-tengelyt, ahol j '= 0 , azaz

Í { x - 4 y  = Q.

egyenlet megoldása Xi=4. Az jci=4 helytől balra és jobbra (x—4)* 
egyaránt pozitív (a gyökjel alatt mindig nemnegatív szám áll), tehát gör­
béje nem metszi, hanem érinti az Jf-tengelyt.

A függvény görbéje az jc=0 abszcisszájú pontban metszi az F-tengelyt:

y = Í ( ^ = Í T e ^ l , S 2 .

3. A függvény folytonos, ezért határértékét csak a végtelenben kell 
kiszámítanunk:

lim /(jc —4)* = + 00; lim |/(jc —4)* =
X - *  — 0 0 X - *  + 0 0

4. A szélsöértékekre a függvény első deriváltja jellemző:

2

3 ^ x - 4

A deriváltnak az x = 4  helyen szakadása van, mert a nevező helyette­
sítési értéke nulla.

Megjegyzés: A függvény mindenütt folytonos, de az jc=4 helyen deri­
váltja nem létezik, a függvény ott nem dift'erenciálható. (Mint a vázlatos 
ábraból látni fogjuk, a függvénynek az a:= 4  helyen csúcsa van.)

A derivált semmilyen jc-re sem nulla, de szakadási helye a teljes értel­
mezési tartományt két részre osztja, ezek 4) és (4, +«>). Ezeken 
belül az első derivált állandó előjelű. Alkalmasan választott x  értéket 
helyettesítve a  deriváltba, annak előjele meghatározható:

/ ( 0 ) =  / ( 5 ) -  |^ ~ > 0 .
3 r ~ 4 3y i
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Ennek alapján nem állapíthatjuk meg a függvény viselkedését az x = 4  
helyen. Mivel azonban láttuk, hogy y  csak az jt= 4  helyoi nulla, minden 
egyéb helyen — tehát az x = 4  hely környezetében is ~  pozitív, ezért a 
függvénynek az x = 4  helyen minimuma van.

5, A görbületi viszonyokra a  második derivált előjeléből következ­
tetünk:

9F(Jc-4)‘

A fü ^én y n ek  y '  értelmezési tartományában inflexiós pontja neni 
lehet, mert értéke sehol sem zérus. A második deriváltnak is szakadási 
helye az jc=4 pont, ezt külön kell vizsgálni. Rátekintésre látható azon­
ban, hogy y” értelmezési tartománya minden pontjában, tehát a szakadási 
hely környezetében is negatív, ezért itt sem lehet inflexiós pont.

6. A függvény görbéje az előbbiek ismeretében felvázolható (106. ábra).

106. ábra

A függvény értékkészlete a nemnegatív számok halmaza: É k.: <  +  «». 
A 0 értéket egyszer, minden pozitív értéket kétszer vesz fel a függvény.
18. Vizsgáljuk meg az y=^fcősx  függvényt (feltételezzük, hogy a 

sinjc és cosx  függvények alaptulajdonságait ismerjük)!
L  A függvény csak azon jc értékekre értelmezett, amelyekre cos x^O .  

A  gyökjel csak pozitív értékével veendő figyelembe, így a függvény egy- 
értékű.

Mivel tudjuk, hogy az y ^ c o s x  függvény periodikus, ezért j^= /cos x  
is az. Figyelemmel a periodicitásra, az értelmezési tartomány:

Ét.: — - + k 2 n ^ x ^ ~ - { - k 2 n ,
2 2

ahol it-0,±1,±2,. .. .
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Megjegyzés: A függvfoy összes tulajdonságait először a  A:=0-hoz

tartozó int«vallumbaa vizsgáljuk meg, és csak azután vesszük
figyelembe a periodkátást.

2. A függvény ott metszi az JT-tengelyt, ahol >^=0, vagyis V^sx==^0;

ebből ^  ^  periodicitást figyelembe véve, az összes

metszéspont: x  =  - i - k n .
2

A  függvény ott metszi az K-tengelyt, ahoi jc -0 , vagyis y^= F cö s^= l.

5. A függvény az értelmestési tartomány +  A: 2?r; inter-

vaUum^ban folytonos. Határértéket nem kell számítanunk, mivel ezeken 
belül nincs szakadása, és e tartományok végpontjaiban értelmezve van.

4. A  széisőértékeket az első derivált ismeretében határozzuk n ^ :

/= [ ( c o s x ) * ]  = -^ (c o s jt)  * (~ s in x )=  — ,

A  függvénynek csak ott letet  szélsőértéke, ahol / = 0 ,  tehát 
-s ln jc

2 ^ 0 3 8  JC

A trigonometrikus egyenlet megoldása: x=2k7t (A:=0, ± 1 , ± 2 ,.. .) .  
Ugyanis a tört értéke akkor nulla, ha a számlálója nulla és nevezője nem 
nulla. A sin jr=0  egyenlet megoldása az x= /n  (/=0, ±1 , ± 2 , , . .)  gyök­
sorozat, ebből / páratlan fék e ih ez  tartozó jc-ek nem tartoznak a viz^ 
gált függvény ^eim ezési tartományához; /  páros értékeire, vagyis /=2it-ra

cos/tt 5*̂ 0. a | —^ i n t e r v a l l u m b a n  az x = 0  helyen levő szélső­

értékre az y  előjelváltásának vizsgálatával következtetünk. A derivált 
számlálója páratlan, nevezője páros függvény, tehát a derivált páratlan 
fíiggvény, és így az origó környezetében — mivel nem azonosan zérus
— előjelet vált. Mégpedig kis negatív jc-ekre pozitív, kis pozitív x-ekre 
negatív, tehát az Xa=0 helyen maximum van. A maximális függvényérték

y , ^ y ( 0 ) = ^ f í = : L

A  periodicitást fig>'elembe véve azt kapjuk, hogy a függvénynek az 
x — k h z  helyeken maximuma van.

A függvény növekedő a  -f it2jr <  x
9T ^

csökkenő a k in  <  x <  ~^-^k2n intervallumokban
k2n intervallumokban, és

18 Díffereociálszánűtás
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5. A görbületi viszonyokra a második derivált előjeléből következ­
tetünk:

—sinjc

2(cosx)*
JL _ i

—cosx-2(cosjí)*+sinx-(cosjc) * ( —sinx)
4cosx

-  2 cos X Kcöslc — sin* X

4cosx

2cos-jc+sin^ jc

4(cosjic)*

A függvénynek ott lehet inflexiós pontja, ahol második deriváltja 
nulla. A tört akkor nulla, ha a számlálója nuUa és nevezője nem nulla, 
vagyis ahol

2cos=x-f sin*x =  0;

cos* jcH- cos* X + sin* x  = 0;

o o ^ x + l  =  0.

Mivel X bármely értékére cos»x+l >  0, ezért az egyenletnek nincsen 
valós gyöke, ezért a függvénynek inflexiós pontja sincs.

A második derivált előjele a (-ff) ‘intervallumban negatív, tehát

a függvény konkáv.
6. A függvény képe a 107. ábrán látható.

107, ábra

7. A függvény értékkészlete a 0 és 1 közé eső számok halmaza, Egy-egy 
periódus alatt az l értéket egyszer, a többi értéket kétszer veszi fel:

Ék.:
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/. A függvény értelmezési tartománya a valós számok halmaza. Mivel 
az 7 = sin X függvény 2x szerint periodikus, és a négyzetreemelés a perio­
dicitást nem szüntetheti meg [ugyanis ha sin sin (x-f 2J5:jt), akkor 
sin*x =  sin*(x+2A:^)], ezsért a sin*x függvény 2n szerint biztosan perio­
dikus. Tudjuk azonban, hogy sin jc =  - s in  [x+jt]; ezt négyzetre emelve, 
sin*x=  sm^x-hn]y amiből látható, hogy az y= sm ^x  függvény ti sze­
rint is periodikus.

i9. Vizsgáljuk meg az ĵ =sin*jc függvényt!

2. A függvény ott metszi (vagy érinti) az A^-tengelyt, ahol y  értéke 
nulla. Ha sin* x= 0 , akkor sin x= 0 , és ebből x=A:7r, ahol A: =0 , ±1 , ± 2 , . . .

A függvény ott metszi az F-tengelyt, ahol x = 0 , vagyis az j^o=sin* 0= 0  
helyen.

A f ü ^ é n y  görbéje tehát átmegy az origón.
3. Mivel a függvény folytonos, és n szerint periodikus, ezért határ­

értéket nem kell számítanunk. Vizsgálatainkat csak a (0, jt) interval­
lumban végezzük, és azután vesszük figyelembe a periodicitást.

4. A szélsőértékek az első deriváltból meghatározhatók:

y '= 2  sin X cos x= sin  2x.

Ez akkor nulla, ha 2x=kn^  vagyis ha

x  = k ~ ,  ahol A: =  0, ± 1 , ± 2 , . . . .

A gyöksorozat három egymás utáni tagja van a (0, n) intervallumban, 
ebből kettő a határokra esik.

y" = 2 cos 2x; j^(0) =  2 >  0, tehát minimum van.

y '  j  =  —2 ^ 0 ,  tehát maximum van.

y^(7r) =  2 >  0, tehát minimum van.

A megfelelő függvényértékek:

y(0) =  sin=0 =  0; =  sin* y  =  1; y(n) =  sin*;t =  0.

A periodicitást figyelembe véve, a függvénynek minimuma van (érté­

ke 0) az x= k n  helyeken, és maximuma van (értéke 1) az x  = - - ^ k n  

helyeken (A=0, ±1, ± 2 ,.. .) .

18*
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5. A görbületi viszonyokra a második derivált előjeléből következ­
tetünk:

3̂ =2 cos 2jc.

A fuggv^ynek ott lehet inflexiós pontja, ahol vagyis 2 cos 2x—0. 
Ez akkor teljesül, ha

Egy perióduson belül tehát két inflexiós pont lehet. A (0, n) interval- 
7T 3n

mmban ezek a — és —  pontok.
4 4

-4 s in 2 ;c;

h n \  in
^  ( 7 )  =  -4 s ÍD y p ^ 0 ;

tehát mindkét helyen inflexiós pont van. A függvényértékek: 
í n )  n  1 3n 1

ír it
Figyelembe véve a periodicitást, a függvénynek az jc =  helye-

4 2
ken inflexiós pontja van.

6. A fentiek alapján a függvény görbéje megrajzolható (108. ábra).

108. ábra

7. Az értékkészlet a 0 és 1 közé eső számok halmaza. Az 1 értéket 
egyszer, míg a többit kétszer veszi fel minden periódusban.

Ék.; 0^>'^1.
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20- Vizsgáljuk meg az y=xe"" függvényt!
I. A füg^ény egy elsőfokú és egy exponenciáh's függvény szorzata. 

Mindkét függvény értelmezési tartománya a valós számok halmaza, 
ezért szorzatuké szintén az:

Ét,: — oo <  JC < oo.

Z A függvény ott metszi vagy érinti az A^-tengelyl, ahol y —Q, azaz 

jce^=0.

Az egyenletnek csak ,Ti=0 a megoldása. Mivel az Xi=0 helyen az x  
előjelet vált, e* pedig nem, ezért az y —xe"" függvény görbéje ebben a 
pontban metszi az A'-tengciyt.

A függvény görbéje ott metszi az y-tengelyt, ahol x^Q .  Mivel ott 
y —0, ezért a függvény áthalad az origón.

3, A függvény két folytonos függvény szorzata, tehát folytonos, ezért 
határértéket csak x ^ ± ^  esetben keil számolnunk.

lim jce* =  4- mert mindkét tényező + «>-hez tart.
X-» + oö

f
lim jce*̂  =  ?

X-*-oo

Az első tényező — ««-hez, míg a második tényező nullához tart. A ha­
tárértéket — a szorzat hányadossá való átalakítása után — L*Hospital» 
szabállyal számítjuk ki.

lim xe* =  lim
1

=  0,lim

-hez tart, és így a tört a negatívmert a számláló állandó, a nevező 
számokon keresztül nullához tart.

Vagyis a függvény aszimptotája, ha x — —«», az A"-tengely.
4. A szélsőértékekre a függvény első deriváltja jellemző:

/  =  e*(I +jc).

A függvénynek csak ott lehet szélsőértéke, ahol
ex(i ^ x )  =  0.

A szorzat első tényezője semmilyen x-yq sem nulla, a második tényező 
pedig X z~  —í értékre. Mivel a második tényező az jc* =  — 1 helyen nega­
tívból pozitívba vált (vagyis a szorzat is), ezért a függvénynek az x^ = - l  
helyen minimuma van.

A minimális függvényérték:

y ( - 1) = ( -  l ) e - ‘ =  -  — Rs -0,3679.
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5. A görbületi viszonyokra a második derivált előjeléből következ­
tetünk:

+ x)-f e- -  e*(2+x).

A függvénynek ott lehet inflexiós pontja, ahol 

e*{2+jr) =  0; 

ez pedig csak . 3̂ =  — 2 értékre teljesül.

2) >  0, tehát inflexiós pont van. A függvényérték: 

y { - 2 )  ^ -0,27.

Ugyanis

y ( - 2 )  =  ( -2 )e -«  = -2 -0 ,1 3 5 = -0 ,2 7 0 .

6. A függvény grafikonját az eddig számított értékekből már felvázol­
hatjuk (109. ábra).

értéket és a O-tóI -f °®-ig terjedő függvényértékeket egyszer, míg a -----és
e

0 közé eső függvényértékeket kétszer veszi fel.
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21. Vizsgáljuk meg az y = x í n x  függvényt!
L  A függvény egy elsőfokú és egy logaritmusfiiggvény szorzata. Értel­

mezési tartományuk a  két ^ e lm ez ^ i tartomány közös része, ez pedig 
a pozitív számok halmaza:

É t.: 0  <  jc <  +  «».
2. A függvény ott metszi (érinti) az AT-tengelyt, ahol 7 = 0 , azaz

jcln jc=0.

A szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezője nulla (és a többi té­
nyező azon a helyen véges!). Az jclnjc szorzatnak az x = 0  helyen nincs 
helyettesítési értéke, mert In 0  nincs értelmezve. A szorzat akkor is nulla 
ha In x= 0 , ebből Xi—1, Mivel az Xi=l  helyen In x  előjelet vált, y  pedig 
nem, ezért a függvény görbéje az JT-tengelyt az ;ci= l pontban valóban 
metszi.

A függvény görbéje az y-tengelyt nem metszi, mert jc=0-ra nincs 
értelmezve.

3. A függvény folytonos, de határértékét az értelmezési tartomány 
két határán meg kell határozni.

lim jclnjc =  ?
*-♦+0

A feladatot törtté való átalakítás után L’Hospital-szabállyal oldjuk 
meg;

1
in X

lim x l n x =  lim ------=  lim -
x-*+Q X -+ 0  1 x-»+0

----=  lim (--x) =  0 .
1 x-*+0

A függvény görbéje negatív számokon keresztül közelíti meg a nul­
lát. (Baloldali határérték a 0 helyen nincs.)

lim X In X =  4- «*.
X—+ «»

Mindkét tényező határértéke +  00, így szorzatuké is az.
4. A szélsőértékek a  függvény első deriváltjából határozhatók meg:

■ ln x + 1 .

A függvénynek ott lehet szélsőértéke, ahol 
\ n x + l  =  0 .

Az egyenlet megoldása jc2= — .
e

y"" = — ; y ' ^ >  0, tehát minimum van.
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A minimális függvényérték:

3. Í - ]  =  — In — = —  -0,368. 
V e / e e e

5. A görbüleii viszonyokra a második derivált előjeléből következ­
tetünk:

y ' = - -JC

A függvénynek ott lehet inflexiós pontja, ahol / '= 0 ,  de ez semmilyen 
jc-re sem nulla, tehát nincs inflexiós pont.

A második derivált előjele — a teljes értelmezési tartományban — 
pozitív, és így a  függvény konvex.

6. Az eddigiek felhasználásával a függvény görbéje megrajzolható 
(110. ábra).

110. ábra

Megjegyzés: Az a:=0 pont nem tartozik az értelmezési tartományhoz, 
mert a függvénynek határértéke van ugyan az x==0 helyen, de helyet­
tesítési értéke nincs.

7. A függvény értékkészlete: É k . : -----A függvény a ---------------------
e e

értéket, valamint a 0 és annál nagyobb értékeket egyszer, a -----és 0 közé
e

eső értékeket kétszer veszi fel,
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2 ’

2 ’

e ^ - e - ^

e^^e-^

y  — Shx  = 

y = =

= thjc -  

y  =  c ihx  = 

y=^\og^x;  

y = \nx;  

y  = Arc sin jc; 

y  = Arc cos x ; 

y  =  Arc tg X ; 

y  =  ArcctgAc;

>» =  arsh;c = ln i }fx^ + 11 ; 

y  = arch AT = ln(jc ±  ]íx^ -  1) jc > l;

>’ = arthAT= y  I n j ^  | ac|< 1 ;

>> = arcthjc =  4" Ijc|=-1;2 JC -  1

y' = eh X

y' = shx  

1

1
Sh-̂AT

y =
1

jclnfl

y =

y = -

y  =

Í \ - x ^

1

y  =  -

l+X^  

1

y'

1 + JC2 

1
Kjc- + 1  

1

y = 1

y =

1 - J C -  

1
1-JC2


