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A csaknem 40 éve indult, igen sikeres Bolyal-
kényvek példatarak sorozat Gjjasziiletését éli.
Kéziiliik els6ként az Integralszamitast adjuk ki,
A sorozat kényveiben a szerzék a kézépiskolai
tanuldknak, tovabba féiskolai és egyetemi
hallgatéknak adnak szerencsésen valasztott,
béséges példat, kidolgozott feladatokat.
Kivanatos, hogy a feladatokat mindenki igyekez-
zék elébb 6nalléan megoldani, és csak uténa
hasonlitsa 6ssze az eredményt és a megoldas
menetét a konyvben talalhaté megoldasokkal,

A sorozat harom témakaért Glel fel: a matematikat,
a fizikat és a kémiat.

E kdnyvben a szerzé a hatarozott és hatarozatlan
integralokkal, az integralasi médszerekkel és
gyakorlati alkalmazasukkal (pl. teriilet,ivhossz-
szamitas, forgastestek térfogatszamitasa sth,)
foglalkozik.

Ajanljuk a kdnyvet elsdsorban egyetemi és
féiskolai hallgatoknak és azoknak a kézépiskolds
diakoknak, akik a realtudomanyok terén kivanjak
folytatni tanulmanyaikat.
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HATAROZATLAN INTEGRAL

I. ALAPFOGALMAK

1. A hatirozatlan integral fogalma és fobb tulajdonsagai

Valamely adott fiiggvény hatarozatlan integralja minden olyan
fiiggvény, amelynek derivaltja az adott fiiggvény.

Legyen egy fiiggvény derivaltja 2x. Hatarozzuk meg az ere-
deti fiiggvényt! Mint el6z6 tanulmanyainkbdl tudjuk, az eredeti
fiiggvény, amit differencialtunk, lehetett pl. y=x% Ha bar-
mely olyan fiiggvényt differencidlunk, amely ettdl csak egy
konstans Osszeadanddban kiilonbozik, a derivalt szintén 2x.
Belathatd, hogy az oOsszes olyan fiiggvény, amelynek derivaltja
2x, csak y=x2+ C alaku lehet, ahol C tetszileges valés szam.
(A valds értéket azért kotjiik ki, mert e konyvben csak valds
valtozoju és értékii fiiggvényekkel foglalkozunk.)

Altalaban: Az F(x) fiiggvényt az f(x) fiiggvény primitiv
fliggvényének (hatdrozatlan integrdljdnak) nevezziikk az (a, b)
véges vagy végtelen intervallumban, ha differencialhanyadosa
(derivaltja) ezen intervallum minden pontjaban f(x). (Az (a, b)
intervallum lehet f(x) teljes értelmezési tartomanya is.)

Jelolés:

dF(x)

ha f() =% = F(, akkor [7x)dx=F().

Az integraljel mogott allo fiiggvény az integrandus.
Legyen az f(x) fliggvény valamely primitiv fiiggvénye F(x);
akkor F(x)+ C is primitiv fiiggvénye f(x)-nek:

[F(x)+CT = F'(x),

mert %g = 0, konstans derivaltja nulla.

Valamely f(x) fiiggvény primitiv fiiggvényei koordinatarend-
szerben abrazolva gorbesereget hatdroznak meg (1. abra).
Az XY-sik barmely olyan pontjan, amelynek abszcisszaja f(x)
értelmezési tartomanyahoz tartozik, athalad egy ilyen gorbe.
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1. dbra

E gorbék egymasba parhuzamos eltolassal atvihetdk. Vagyis
a gorbesereg minden egyes gorbéjének ugyanaz az értelmezési
tartoménya, értékkészlete pedig F(x) értékkészletén kivil C
értékétal is fiigg.

Figyelembe véve az utdbb elmondottakat, a primitiv fiigg-
vényt ezentil a konstans feltlintetésével jeloljiik :

y=[f®dx = Fx)+C.

Ha a primitiv fiiggvények koziil egy bizonyosat keresiink,
akkor annak egy pontjit meg kell adnunk. Legyen ez a pont
Py(xo; ¥0)- A pont koordinatdinak ismeretében a C konstans
értékét egyértelmiien meg tudjuk hatarozni.

Legyen az f(x) fliggvény primitiv fiiggvénye:

y = F(x)+C.

Ebbe P, koordinatait helyettesitve, C az alabbi mdédon fejez-
het6 ki:

Yo = F(x)+C, C= yy— F(xy).

A feladat megoldasa tehat:

y = F(x)+[yo— F(xo)].

Igazolhato, hogy ha egy fliggvény valamely [a, b] intervallum-
ban folytonos, akkor ott van primitiv fiiggvénye.

8

A hatarozatlan integralas, vagy mas szavakkal, a primitiv
fiiggvények keresése, bizonyos értelemben a differencialas meg-
forditasa. A differenciilassal szemben azonban itt 4ltalaban
nincs ,,rutin médszer”, amellyel adott fiiggvény primitiv fiigg-
vényét megtalalhatjuk, s6t viszonylag egyszerti alaka fiigg-
vényekre sem bizonyos, hogy létezik zart alakd primitiv fiiggvé-
nyiik (ilyen pl. y=e~*"). Viszont az elemi fiiggvények differen-
cialhdnyadosianak ismeretében, az integrilasi szabéalyok és né-
hany gyakran célravezetd fogas segitségével nagyon sok fligg-
vény primitiv fiiggvénye meghatarozhato.

A hatérozatlan integral két fontos tulajdonsagat emlitjik meg:

1. Ha egy (a, b) intervallumban — amely lehet véges vagy
végtelen —

[r0yax=Fw+c & [gmdx=6m+C,

akkor az (a, b) intervallumban a két filiggvény Osszege, ill. kii-
16nbsége is integralhatd, és

[ 1) £ dx = Fx) £G(x) +C.

Az Ssszegfiiggvény tehat tagonként integralhato.
2. Legyen c tetszGleges szam, akkor

fcf(x) dx= cff(x) dx.

A c alland6 szorzitényezd az integraljel elé kiemelhetd.

2. Alapintegralok
Azokat az integralokat, amelyeket valamilyen elemi fiiggvény
derivalasanak megforditasakor kapunk, alapintegraloknak ne-
vezziik.

@) [dx=x+C.

b [xd X hol n barmil 5
) | X" x—-m+C, ahol n barmilyen egész vagy tort



fehet, de n= —1 (mert akkor n+1 =0, é igy a szabalyt
mechanikusan alkalmazva, értelmetlen kifejezést kapnank).

c) f—dﬁ = In|x|+C.
x

Ellendrizziik az integral helyességét! Legyen x>0, akkor

(nlx|+C] = [Inx+CY = %;
ha x<0, akkor
= o L _1
[In|x]+C] = [In(—=x)+C] = —~ =5

d) fe"dx = e*+C.

, ahol a =0 és a # 1.

e) fa"dx:l
d) fsinxdx=—cosx+C.

g) fcosxdx = sinx+C.

)fc052 =tgx+C.
)f81n2 = —ctgx+C.

7 /l+x = arctgx+C.

k) flix = arthx+C =——ln

+c ha | <1;

+C ha |x| > 1.

fl ixxz = arcthx+C = —ln

10

Az 1——_1—xz- fiiggvény tehat olyan fiiggvény, amelynek 1-nél

kisebb és 1-nél nagyobb abszolit értékil szdmokra mas a primi-
tiv figgvénye. A kidolgozott példak targyaldsa sordn mindig
megadjuk mind a két megoldast.

D fshxdx = chx +C.

m) fchxdx:shx—i—C.
dx

n) fm—thx+C.
dx

0) fshzx.—~Cthx+C'

dx .
= arcsin x+ C.
p) [Vl—x2

=arshx+C=In(x+Vx*+1)+C

dx
r) e
V1+x?
dx 21

s) e =archx+C=tIn(x+Vx*-1)+C.

x —
Gyakorlé feladatok
1. Hatarozzuk meg az y=x® fluiggvény Osszes primitiv fiiggvényét!

xO
f *dx = —+C.

X8 " 6x8
Proba: | —+C| = — = x*
roba [6+] .

A tovibbiakban a proba elvégzését az Olvaséra bizzuk.

1
2. f 3d)t'——-“"I'C'—-'-‘2—2+C

11
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2
1
2 x3 3
1, fozdx—fx’dx=-5—+C=—Vx°+C=—5-x}/x2+C
3
3
1 4 44
5. f-‘——dx= x‘dx=f—3—+C=—3—}/x3+C
Vx 'Z'

Az eddigiekben olyan fiiggvények integraljat hataroztuk meg,
amelyek hatviny alakba irhaték voltak. Most olyan fliggvé-
nyek integraldsaval foglalkozunk majd, amelyek az el6ébbi ti-
pusok valamelyikére vezethetOk vissza.

_a 11 a2
6. f}’x}’xdx:fx“xaa'x=fx“ dy =

e

6 ¢
l/x—‘+C = —\'}/v°+C

11 n
6
T.y= L . Az integraland6 fiiggvényt elobb egyszertibb alakra hozzuk

V
és csak azutan integraljuk.

12

"o

Q\
®
o
By
-
I
-

5§
+C=—Vr+C= x}’"+c

u.]ml.‘

9, y= Vx_'/:_(\,x:)z_x; % %_:x%'.

fx’d.\‘=T+C=g-}/x_5+C=?xﬁ+C.

3
4 .
V_-'*__ 11 RI ¥ s 2
" x5)% 1,7 20 30 4 2
10. y = :\’h _ (xxl) _x ;t =x1 =x—5=,\’°=x“
Yx x® x® x% X
17
x1® 15
[x “dx-—l—7+C—— Vx"+c—]—x;/x=+c
15

4
1. y = 3x‘+;— = 3xt44x75,

Az integrandus Osszegfiiggvény, ennek hatdrozatlan integrélja a tagok
hatdrozatlan integraljdnak 6sszege.

xS x¢ 3 1
3x4+4x"8 dx——+4— =—x——4C.
f( ) —a 3 x‘+

12y =YZi-3V5 = (f3-3) Vi = (f3-3)x".
f(ﬁ—f&)x%dx = (ﬁ—-B)fx%dx = (ﬁ':)ilrc =

2

= Z(3-9xVi+c

Ha olyan tdrtfiiggvényt kell integrdlnunk, amelynek szim-
laléja tobb tagl és nevezdje egytagl, akkor a szamlalé minden

?agjét osztjuk a nevezdvel, és az igy kapott hatvanyfiiggvényt
integraljuk.

13



X*+4x? x34+4x2 2 2

3. y=— = —— = x? +4x?,
R
1. 5
2
f(x +4x2)dx '—+4T+C—
2 2

2 — 8 — 2 - 8 -
=—7—Vx’+?Vx‘+C=7x’}’x+?x’}/x+C.

s ™ 18 8
x4 —4x3 42 —4x5 2x“ 1s 1
1y =20 L e S S P P
Yxt x®
21~ 16 8
ll ) xﬁ x6 15
_4x5 42 ) g =Sr-4—+2—+C=
G =7 267 ) 21 "6 78
5 5 15

556 55___ 1515 __ 5 5_ 5 5_ 1515 __
= i}’x"—TVx“+7 ¥x*+C =ax‘ Vx—zx"'}/x+7 Yx*+C.

A tovabbiakban olyan feladatokat oldunk meg, amelyekben
a keresett primitiv fiiggvény egy pontja adott, és az ezen a pon-
ton athaladé fliggvényt keressiik.

15. y=3x; P,(3;2).

A feladat tehat a kovetkezod: Hatarozzuk meg az y=3x fliggvény primi-
tiv fiiggvényei koziil azt, amelyik a koordindtarendszer P,(3;2) pontjin

halad at.
A fiiggvény hatdroztalan integralja:

3 2
f 3xdx = —J-c—+ C.
2
A feltételt kielégitd fiiggvény legyen:
3x2
f (x) = —-+ Co-
2
Mivel f(3)=2, ezért

3.32
2=

+Co,

14

A feltételt is kielégitd megoldas tehat

= 3 2—-11,5
f(x)—_z_x— 9.

A fuggvény gorbéje — mint errdl behelyettesitéssel konnyen meggyd-
z6dhetiink — 4tmegy a Po(3;2) ponton. Barmely mas C értékre kapott
primitiv fuggvény gorbéje nem megy 4t a P, ponton!

1 1 -1
16. y=——==—x *; Py(4;1).
2 }/x 2
Az y(4)=1 feltételt kielégitd primitiv fliggvényt F,(x)-szel, a hatarozat-
lan integralt pedig F(x)-szel jelolve,

2
z

=yx+C.

1 -1
F(x)=f?x "y = x

Mivel Fy(4)=1, ezért 1=Y4+C,, ebbdl
Co=1-2= —1.
Tehat
Fo(x) = Vx—1

a keresett primitiv fliggvény.

17. y = ——, Py(-3; 4).

2Vx

A hatérozatlan integral ismét az F(x) = Yx+ C fiiggvény lenne, de

mivel sem az y= 2—1—;‘:, sem az F(x)=}x+C fiiggvény nincs értelmezve

negativ x értékekre, nem létezik a feltételt teljesitd primitiv figgvény.
Valamely integralasi feladatot tehat akkor tekinthetiink meg-
oldottnak, ha azt is megadjuk, hogy a megoldasul kapott pri-

mitiv fliggvénynek mi az értelmezési tartoménya. Az értelmezési
tartomany meghatirozasat altalaban az Olvasdra bizzuk.

15



Megemlitjiilk, hogy a fiiggetlen valtozét nem mindig x-szel,
a fliggvényértéket pedig nem mindig y-nal jeloljiik. Most egy
fizikai feladatot oldunk meg, a fizikdban szokasos jeloléseket
hasznalva.

18. Az egyenletesen valtozo, egyenes vonalii mozgas pillanatnyi sebes-
ségét megad6 fiiggvény v=at, ha a 7,=0 idOpillanatban a testnek nincs
kezdGsebessége: v=0. Itt v a sebességet, a a gyorsulast, 7 az id6t jelenti.
Hatdrozzuk meg a test altal megtett s utat mint az ido fliggvényét! Legyen
s(ty)=s,=12 m. Ez azt jelenti, hogy az idomérés megkezdésekor a test
a vonatkozasi pontt6l — pl. a koordinatarendszer kezdopontjatdl — 12 m
tdvolsagra van.

Az utat mint az ido fiiggvényét, a sebesség—ido fliggvény hatarozatlan
integralja adja meg.

at?
s=fvdt =fatdt = 5—+C'

A C konstans értékét a feltételbol hatarozzuk meg:

12 = ——2—+C vagyis C=12.

a2
s =—++12.
2

Ez a fiiggvény a tetszbleges a gyorsulassal, de nulla kezddsebességgel,
az orig6t6l 12 m tavolsagbol indulé pont mozgasat adja meg.

Ezutin a tSbbi alapintegral felhasznalasival megoldhaté
feladatokat targyalunk.

x

5
1. fS"d =2 ic
* ln5+

20. [2e*dx =2 fe*dx = 2¢*+C.
21. f(6 sinx+5cosx)dx = 6(—cosx)+5sinx+-C =

=—-6cosx+5sinx+C.

2x
2. f(5-2"+4sinx—3cosx) dx = 5 —dcosx-3sinx+C.

23, ftg’xdx=?

16

A feladatot egy 1épésben nem tudjuk megoldani, hiszen nem szerepel az
alapintegralok kozott. Ezért az integrandust ismert trigonometrikus dssze-
fiiggések felhasznalasaval trigonometrikus vagy mas alapintegralokra igyek-

sziink visszavezetni.
sin2 x 1—cosx 1
——dx = = —1}dx =
cos? x costx cos?x

1
=f dx—fdx:tgx—x+C.
cos?x

24, f ctg? xdx =? Az integrandust atalakitjuk:

cos?x 1-sin?x 1
f X ax =f S e =f : dx-fdx:-ctgx—x+c.
sin? x sin? x sin? x
2s. f cos? x — 5
l+c052x

f cos?x— 5
2cos?x

tg2xdx =

cos?x—5

= T n X
f sin? x + cos? x + cos? x — sin? x

fdx f 5 d X 5t C‘
=] =] ——-—dx=———tgx+C.
2 J 2cosx 2 2 BFT

2. f 1+c052x fsm2x+cos’x+coszx—sin2x
cos® x —sin?x -
cos?x
=-—2f dx=—2fctg2xdx-—
sin?x

=—-2[-ctgx—x]+C = 2ctgx+2x+C.

7f S cos 2x dx:fS(cos’x—sin’x) dx

sin x+cos x smx+cosx

= 5f(cosx-sinx)dx = 5sinx+5cosx+C.

A hatarozatlan integral C konstansat nem szoktuk semmilyen
szamegyiitthatoval megszorozni, hiszen C amugy is tetszSleges
konstans lehet.

3 7
28. f ( ———,——) x =
cos!x Ssin?x

Most hiperbolikus fiiggvények integraljat hatarozzuk meg
ugy, hogy elébb — ha kell — az integrandust alapintegralla
alakitjuk at.

7
3 tgx+—5—ctgx+ C.

2 Integralszdmitds
s 17



29, f(4 shx+2chx)dx = 4chx+2shx+C.

5
30.f dx = —Scthx+C.
sh? x

3L f—dx = V2thx+C.
32 [Sthexdx =7

sh?
Mivel th®x = —x, és sh?x = ch?x—1, ezért
ch? x

hx—1
fstmxdx_sfc x-
ch2x

= 5x—-5thx+C.
h? x 2x
33. fcth’xdx:fc —fl+Sh
sh? x sh?
—f prvyn +fdx= —cthx+x+C.

M.fmd =1

ch2x+1""
Mivel ch?x—sh?x =1 és ch2x = sh?x+4ch?x, ezért
f ch?x—2 ch?x— 2
(ch? x — sh? x)+ (sh? x+ch? x) “2ch?x

X
=f f.:h3 =7 hx+C

1 2 x —sh?
35f dx:fchx thdx
shx+chx shx+chx

= f(chx+shx)dx =shx+chx+C.

-5
36. f m dx =? Az integrandus — kiemeléssel — alapintegralla
alakithat6.

5 1

5
2 == arct :
7J T = yarcetC

18

1 1 X
31, f—.___ f = ——arcsinx+C.
4V5—5x= C4ysd —x' 4ys
1 1
(6+6x2)" ‘dx = x=— | ————dx =
f f}’6+6x’ ¥6 Y yitx

1
=-—arshx+C= -Tln(x+Vl+x')+C =
V6 Ye

. .
= 7:]11 C,(x+v 1+x’),
6

ahola C= —,-/% In C, Osszefiiggés felirdsdval a tetszOleges konstans tag he-
lyett a logaritmus argumentuméban tetszOleges szorzétényezd 1ép fel.
dr = 1 _ {Fl(x), ha |x| <1,
4—4x? 4J 1= " | ), ha x| ~1.

A fiiggvény hatarozatlan integrilja két fiiggvény.

5 1

F(x)= —arthx+C— ———ln~—i-—f+C ha |x| <1;
5 x+1

F(x) = —Zarcthx+C— ?ln—l+C ha (x] >1.

Ellendrizziik a megoldas helyességét!
5 1-x (1-x)-1-(1+x)-(=1)
8 1+x (1-x)®
_ 5 l—x. 2 5 1
8§ 1+x (1-xp 4 1-x*’

. 5 14x ’
F;(x)= -—s-lnl—_;+C =

Az Fy(x) fiiggvény derivaltja valéba.n -—-

értékekre van értelmezve, mivel kiilonben a logantmus argumentuma 0, e
vagy negativ.

Meghatarozzuk az Fy(x) fiiggvény derivaltjat. Természetes, hogy a deri-
valt csak azokhoz az x értékekhez tartozhat, amelyekre F,(x) értelmezett.

5 1 ’ 5 x-1 -1)-1- 1)-1
F’{(")=[?lni—i'+c]= x (x=-1)-1-(x+1) _

, de Fy(x) csak |x]<1

1 8 x+1 (x—1)2
5 x—1 =2 5 -1 5 1
T8 x+1 (=12 4 x*—1 4 1-x"
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5
Tehat az Fy(x) fiiggvény derivaltja is T

4. [M 4)“ _fl’4x‘ 4

3 1 3
=V_f dx:ﬁarchx+c.
}’x’—l 2

241
. f _f(x+ )— 1 dx =
W1 x24+1

=fdx—f x+1

dx = x—arc tg x+C.

1—x’

II. INTEGRALASI MODSZEREK

1. Bevezetés

Ha egy adott fiiggvény integraljat — primitiv fiiggvényét — ke-
ressiik, akkor feladatunk abbdl all, hogy az integralandé fiigg-
vényt — ha az nem alapintegral — igyeksziink azonos 4tala-
kitasokkal, valamint az eddig ismertetett és a tovabbiakban is-
mertetendd integralasi szabalyok, modszerek felhasznalasival
ugy atalakitani, hogy egy vagy t6bb alapintegralt kapjunk. Ezt
a célt sokszor tébbféle médon is el lehet érni.

A legegyszeriibb esetek azok, amelyekben néhany azonos
atalakitassal érhetiink célt. Ilyen példdkat mar az el6z6 fejezet
targyalasa soran is megoldottunk.

2. f(ax+ b) alaka integrandus
Differencialassal ellendrizhetd, hogy
[fax+byax = D
ahol F(x) az f(x) fiiggvény primitiv fiiggvényét jeloli.

Ugyanis — a kozvetett (Osszetett) fiiggvények differencialasi
szabalyat felhasznalva —

[F(ax+IQ+C] _ Flax+b)
a a

+C,

= F’(ax+ b)=f(ax+b).

Gyakorl6 feladatok
(3x+2)* 1
3x+2)dx = C=—(@ ¢+ C.
f( x-+2)° dx ¥e) 12(x+2)+c
A ‘megoldés helyességét differencildssal ellendrizziik:
1 7 4(3x+2)%3
— (3x+2)*+C — = 3,
—[12( x -+ 2)4+ ] T (3x+2)%
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A tovabbiakban az ecllendrzést az Olvaséra bizzuk!

22

(Sx—4) 1
. [x—apdx = = —(5x—4y+C.
2 f(x ) 55 FC=35Cx—9+C
s
. 1 7x—16)*
3 f}’7x—l6dx=f(7x—-16)‘dx= =197 oo
5.
4

1
4 [—— a4
f(—3x+4)‘ *

4"/—.—_. 4 I ;/——-—
=-—V(Ix—16)® =—(7x—16) Y7x—-16+C.
35 V0x= 16+ C = = (1x~16) Y 7x~16+ C

(=3x+4)7°

3(<3) +C =

= [(-3x+ayvax =

1

1
= (=344 34C=—" 4C
g (T3 C= g

e§x+¢
5. fe""“dx: —+C.
3Ix-1
6. f3"‘"d = C.
= am3
2~ 3x 2 —-3x
7 fs*-“d = 4C=- c.
= T3ms T 3ms T
—cos (6x+4
8. fsin(6x+4)dx=—°°s(6_x+)+c.
in(—4-5 in(—4—5;
9. fcos(—4—5x)¢r=ﬂ_5.__f).+c=_s'_n(_7__2+c,
1 ctg (3x+2) 1
1o.f - — g (Bx+2)+C.
St G3x+2) 3 TC= Tyl
5 5tg(—6x+4) 5
11.f = C=-2tg(—6x+8)+C.
cos? (—6x+4) * -6 + 6 g(=6x+4)
h@—-7
12 fsh(2—7x)dx=l7—xl ——-—ch(" 7)+C.

3. f"(x)f’(x) alaki integrandus

Differencialjuk az alabbi fiiggvényt:

fn +1 ( x)
L ———=+C (m=-1)!
70 A @ DSOS @ s o
n+l C] - n+1 = /1S -
Ebbdl kovetkezik, hogy
Jrear@a=L"@ e s,
Ennek specialis esete n=1, vagyis
VG

Jror@a =12

El8szor az utdbbira, azutan az elGbbire oldunk meg felada-
tokat. Sokszor gyakorlott szem kell annak megallapitisihoz,
hogy az integrandus ilyen alaku, ill. hogy egyszerii 4talakitasok-

kal ilyen alakra hozhatd.
Gyakorlé feladatok
[r@e+ayde =2

Mivel (2x*+4)’ = 6x2, tehat az alabbi 4dtalakitast végezziik:

1 1 (2x2+4)?
fx’(2x3+4) dx = —6—f6x2(2x3+4) dx = —————+C.
- (2x*+4)*+C
12 )
Ellendrizziik a megoldas helyességét!
" 2(2x%4+4)-6x3
—(2xs+4)2+c] (—;rz)_" X (2x3 4 4).
. . . sin? x
2. fsmxcosxdx = fsm x+(sinx)’ dx = +C.
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Inx 1 In? x
3. f——dx—f(]nx)—-dx= +C.
x 2

1
4. f(2x3+4)5x’ dx = ?f6x2(2x3+4)5 dx =

1 (20+4)°

1
= — P +4+C.
6 6 36 ZC A

Ez mar az altalanos esetre volt példa! Ellendrizziik a megoldas helyességét:

6(2x3+4)%-6x2

— 6
[ (2x3+4) +c] v

= X2(28 + 4.

A tobbi feladatmegoldas helyességének ellendrzését az Olvasora bizzuk.

8
R 1 1 1 (6x3+4)°%
5, fx2}/6x3+4dx=1—8f18x3(6x3+4)2dx ="E(—3)—+C=

2
= —1-}/(6x3+4)‘°‘+C = —1—(6x3+4) Yéxi+4+C.
27 27

1 _1
= 2 2y =
anu+® dx

6. f—i— dx
Vx2+6

1
1 (x2+6)2 S
- L )+C=Vx2+6+c.
2 1
2

—(1—e*)
A= i c

7. fe"(l—e")sdx = —f —e*(1—e*)dx =

fsin‘xsin 2xdx="?

Itt el6szor trigonometrikus Ssszefiiggés felhasznalasaval igyek-
sziink a kétszeres szoget kikiisz6bolni.

fsin‘xsiana'x = fsin‘stinxcosxdx = Zfsin‘xcosxdx =
sin® x 1
=2 = —sin® x+ C.
6 3

24

sin x -2
9. fa—dx =fsinx(cosx) 3dx =

Vcos?x
1
2 N3
= —f(—SiﬂX) (cosx) 3dx =— [-(fosl;)+C] = —3; cosx+C.
sin® x sin®x tg‘x
10. fcos7 fcos5x cos? x dx = ftg x 6 +C
2
f (arc tgx) dx = f(arc tgx)2 dx = (arc tg x)® ‘e
3
S(x) -
4. alaku integrandus
7 ¢
Differencialjuk a kovetkezd fiiggvényt:
In|[f(x)|+C.
S (x)
In|f(x)|+C
[In|fx)|+C] = )

Ez egyszerlien belathaté kilon f(x)=>0 és kiilon f(x)<O
esetére.
Ebbdl kovetkezik, hogy

ff ) 1o = In|f()+C.

Gyakorlo feladatok

2x
fx2+7 dx = In (2 +7)+C.

Ha a nevez§ barmely x-re pozitiv, akkor felesleges kiirnunk az abszolut
érték jelét!
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dx =7 A nevezd derivaltja 3x2, ezért kiemeléssel, ill bé-

2 fo“’
TJ xet4

vitéssel atalakitjuk az integrandust:

2 2 5
f x dx=.5_f 3x dx = —In|x*+4|+C.
x+4 3 +4 3

. _ . 4
3. ﬂti x=—i' —iﬂx—dx=——ln|5cosx+4l+C.
5cosx+4 5J 5cosx+4 5
4, f ——M——a’x =? A nevezé derivaltja: (sin?x+127)" =
sin? x+ 127
=2sinxcosx. A szamlalot atalakitva: sin 2x=2sin x cos x.
f 5 sin 2x _ f2 sin xcosxd = 5 In (sint x4+ 12)+ C.
sin? x + 127: sin? x + 127
S. ﬂdx =? A nevezé derivaltja: (5+cos?x) =
S5+cos?x
=2 cos x(—sin x)= —2 sin x cos x = —sin 2x.
—sin 2x
I = n(54costx)+C.
5+cos®x
1
2
f dx =/°°” dx = In ltg x|+ C.
cos?x tg x tg x
1
in2
f_..__dx =_f S x dx = —In|ctg x|+ C.
sin? x ctg x ctgx
. s
8. ftgxdx=fsmx dx=—f mx dx = —In|cos x|+ C.
cos x Cos X
1
1 X
9. f dx =f—dx=ln|lnx|+C.
xInx Inx

1

)
10. f ! dx =fx dx = Injar thx|+C.
(x*—1)arthx arthx

3x

1 [ de=Imle=4314C.
¢ +3
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5. Integralas helyettesitéssel

Differencidljuk az y= F[u(x)] kozvetett fiiggvényt x szerint!

, _ dF[u(x)] du(x)
T du(x) dx ’

ill. révidebben felirva

y Zf" .1; = f(W)w, ahol F'(x) = f(x).

Ebbdl kovetkezik, hogy

f FluColu (x) dx = f dr du X ix f F) du= Flu(x)] +C.

A fentiek alapjan konnyen belithatd a kovetkezd szabaly:
Ha egy olyan szorzatot kell integralnunk, amelynek egyik ténye-
z8je egy kozvetett fiiggvény, masik tényezSje pedig e kozve-
tett fiiggvény belsd fiiggvényének derivaltja, akkor a belsd fiigg-
vényt 1j valtozéval helyettesitjiik, majd gy integralhatunk,
mintha a belss fiiggvényilnk lett volna a fiiggetlen valtozo.

Sokszor nem lathat6é kozvetleniil, hogy az integrandus ilyen
alaku, ill. atalakitassal ilyen alakra hozhaté — és még ha ilyen
alakra hozzuk, sem biztos, hogy integralhaté fiiggvényt ka-
punk —, mégis érdemes behelyettesitéssel probalkoznunk, mi-
vel az — f6leg bizonyos gyakorlat szerzése utin — szamos eset-
ben eredményre vezet.

Mas esetekben bizonyos tipusu helyettesités mindig célra
vezet. Ezeket késGbb targyaljuk.

A helyettesitést az alabbi médon végezziik: Ha u(x) =t, akkor
dt

il "(x), és igy v’ (x)dx = dt, vagyis

[l @ dx = [fydr = Foy+c,

ahol most mar visszahelyettesithetjiik ¢ = u(x)-et.
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Gyakorlo feladatok

1L [Gx+2pde=1?

Ezt a feladatot mdr a 2. pontban is megoldottuk, de most alkalmazzuk
a helyettesités modszerét.

Mivel hatvény integralésa igen egyszerli, ezért legyen 3x+2 = 1, vagyis
X= —‘~——2, tehat dx = —3t—
Vagyis
f(3x+2)3dx - ifﬁart =Y rie=Larropsc
3 3.4 12

4
2. f YV7x—16dx =? A feladatot helyettesitéssel oldjuk meg.

. t+1
Legyen 7x—16 = t. vagyis x =

6 i dt
, ebbdl dx = —,
7
4 1 po_ 1 1 4 3
fV7x—16dx=——thdt=—ft“dt=——r4+C=
7 7 7-5
4 LA 44
= §(7x—16)“+c =5—§V(7x—16)5+c=

4 4
= E (7x—16)Y7x—16+C.

1
3 f(—3x+4)4dx =

t—-4  4—r
Helyettesités az elébbi médon: —3x+4 = ¢; vagyis x = — = I
) dt
és dx = ——.
3
f L o= [(=3x44)7a fz-édt
—_—_— X = —_3X+ X = — —_— =
(—3x+4) 3
lft'4dt- 1t-a+C—l lJrC—1 ! +C
R T3 -3 9 T 9 (=3x+4p

28

4. fe"‘“dx =1?
t—4
Legyen 5x+4 = ¢, ekkor x = 5 és dx = d?t

1 1
Jerrtan= < [eran = S e+C= %eﬁ"“+C.

5 [3%7ax =1

t+7
Legyen 4x—7 = ¢, ebbll x = ——~: és dx = %

3Ax—7

f34x—7dx=_l_f3tdt=_l_ 3t +c= +C.
4 4 In3 4In3

6. [5*ax=2

-2 2-
Legyen 2—3x = t, ebbdl x =—3— = —3—’, és dx = _d?t_

1 1 5 —5e-ax
52-3xdx=__f5tdt=___ ‘C=_____
J 3 35 TS
7. [sin(6x+4dx=1
t—4
Legyen 6x+4 = ¢, ekkor x = - és dx = %
1 [l
[ sin@x+ayax = = [sinra __cost, _ cos(erid)
6 6 6
5. Joos(—a—seyan =1
4
Legyen —4—5x = 1, ekkor x = _t_i_ =_t+4 és dx =__¢_'1—t.
1 .
fc/os(—4—5x)dx =—?fcostdt =——5151—1—£+C=
1.
=—?sm(—4—5x)+C.
29



_ Sd _tpod 1
2542 25) T4er 5 15pp - gACBIFC=

1
E
sin? (3x +2)
dt

-2
Le 3x+2 =1, ebbll x = —és dx = —. 1 x
gyen 3x * 3 3 = —S-arc tg? +C.

13. Az el6bbi feladatot altalanosan is megoldjuk:

= ——ct t+C =

f sin? (3x+ 2) dx = 3 f sin? ¢ g

1 f @ __,

= -8 Gx+2)+C. ar+xt

s a-et kiemeljik a nevezdbol:
10. f — v =?
cos?(—6x+4) _1_ _i__
2
—dt a 1+ (i)s
a

Legyen —6x+4 = t, ebbdl x = —— és dx = —.
X
Legyen — = ¢, ebbdl x=at és dx=adt.
a

5
f—-—— = f =——tgt+C-
cos?(—6x+4) 6 cost ¢t
5 dx _ 1 adt _
T e sAre I B R e
- 1
1. [sh@2-7x)dx =? - —arctg2+C.
dt a a

2-t
= —¢és dx = ——.
7 14 Ix . e A
X f or160 - Az integrandus nevezdjébdl 36-ot kiemeliink, igy

érjiikk el azt, hogy a tort 1

Legyen 2—7x = t, ebbbl x

1
m alakra hozhat6.

1 1
fsh(2—7x)dx=-7fsh dt = =—cht+C =
ch (2—-7x)
= T"'C' dx 1 dx 1 dx
36+ 16x* _36/ 4x)? "%/ 2\
1+ ?) 1+(?)

1
f dx =7 Prébéljuk meg az integrandust alakra hozni!
25 —+ x? l + t’

Ehhez el6bb kiemeljﬁk az integraljel elé a nevezdbdl a 25-6t

Le, enzx-t ebb61x—3té d. —3dt
gy 3_, —2 sx—'z .

f dx
25+x’ T2

—dt

( J f dx lf 2 1 dt 1 tg1+C
=— =— = —arctg =
2 2
Most az — = ¢t helyettesités vezet célhoz. 36+16x 36 1+¢ 244 1+0 24
5
= 1ar t o C.
Tt
N

x=5t és dx=5dt.
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15. Az el6z6 tipusu feladatot éltaldnosan is megoldjuk:

f dx o
a®+ b x? -

Az integrandust a? kiemelésével alakitjuk at:
f dx _ 1 dx
a+bxr @ f (bx]’ )
1+]—
a

b
Legyen 2 t, ebbdl x = 24 & dx = 2 ar.
o b b

a
—dt

f dx 1 b 1 dt 1 2t C
—— T — — e —_— = — AT =
dibne @) Trer abd Tier o T
1 bx

= —arctg—+C.
ab a

dx dx .
16. f ——— =7 Tudjuk, hogy f ———— alapintegral. Ugy
¥Y36—16x2 1—x?

probaljuk atalakitani az integrandust, hogy az 0 valtozéban ilyen alakd
legyen:

f dx —i dx _i dx

Helyettesitsiink :

2x 3 3
t=—, ebbll x = —1t é dx = —dt.
3 2 2

1
fﬁ=?f et

L oresingsco ) w2
= — arc sin = — arcsin — .
4 4 3
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17. A fenti tipusu altalanos feladat:

dx 1 dx
f P — b2 x? =_‘1—‘/V—Tx‘2 ’
-(2)
Elvégezve az aldbbi helyettesitést:

74
e =2 ool x= Lt s dx = Lan
a b b

f—d’ 1 dt
f}/a“ b3Y2=— Yi—r2 b yi=¢® -

1 bx
——arcsmt+C———arcsm + C.
b b a

f}/16+2:\2 - fV 5x '

L = ul -
egyen —y el)')()l X = t és ax = dat.

d f J
fV16+25.\"3—4 Vizee S5Y yige

5

19. A fenti tipusu feladat altaldnos alakja:

f 1 dx
a”+b°x- ”f bx)2 )
/ 1+(—
a

bx . a a
Legyen t = —, ebbdl x = —t és dx = —dt.
a b b

3 Integralszamitas

1 1 S5x 1 5x 1/ (5x)?
= arsht+C=—S—arsh»I+C=—5—ln[—Z+l 1+(’Z]]‘4‘C
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dx 1
22, f m ? Az integrandust- igyeksziink -
f dx _ 1 dx
49 — 25x? _49f1 (5x)z'
7

5. 7 7
Legyen t = Tx’ ebbdl x = ?t és dx = ?dt.

alakra hozni:

dx 1
fvm=_f }/1+t' f}’1+zz B

1 1 b 1. [b bx 1t
= —arsht+C = —arsh— +C=—ln[—x+l/ 1+(—x’ ]+c.
b b a b a a

20. f ——— =7 Reméljiik, hogy az integrandus kiemeléssel és
Y25x2—-36

alapintegralld alakithat6. Ennek érdekében az

dt
helyettesitéssel f _—
2—1

alabbi atalakitasokat és helyettesitést végezziik el:

74
/55 ‘f T b
49-25¢2  49) 1—p 35 1-p2

1 1. 1+4¢
f VEXT— f st— F,(t) = Eal’tht-{-Cl: 7—oln1—:—+C,, ha |t| <1.

- 1 1
Sx F,(t) = —arctht+C2 = —lni +C,; ha [t| >1.

Legyen 1 = —, ebbélx—-?t, esdx-—-dt 35 70
Tehat
6 d
f dx 1/ 5 1 dt fjg_’;??=
—_— = — — - X
V25x*—36 6 -1 57 ¥

S5x

1 1 5x 5x ]/25 ' 1+—

S I - = - T x2— 1 5x 1 7
5 archt+C 3 arch 6+C :I:ln(6 + 36x 1]+ C. arth

7
—+CG ==—In +C,, ha lx|<?;

70 7 70 5x
21. A fenti tipusu feladat 4ltalinos alakja: By
f dx 1 dx - 5
——— T . — _+
y 22 _ 2 a 2 1 5x 1 7 7
bixt-a _/l/ ‘i"_l o cth—+C = —ln +C,, ha x| > —.
a 70 70  5x 5

bx a
Legyen t = —, ebbll x = —a—t és dx = —dt. .
a b b 23. A fenti feladattipus altalanos alakja:
f dx _ 1 dx
a@—bx a2f1 bx)?

a
Sl et -
VoRxi—a? Yer=1 ~ b }/t’— 1 a l?)
1 bx bx bx)? bx . a a
=—archt+C=——arch—+C=iln —+ —| -1]+C Legyen t = —, ebbll x =— ¢ és dx = — dt.
b b a a a a b b
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f dx _ 1/ _
byt @ 1-12 ab 1—2

F, (1) ! tht +C 1 1 1+t+C ha (¢ <1
= —ar = ——In— , ha |t|<1;
Y e YT 2w 1-t
B 1 1 r+1
F,(t) = —arctht+C; = —In——+C,, ha |t| >1.
2 (1) abal' +C; Zabnt—l-r2 a |t| >
Tehat
dx
fa”—b“x’=
bx
.
a—arth +C 22 In 5 +C,, ha |x| <=—;
_ a
B bx+1
1 bx 1 a
—arcth—+Cy = —In——+GC,, h —
abarc a+ 2 2abnbx G, ha x>
a

24, f esi"* cos xdx="7 I:/livel € integralisa igen egyszerd, probal-

kozzunk a r=sin x helyettesitéssel;
Itt az inverz fuggvény felirasara és differencialasara nincs is sziikség,

t
mert ebbdl o =cos x és igy dt=cos xdx az integrandusba kozvetleniil
x

behelyettesithetd:

Jerm=cosxdx = [etdt = e+ C = ermx1C.

25, f 5°°** sin xdx= ? Most helyettesitéssel af alak kifejezést igveksziink

kapni az integrandusban.
Legyen t=cos x, ebb0l dt= —sin xdx és

Scos x

+C

5!
f5°°’*sinxdx =—f5'dt =-——+C=-
InS In5
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26. [(3x2+2)sin (¥+2x—4)dx =?
dt
Legyen ¢t = x3+2x—4, ekkor o = 3x2+2 és dt = (3x2+2) dx.

J(3x2+2)sin (@ +2x—4)dx = [sinrdt = —cos 1+ C =
= —cos (x®+2x—4)+C.

ezx
27. f dx =
1+¢€*

1. Megoldas:
. dt
Legyen x=Int, és igy dx = "

82 Int
fl+e _flTe'” “J e t fl
Az atalakitds soran fehasznaltuk az e'»*=¢, ill. e2'**=¢?% azonossigokat.

t 1
[rpaef
1+¢

A primitiv fiiggvény most még ¢ fiiggvénye, ezt x fiiggvényévé kell
alakitanunk.

.

1 1
dt =f(1———~)dt=t—-lnll+tl+c-
1+¢

e?x
[ dx = e*~In|l+€"+C,
1+€*

ugyanis x=In -bol r=e*
II. Megoldas:

Ezt a feladatot megoldjuk még ugy is, hogy fiiggvényt helyettesitiink uj
figgetlen valtozoval:

1+¢*

dt at
Legyen t=¢€*, ekkor d—x=e*=t és igy dx=—t—.

12
v = iy
1+e* 1+t ¢t 1+ l
Lathato, hogy most is az elébbi integrandust kaptuk, amelynek primitiv
fuggvénye t—1In |1+ ¢|+ C, amint ezt az elobbiekben kiszdmitottuk.

37



28. [Y1-xidx =1

Ha most az x figgetlen valtoz helyett a t-nek szinuszét vagy koszinuszit
vezetjiik be, akkor a gyokkifejezés kikiiszobolhetd.

I. Megoldds:

Legyen x=sin ¢; dx=cos tdt.

le—x’dx=fVl—sin'tcostdt=fcostcostdt =fcos’tdt.

1 2t
Mivel cos?t = _—l—_c_;)s__, ezért
1 s 2t 1 cos 2t
fV'l—x’dx:f—iio———dt=f—dt+f dt =
2 2 2
_ 1 H_si112t+c
= n A

A primitiv figgvény a ¢ valtoz6 fiiggvénye. Ezt kell atalakitanunk az
x valtoz6 fuggvényévé.
Mivel x=sint, ezért tr=arcsinx, ill. sin2¢ = 2sintcost =

= 2sin t)1—sin? £t = 2xV1—x?, igy

arc sin xV1—x
le—x’dx= 21 x+ 2 ad +C.

II. Megoldds:

Oldjuk meg a feladatot x=cos ¢ helyettesitéssel is:
fVi=>ax =2

Legyen x=cos t, ebbdl dx= —sin t dt,

f}’l—x’dx = f}’l—-cos’t(—sint)dt = f—sintsinrdt =

= — [ sin® tdr.
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1—cos 2t

Mivel sin? t= — ezért
S 1—cos2¢t cos2t—1
= Ly o
2 2
_ sin2t 1 r+C
T4 2 )

Az eredményt ismét x valtozdjava alakitjuk: x=cos ¢, és ebbdl t=arc cos x;

sin2f = 2sinfcost =2y 1—cos®fcost = 2x}31—x’.
a S
f}'l—x’dx - %Vl—xﬂ—icz—‘)——’i+c.

A két mddszerrel kapott primitiv fiiggvény alakja kiilonbozik egymas-
n

tol, mivel azonban arc cos x = 7—arc sin x, ezért
x m arcsinx
fmd = VT —i———+C =

X ] xa+arcsinx+c n
T2 2 4"

A két primitiv fiiggvény tehat csak a konstansban kiilonbézik egymastol,
vagyis 1ényegében megegyeznek.

29, f V1+x*dx = ? Az integrandusban levd gyokkifejezés sokszor

kikiiszobolhetd, ha felhasznéljuk a hiberbolikus filiggvényekre tanult né-
hény azonossigot, amelyek koéziil néhdnyat most felirunk:

ch*x—sh?x =1;
sh2x = 2shxchux;

ch? x+sh? x = ch 2x.

Ezekbol kaphaté még:
1
chs x = +c—th;
2
h2x—1
shix = 2570
2
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Legyen most x=sh ¢, ugyanis ekkor a négyzetek kiilonbségére vonatkozo
azonossagot hasznalhatjuk fel:

dx=chtdt;
f}/i?;zdx =f}/1+sh=tchtdt =fch2tdt =

1+ch2¢ t sh2t

— +C
2 4

Visszaalakitjuk az eredményt x fiiggvényévé: x=sh ¢, ebbdl t=ar sh x.

sh2r=2shtcht =2shty1+sh®t = 2x}1+x2

igy a feladat megoldasa:

— ar sh x } 14 x2
f}/l+x2dx == x+l—i—x—+c

30. f Vx*=1dx =7 Most az x=cht helyettesités vezet célhoz,
ugyanis dx=sh tdt, és igy

fVx*—T1ax = [Ychir—1shrdr = [sh*rdr =

——+Cc="= -—+C.
s 27 2 2"

ch2t-1 sh2t ¢ 2shrcher ¢

Az eredményt x fliggvényévé alakitjuk:

sh2t =2shtcht = Zx}/x“—l; t = archux.

_ 2—1 h
[ S e

31. f Y16—x*dx = ? Ez az integrandus a 28. feladatéra vezethetd
vissza.

= e

Itt mar fuggvényt helyettesitiink fliggvénnyel:

x
T=sin t; x=4sint; dx=4costdt.

f}/16—x2dx = 4f}’l—sin‘~’t4costdt = 16fcosztdt =

=16 f 1+C°52t dt = 8fdt+8fc052tdt =

sin 2¢

= 8t+8

t = arc sini:—; sin2¢t = 2sintcost = 2— l/ (——)
JE— .ox x \?
f}’l6—x2dx = 8arc smI+2~\' l/ l—(z) +C.

32. A tipus altalanos alakja és megoldasa:
]/ bx
f} d\'—af l—(——] dx.

—' =sinu; x ———smu a’x——cosudu
a b b

+C = 8t+4sin2t+C.

;o — aﬂ
j Va2 — b x?dx = af}/l—-sin2u -%cosudu: —I;fcos’udu =

= | ———du =
b 2 bl2 4

14-cos 2u a*[u sin2u
du = C.

bx. . bx bx)?
u = arcsin—; sin2u = 2sinucosu =2— | 1-|—}.
a a a
bx 1 bx bx)?
fl’a2 b2x~dx———— —arcsm—+?— 1I-|—] |+C=

a a
a? bx ax bx)?
—arcsm——+— 1—(—— +C.

2b 2 a

33, [V25+xtdx =1

fvmdx = 5f|/ 1+(%)de

x
Legyen 5 = sh u; vagyis x=5shu; igy dx=5chudu.
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JV25+x3dx = 5 [YT+shuchudu =5 [ch? udu =

1 h 2 5 5
= 5‘/‘L°2hﬂdu = 5[1.;.5 u]+C=—u+:-sh2u+C.

2 4 2

x x )2

1+|—].

V+(5)
5 1 ]/ 2

fV25+x’dx =?arsh%+7x 1+(%) +C.

34. A tipus 4altaldnos alakja és megoldasa:

f;’mdx = af|/ l+(b;x)2dx.

bx . a a
Legycn —=sh u; vagyis x=7 shu és dx=;ch udu.
a

u=ar sh—:—; sh2u=2sh uch u=2-

2
fVa’+b’x’dx = aj‘yl—f-shzu-%chudu = %fch”udu =

1+4+ch2u a? sh2u
du = — 1—+ ]+C.

=% 2 bl2" 4

bx bx bx)?
x= arsh—; sh2u=2shuchu=2— 1+( J
a

211 bx b.
f}”mdx=%-[?arh—{+—1l/l+( ]+c~

a rshb +ax l+[bx)'+c
= — a4l — —_— - =
2b 2 a

= f—arsh—+ Va*+ b2 x2+C.

35, fl’ﬂdx=4f (—z—)z—ldx.

x
Legyen Y =ch t; vagyis x=4cht;igydx=4shtdt.
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JVx =16 dx = 4 [Ychtr—1-4shrdr = 16 [shir dr =
h2r—1 h 2¢

=16 [ —dr =38 [cha-Dar = 8= -sr+C =

=4sh2r—8r+C.

x x x\?
t=arch—; sh2t =2shtcht=2—} |—] -1
cl 2 S| shtc 2 (4)

S
fl/x’—16dx = sz(—:-) —l—Sarch—Z--l-C =

X
= —;—l’x’—l6-8arch7+ C.

36. A tipus 4ltalanos alakja és megolddsa:

f Fo-adc=al (bx) —ldx

—cht x———cht dx—ﬂshtdt
a b b

]
fybzxz—a’dx = afYch’u-—l%shtdt= %fsh'tdt =

ch2r—1 a® [sh 2t ]

=— dt
b 2 b

c=Lau-Tiic
te=pshe Tt

bx bx b.
MiVelt-—arch—es sh21—25htcht-2—— (x)—l, ezért
a

a’ 2bx bx)? a bx
—| -1-—arch—+C =
a a 2b a

] NPT hb +C=
=—— - -— — c —
2 a) 2b

b2 x2—q?

bx
= _i— b2x?—qa? _EB arch—-+C
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6. Parcialis integralas

A parcialis integralas szabalya a szorzatfiiggvény derivalasi
szabalyabdl kaphat6 az alabbi mdédon:

Legyen u=u(x) és v=u(x), akkor (uv)’ = u'v+uv’.

Mivel u’v = (uv)’ —uv’, ezért

fu’vdx = f(uv)’ dx—fuv' dx,

vagyis
fu’vdx = uv—fuv’ dx.

A mddszert altalaban akkor érdemes alkalmazni, ha az integ-
randus olyan szorzatként irhaté fel, melyben az egyik — u’-
ként felfogott — tényezd integralja ismert, a masik — v-vel
jelolt — tényezé v’ derivaltjat konnyen meghatarozhatjuk, és
f uv’dx konnyebben meghatirozhaté, mint f w'vdx. Altala-
nos modszert nem adhatunk arra, hogy a szorzat melyik té-
nyez6jét valasszuk u’-nek, ill. v-nek, de az egyes feladatok, ill.
feladattipusok megoldasakor valasztasunkat megindokoljuk.

a) Hatvdnyfiiggvénnyel szorzott exponencidlis, trigonometri-
kus és hiperbolikus fiiggvények parcidlis integrdldsa. A deriva-
las a hatvanyfiiggvény fokszamat csokkenti, az integralds a tri-
gonometrikus (csak szinusz és koszinusz), exponenicilis és hi-
perbolikus (csak a szinusz és koszinusz hiperbolikus) fiigg-
vényekét nem valtoztatja. Pl.: (sh x)’=ch x stb. Ebbdl kovet-
kezik, hogy az ilyen tipusi integrandusok tugy alakithatok at
egyszeriibb alakra, hogy a hatvanyfiiggvényt valaszjuk v-nek
és az exponencialis, trigonometrikus, ill. hiperbolikus fliggvényt
u’-nek.

Gyakorlo feladatok
1. f xe** dx=7 (Itt és a tovabbiakban k val6s szdmot jelent.)

1
Legyen v=x és ' =¢€**; ekkor v/ =1 és u= " e,
fey

kx kx kx

fe""dxdxe € i
k. k kT

xe
kx dx —_
f e k
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Ellendrizziik a megoldas helyességét!

(x ekx ekx kx ekx

’ é
+C) = Xekx'i-—k-——;c—' = xe**,

k Kk

A derivalas alkalmaval vigydzzunk arra, hogy az elsé tag

szorzatfiiggvény! A t6bbi feladat megoldasanak ellendrzését az
Olvasora bizzuk.

2. [2xsin6xdy =2

. —cos 6x
Legyen v=2x; u’=sin 6x; tehdt v'=2; u=~——6-——. Igy
—2x cos 6x —2 cos 6x
f2xsin6xa'x= a —f dx =
6 6
—xcosbx 1 —Xxcos 6x  sin6x

= '——3—+—3—fCOS 6x dx =

+
3 18
3. [axcosdxdx =?

sin 4x
Legyen v=4x; u'=cos 4x; ekkor v'=4; u=

cos 4x
+C.

f4xcos4xdx = xsin4x—fsin 4xdx = xsin4x +

4. f6xsh7xa'x =7

ch7x
Legyen v=6x; u'=sh 7x; ekkor v'=6; u= et

C.

6x ch 7x f6Ch7xd _6xch7x 6sh7x+

f6xsh7xdx= Ix =
7 7 7 49

s. f3xch4xdx =17

sh 4x
Legyen v=3x; u’'=chdx; ekkor v'=3; u= .

3xsh4 3sh4 3xsh4x 3ch4
f3xch4xdx= s x—f Sh)xdx=~x—s———£— hhiaiol
4 4 4 16
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Ha a hatvanyfiiggvényben x magasabb hatvanya is szerepel,
akkor a parciélis integralds mddszerét sziikség szerint ismételten
alkalmazhatjuk. Most ilyen tipust feladatokat oldunk meg.

6. fx’e"‘dx =1?

4x
e
Legyen v=x?; u’'=e'*; ekkor v'=2x; u= -

1 1
fx’e‘”dx = sz e"‘——i-fxe"‘dx.

A parcialis integralas moédszerét alkalmazva, a masodik tagban integran-
dusként ismét szorzatfiiggvényt kaptunk, de ebben a hatvanyfiiggvény fok-
szama mar eggyel kisebb, mint elobb volt, az exponencidlis tényez6 lénye-
gében valtozatlan. Erre ismét alkalmazzuk a parciélis integrdlds médszerét.

f xe**dx =17
elx

Legyen v,=x; uj=e'"; ekkor v1=1; u,= -

dx dx 1 I
fxe"‘dx = xi —f%—dx = Txe“—l—6e“‘+C.

A kapott eredményt visszahelyettesitve:
fx’ et dx = —l—x’ e"‘—i xe"‘+l e+ C.
4 8 32

7. f3x’ sin Sxdx =?

—cos 5x
Legyen v=23x2?; x’=sin 5x; ekkor v’=6x; u=T.

. —3x2cos 5x 6x cos 5x
f3x’sm5xa'x= —f— dx =
5 5
3 6
= ——?x“ cos 5x+ —s—fx cos 5x dx.

A madsodik tag integrandusa szorzatfiiggvény, amit ismét parcidlisan
integralunk.

fxcosSxdx =?
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sin 5x
5

Legyen v,=x; uj=cos 5x; vi=1; u,=
1 11
fxcosSxdx:—S-xsms,t—? sin Sx dx =

1 1
= —S-x sin 5x+5§ cos 5x+ C.
A feladat megolddsa tehat:

3 6 6
f:a’x2 sin Sxdx = -b?x’ cos 5x+— x sin 5x+-—cos 5x+ C.

25 125
Ellendrizziik a megoldds helyességét!

( : 2 cos 5x+— x sin 5x+-— cos 5x C'=
—x X
3 5 % sin Sx+ o= cos +

6 6 6 6
= ——;xcos 5x+ 3x2sin 5x+5 sin 5x+?xcos 5x——2—§sin 5x =

= 3x2sin 5x.
A feladatot tehdt helyesen oldottuk meg.
8. f xshxdx =?
Legyen v=x; u’ = sh x; ekkor v'=1; u = ch x.
fxshxdx = xchx—fchxdx =xchx—shx+C.

9. [x*sh2xdx =2

ch2
Legyen v = x?; u’ = sh 2x; ekkor v" = 3x2%; u= 5 x.

1 3
fx"shlxdx = ?xacth—?fxzch 2x dx.

A masodik tagra ismét a parcidlis integraldst alkalmazzuk:

[x2ch2xax =2

sh 2x

Legyen v,=x?; uj=ch 2x; ekkor v{=2x; u, = 2

1
fx”ch 2vds = —a%sh Zx—fxsthdx.
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A szorzatfiiggvényt ujra parcidlisan integraljuk.

[xsh2xdx =2

1
Legyen vy,=x; us’=sh2x; vagyis va=1; u, = ?ch 2x.

1 1
fxsth = ?xch2x——2—fcl12xdx =

1 1
= —xch2x——sh2x+C.
2 4

Az eredeti integral tehdt
1 3 3 3
fxs h2xds = — 2% ch2x——a*sh 2+ xch 2x - —sh 2+ C.

b) Logaritmus-, area- és arkuszfiigguvények integrdldsa. Ezek
a fiiggvények olyanok, hogy integraljukat nem tudjuk kozvetle-
niil felirni, derivaltjukat viszont ismerjiik. Ha ilyen esetben az
integrandust olyan fliggvényszorzatnak tekintjiik, amelynek egyik
tényezbje az azonosan egy filiggvény, a masik tényezdje pedig az
integrandus, akkor a feladat gyakran megoldhato. Ezzel a fogas-
sal esetleg mas tipust integrandus esetében is célt érhetiink.

Gyakorlo feladatok
10. f Inxdx =?

Legyen v=Inx; u’=1; ekkor v'= %; u=x. Ekkor
flnxdx = xlnx—f%xdx =xlnxy—x+C.
11. flgxdx =7
Legyen v=Igx; u=1; tehit v'= —i—lge; u=x.
flgxdx = xlgx——flgedx =xlgx—xlge+C.
" Megjegyzés: Itt 1g ex0,4343 értékkel szamolhatunk.
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12. farc sinxdx =?

. , 1
Legyen v=arcsinx; u'=1, tehat v’ = Ju=x.
1—2x2
- . x
arcsinxdx = xarcsmx—-f——dx.
yi—x2

Vegyiik észre, hogy a masodik tag integrandusat csekély atalakitassal
S (x)f’ (x) alakra hozhatjuk, melynek integralja mar kozvetleniil felirhato:

f—m%_;-dx =—% (=29 T (=20 dx =
i
=——;—L“l’f—’i+c — _fT=m+C
>

A feladat megoldasa tehat

farc sinxdx = x arcsinx+}1—x2+C.

Az integraldsi konstans elbjelvaltozasat természetesen figyelmen Kkiviil
hagyhatjuk!

Ellendrizziik a megoldas helyességét!
(xarcsinx+y1-x*+C) =

= arcsinx+x

= arc sin x.

1 x
y1—x2 y1—x2
13. f arcsin (ax+b)dx =?

Az integrandust el6szor helyettesitéssel alakitjuk at ugy, hogy az ax+b

fiiggvény helyett a ¢ 0j valtozdt vezetjiik be.
dt
Legyen ax+b=1t, ekkor dt=adx és igy dx=—.
a

. 1
farcsm (ax+b)dx = 7farc sin ¢ dt.

4 Integrélszdmitas
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Az elobbi példa eredményét felhaszndlva kapjuk:

1 —
farc sin (ax+b)dx = — (tarcsint+Y1-12)+C =
a

b T
arc sin (ax+b)+—- ¥V 1— (ax+ b)*+ C.
a

14. farccosxdx =?

Legyen v=arccos x; u’=1, tehat v'= ; U=x.
1—x2
—-x
farccosxdx = xarccosx—f—dx.
|/l—x2
S -x
Vegyiik észre, hogy (Y1-x?) = ————, ezért
Vl-—x"
farccosxdx =xarccosx—})1—-x2+C.
x
15. farc cos?dx =?
1
x
Legyen v=arccos—; u’'=1, tehit v'= ; U=x,
3 X2
1-—
9
x x —-x
farccos?dx =xarccos?—f————-—dx.

3V1_£
9

Vegyiik észre, hogy a masodik tag integrandusa egyszeriien az /" (x)f”(x)
alakra hozhatd:

—-X x 1 -1
— " dx=[—dx=—[-2xO-x®) T dx =
f3V X2 * f}l9-—x’ dx 2f ©—x% *
1-—
9

1
2

1 (9—x2 _
= 7£—f—)+c =Y9-x*+C.

2
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Ezt figyelembe véve a feladat megoldasa:
x x —
farc cos ?dx = X arc cos ?—-Y9—x’+C.
16. farc tgbxdx =?

Legyen v=arctg 6x; u’'=1, tehat vy=——; u
ot 8 1+36x*

6x
t6d=art6—f——dx=arct6—-
farcg x dx = x arc tg 6x T g6x

1 72x
12J 1+ 36x2

Tehat itt is a parcialis integralas utan kapott integrandus

volt hozhatb.

17. farcctgcxdx =1?

c
Legyen v=arcctgex; u'=1, tehat v’ = ————; u=
1+c2x?
cx
farc ctg cx dx = x arc ctgcx+f7
1+c2*x?

=X.

1
dx = xarctg 6x—Eln(l+36x’)+ C.

alakra

Vegyiik észre, hogy a masodik tag integrandusa f™(x)f” (x) alakra hoz-

hat6!

f cx d 1 2c®x dx 1 In (14¢* x3) + C.
—dx —_— = — X .
1+c2x? 2c ‘.

=2_c 1+4+c2x

A feladat megolddsa tehat

1
farc ctgexdx = x arc ctgcx-l-zln (1+c2x®)+C.

18. [arsh7xdx =?

7
Legyen v=arsh 7x; «’=1, tehat v/ = ——; u=x.

Y1+49x2

7
farsh7xa'x =xarsh7x—-f——x—dx
Y1+49x

4*
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A mdsodik tag integrandusa egyszerii atalakitiassal /" (x)f’(x) alakra
hozhat6:

1 1
= ﬁf(1+49x2) T.08x dx =

f—xdx
Y1+49x*

1
1 (1+49x%)7 1,
= 41 C=—V1+49x+C.
v 1 +C 7}/ +49x

2
A feladat megolddsa tehat

) R
farsh7xdx = xarsh7x——7- Y1+49x2+C.

19. farchxdx: floarchxdx =7

1
Legyen v=archx; u’'=1, ekkor v/ = ——; u=x.
l/x2—1

farchxdx—xarehx—-f dx =
Vx“-—l

1 -1 P
= xarchx——z—f?.x(xz—l) 2dx =xarchx—yx*—1+C.

20. farcthdx = fl-arch Sxdx =?

5
Legyen v=arch 5x; u'=1,ekkor v/ = ———; u=ux.
Y25x2—1
Sx
farch5xdx = xarch S.t-f—_—__dx =
Y2521

1 1
= xarch 5x—l—-0f50x(25x”— ) T dx =

) R —
= xarch Sx—-—s—l’25x’—-l+C.

A megoldés soran felhaszndltuk, hogy a parcialis integralassal kapott
integrandus f"(x) f’(x) alakra hozhat6 volt.
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21. far thxdx =

Legyen vr=arthx; u’=1, tehdt v’ = ; U=x,

—x2’

farthxdx=xarthx—f1 x dx—xarthx+-—
—x?

_..xﬂ
1
= arth x—:—z—ln(l—xz)J.— C.

f(x)

A parcialis integralassal kapott integrandust alakra hoztuk.
A fiiggvény és az integral értelmezési tartomanya |x|<1.

22, far cthxdx =

Legyen v=ar cthx; u’'=1, tehat v’ = i x’; u==x

farcth xdx —xarcthx—f

x=
1—x2

—-2x

1—x2

1
= xar cth v-L—f x—xarcthx+ In(x2-1)+C.

A fuggvény és integralja csak |x|=>1 értékekre értelmezett. A parcidlis

X
integraldssal kapott integrandust f(L)) alakra hoztuk.
X

¢) Exponencidls fiiggvénnyel szorzott trigonometrikus és hi-
perbolikus fiiggvények parcidlis integrdldsa.

Gyakorlé feladatok

23. & sin2xdx =

1. Megoldas:

Alkalmazzuk a parcialis integralast, mégpedig legyen u=e**; v’ =sin 2x,
o s —cos 2x
tehat o’ = 3e*%; v= —

. — % cos 2x — 3¢ cos 2x
f sin 2x dx = dx =

1 3
=-5 €% cos zx—:?fe“" cos 2x dx.
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Ismét parcidlisan integralunk, most a jobb oldal masodik tagjiban
legyen

sin 2x

u;=€%; v, =cos 2x, tehat uj=3e**; v, = >

fe”‘siandx =

1 31 3
=——ea”c052x+—(——e”‘sian—f——e”"sin 2xdx| =
2 2\2 2
1 3 9
=-3 €% cos 2x+2- €** sin 2x — zfe’*‘ sin 2x dx.

Azt latjuk, hogy a jobb oldal utolsé tagjaban az eredeti integral lépett
fel; most mar az egyenldséget rendezve, megkaphatjuk a keresett integralt.

13 3 1
—fe”‘ sin 2x dx = &** (—sin 2x ——cos 2x|,
4 4 2
ebbol
4¢®

* (3 1
fe”‘siandx = —13—(7‘-sin2x-—?c052x)+c =

8x

=—%(3sin2x—2coszx)+c.

II. Megoldds:

Mivel az integrandus mindkét tényezdjének egyarant egy-
szerii a derivaltja és az integralja, megprobélhatjuk a forditott
szereposztast is. Mint latni fogjuk, ez szintén célhoz vezet. Le-
gyen tehat most

1
v'=e** és u=sin2x, ekkor v = 3 e és u' =2 cos 2x;
e*sin2x 2
f e sin 2x dx = — 3 f e®* cos 2x dx.

A Kkapott integrilra a parcidlis integralast a fentihez hasonl6 szerep-
osztasban végezzik el; legyen

1 .
u,=cos 2x és vy=¢€, tehat v, = —3-e”‘ és uy=—2sin2x; igy

Je*sin2xdx =
_ € sin 2x _E_ €% cos 2x + —2-fe"” s'm2xdx) _
3 3 3 3

%> sin2x 2 4
= —e—:l—-—-—?e"‘coslx—;fe“sin 2x dx;
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rendezve az egyenldséget:

3x

13 . e .
—9—fe”‘sm2xdx = 7(3 sin 2x —2 cos 2x) + C;

3x

e
fe“" sin 2x dx = 1—3(3 sin 2x—2 cos 2x)+ C.

A kétféle uton kapott eredmény természetesen megegyezik.

24, f e cos 3xdx =7

sin 3x
Legyen u=e®*; v’=cos 3x, tehat u’'=5¢*; v = 3
€° sin 3x 5¢°* sin 3x
fe” cos 3xdx = 3 —f 3 dx =

1 LEY s- 3 5 f 5. . 3 d
Eg— in —_ x .
3 e X 3 e’ sin Jx dx.

’A masodik tagbeli integraldsra ismét alkalmazzuk a parcialis integralds
modszerét az eredetihez hasonlo szereposztassal; legyen u; = €°*; v} =sin 3x,

- 3
tehdt uf = 5¢°*; v1=_cc;s ol
f e"* cos 3xdx =
1 5 1 —5¢°* cos 3x
= —¢€*sin3x—— | —— " cos 3 _f—___d =
3 3 ( 3 ¢ cos 3x 3 Ix

1
3

. 5 25
€°* sin 3x+ ry e°* cos 3x— v f e®* cos 3x dx.
Ebbdl fejezziik ki a keresett integralt:

4fe“" cos 3x dx L o sin 3x+ 5 g 3
s = — " sin 3x+— 0s 3x;
5 3 g € cos 3x

9 1 5
€** cos 3x dx = — € | — sin 3x+— cos 3 C.
f 34e (3 X+ 9 x|+

Ugyanezt az eredményt kaptuk volna, ha mindkét lépésben a forditott
szereposztast vélasztottuk volna.
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Megoldunk egy ilyen tipust altalanosabb feladatot.
25, fe""“’ cos (cx+d)dx =?

Legyen u=e"**"; v'=cos (cx+d), tehat u’=ae®**; v

c
fe“"“’ cos (cx+d)dx =

1 a
= —;e‘”‘“’sin (cx+d)—f—e""”’sin (cx-+d)dx.
c

A masodik tagra ismét alkalmazzuk a parcidlis integralas modszerét.

Legyen wu,=e***®; v{=sin(cx+d), tehat wuj=ae***?;

v, =
—cos (ex+d)

c

1
fe“"*"cos (ex+d)dx = — €™ *" sin (ex+d) -
4

a 1 . a
-7 e***+? cos (cx+d)+—fe"""’cos (cx+d)dx] =
c c

ax+b

= [sin (cx+d)+-= cos (cx+d)] -
c

c

a?

- —;fe""“’ cos (cx+d) dx.
o2

Rendezve az egyenlOséget:

a*+c?

fe"“" cos (cx+d)dx =

c?
ax +b

= [sin (cx+d)+—a—cos (cx+d)],
c c

ebbdl
fe“"“’ cos (cx+d) dx =

ce""“’

a
= [sin (ex+d)+—cos (cx+d)]+C.
c

a*+c?

26. f e**shdxdx = ? Az integralt kétféle médon hatarozzuk meg:

1. Parcidlis integralassal.
edx _ e-dx
2. Ashdx= B a— azonossag felhasznalasaval.
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_ sin (cx+d)

1. Megoldas:

ch 4x
4

1 1
fez" sh4x dx = vy e ch 4x—?fe2" ch 4x dx.

Legyen u=e**; v’ =shd4x, tehat u’'=2¢*; v =

Legyen most u,=e**; vj=ch 4x, tehat u;=2¢**; v, =

fez"sh4xdx=
1 1(1 ., rloL

= —e¥ch4x——[|—e* sh4x—f—e‘*sh4xdx =
4 2 2

1 . 1 1 .
= —e**ch 4x—— e sh 4x+—fe“ sh 4x dx.
4 8 4
Ebbdl rendezéssel a keresett integralt kifejezziik :

3 1 1
-—-fez"sh4xdx= — e ch4x-—sh4x);
4 4 2

x 1
f ¢ sh dx dx = % (ch 4x——sh 4x) el

Az eredmény ugyanez lett volna akkor is, ha barmelyik esetben u és
v szerepét felcseréljiik.

11. Megoldas:

4x __ ,-4x 1
fe”‘sh 4x dx =fc2"' £ = Tf(e‘”—e'")dx =

2
1 er e-zx es.\' e—?x
=—|—- +C=—+—+C.
216 -2 12 4

Osszehasonlitjuk eredményiinket az elobb kapott eredménnyel.
ezx

] e‘lx ei\'_’_e-bt elx_e—4x
~—|chdx——sh4x| +C = - ’+c=
3 2 2 4
—FCX_:_e—'.‘..\‘ c&\'_e-2,\'+c_
T 6 12 -
zeox_e6x+2e—2x+e—2x iC = er+ -2x+C
N 12 BT )
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A masodik megoldas sokkal rovidebb; ezért nemcsak azt kell
megnézni, hogy egy szorzatfiiggvény parcidlisan integralhato-e,
hanem azt is, hogy ez tiinik-e a legcélszeriibb mddszernek az
adott esetben.

Szogfiiggvények szorzatat is lehet parcidlisan integralni, mi-
vel azonban az integrandus megfeleld 4atalakitasaval a szorzat-
fiiggvény Osszegfiiggvénnyé alakithatd, nem foglalkozunk vele.
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IIL. RACIONALIS TORTFUGGVENYEK
INTEGRALASA

1. Egyszeriibb specialis tipusok

ElBszor egyszerlibb specidlis tipusokat vizsgalunk, a bonyolul-
tabb eseteket majd ezekre vezetjiik vissza.

a) Az integrandus nevezdje elsdfoku, szdmldldja konstans.
Az integral altalanos alakja:

A
fax+bdx'

Az integrandust ugy alakitjuk at, hogy a szamlalé a nevez6
derivaltja legyen.

A A a A
fax-i—bdx = ;/mdx— ;ln |ax+b]+C

b) Az integrandus nevezéje egy elséfoki fiiggvény n-edik (n 1)
hatvdnya, szamldldja konstans. Az integral altalanos alakja:

A
f (ax+ b)" dx.

Az integrandust f"(x)f’(x) alakra hozzuk (ilyen tipusu fiigg-
vényeket mar integraltunk a II. pontban).

fﬁdx - %fa(ax+b)""dx -

_A(ax+b}" 4 1
=2 1-n tCTa0-n @xtb

yT +C (n#1).
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¢) Az integrandus nevezdje egy elsdfoku fiiggvény n-edik hat-
vdnya (n#1), szdmldldja elséfoku. Az integral altalanos alakja:

Ax
f @by &

(Ax+ B alaki szamlalé esetén az integrandus két tagga
bonthato, és a masodik tag éppen a b) eset.)

Ax A4 [ax+ b—b
@x+oy (ax+b)"

_if__l___dx_i _b 4=
ajJ (ax+b)y? a) (ax+b)"

= %/a(ax+b)1‘"dx—‘:—2b/a(ax+b)'"dx =

_ A (ax+b)*™"  Ab (ax+b)'~"
T @ 2-n a 1-n

dx =

+C.

Gyakorlé feladatok

3
f =2 dx———1n|3x 51+C.
Ix—5 3J 355

3 5
zf dx = - dx =——In|3x—2|+C.
2-3x 3J 3x-2 3
5 5 5 (2x—4)-*
f.__._dx=—f2(2x—4)’“dx=—(—x—-—)———+C=
@x—ay 2 2 -5
__ 1 1 +C= ! +C
T2 x—=4p T 20x-4y
14 14
f————-——dx—_—-—-—f—4(6—4x)"dx=
(6—4x)? 4
7 (6—4x)"® 7 1
2 -6 12 (6 —4x)°
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2x+3-3
— | ————dx
2J (2x+3)

Il

X
S. f‘(—z—x+—3)4dx—

= — dx——f—— x
2J (2x+3)3 4J (2x+3)
1 3
—_ - —_— -4 =
= 4f2(2x+3) s dx 4f2(2x+3) dx

_ 1 @3t 3 @c43)

+C=

4 -2 4 -3

1 1 1 1 —(2x+3)+2
=—— +— +C=—""""°

8 (2x+3)2 4 (2x+3)° 8(2x+3)°
o 2x+1 .
T 8(2x+3)

3x—4+4

f T =

(Bx— 4)° =3 @x—ap

i
= 3f(3x o3 Groap T

5 - -6 o
= ?f3(3x—4) 5dx+—9—f3(3x—4) dx =

5 Gx-9t 20 (Bx—4)-5

C =
9 -4 9 s T
5 1 4 1 . _—-5(3x—4)-—16+ B
36 3x—4)* 9 Bx—4y  36(3x—4) -
_ 4—15x +
T 36(3x—4)°

d) Az integrandus nevezdje mdsodfoku polinom, szémldldja kons-
tans. Az integral altalanos alakja:

f_A__dx
ax’*+bx+c
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Az integrandus célszerii atalakitésa:

A A 1

axtbx+c a

2, b c
X +—=x+—
a a

_4 1 _
Ca 2+£ +b2+i_.li_
LRIV~ IR Yo
A 1

2 feB)
T a 4a°

T2
A tovabbiakat az donti el, hogy a 2——1% kifejezés el6jele

pozitiv, negativ vagy pedig nulla-e.
c b

Ha 2 AR B2 =0, akkor az integral helyettesitéssel alap-
integralla alakithato at:
[mripe= & [ —h—ae=
ax®*+bx+c a b
[x+ ] + B?
2a
A 1
=— d.
aB? K x
X+
2a
B +1
b
x+ Z
Ha az —p = 4j valtozot vezetjik be, akkor az integ-
randus — a konstans szorzéktdl eltekintve — ;é—lﬁ alakd
lesz, és ennek primitiv fiiggvényei arc tg u+ C alakiiak.
2
Ha ; - 4% — B2 <0, akkor az integrandus az el6z6 mdédon
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o alakra hozhatd, és ennek primitiv fiiggvényei arthu+ C
alakuak.

b2
Ha ;_ﬁ = 0, akkor a nevezdben levd masodfokl poli-

nom teljes négyzet, és igy az integral a b)-ben targyalt mddon
szAmithato ki.

Gyakorlé feladatok

1
[t = [ @ =
x*+4x+8 x2+4x+4+8—4

fm 4 f (x+2] .

x+2 2
Alkalmazzuk most az u = = helyettesitést, ekkor u = ﬁ—, ebbdl

X .
x=2u—-2 és e 2, vagyis dx=2du.
u

1
Ix = =— | ——du=
fx2+4x+8 4 u2+l du w41 “

Drctgurc= Lacte™ 2 4
= — ar u = — arc .
2 drete 2 M

1
“—«dx=f dx =
fx”+6x+20 x2+6x+9+2o-9 ~

1
= f ——dx = f dx =7
(x+3)2+11 11 (x+3)
Y11
Az alabbi helyettesitést végezziik:

3 di
u—x+_,vagy Y __,a'x—}/lldu
Y11 ax YT

f 1 f du
u=-—— t=—
11 u’+l yiiJ w*+1
1 1 +3
———arctgu+C——arctg——+C
yii

y11

f x’+6x+20 dx =
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[omere -
3%t 6x+ 15
1

=] —— dx =
3J x2+2x+1+4

L1 S
3J x24+2x+5

?f(x+1)2+4dx“

1 1
= dx.
f x+1 2
=) !

L x+1 du 1
Helyettesités: u = ——; —=—; dx=2du.
2 Tdx 2
1 1f2du 1 r du
—_—  dx = —
3x%46x+ 15 12w+t 6J wr1

L mas o L™ty
= —arc u = —arc¢ — .
¢ B 6 B

1
10. f———————d\' -
22— 3v120

1
2

1 16 1 8 1
=—— | —————dv = — [ ————dx
2 151 16 3)2 151 4x—3)*
— [x-=] +1 | +1

151

_  —dx =
2 ( 3 2+15l
x—— -
4 16

Y151

Most helyettesitjiik be a dx=

3 o .
=u 0j valtozot:

Y151
V151u+3 Y151
= ; dx = du.
4 4

f—————dx:— du =

2x%—3x+20 151 wr+1 4

2 1 2 2 4x—3
= _f " du = arctgu+C = arctg——+C.
y151Y w+1 Y151 Y151 Y151
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1
i g
x2+6x

_(x+3)”

-1

1

+C=-—

+C.
x+3

Ilyen tipust feladatok megolddsaval mar foglalkoztunk.

1
12. f dx
x4+ 8x+12

Helyettesités: u

1 1 2du
e
x2+8x+12 4J -1

Fy(u)

1
Fy(u) = -—?ar cthu+C, =

1 - 1
=f - dx =f—._..—dx =
x4+ 8x+16-4 (x+4)2—-4
1

S .
x+4)2
— -1
2
x+4 du 1
=—; — = —; dx=2du.
2 dx 2

2f112—1

1 14u

1
=—~2~arthu—i—C1 4 —In 1—-—+C1, ha |ul<1,

Y "+1+c ha |u|>1.
——mi i, -
4 Taop e u

Tehat visszahelyettesitve:

1
e
X2+ 8x+12

1 x+4
1 arth’ +4+C 1 1 2 c
- T - n ,
2 2 ' 4 x+4
1 x+6 +4
=—-—1In +C,, ha ’———-’<1
_{ -2- 2
x+4
p 2!
——arcth—+C, =——1n C, =
' 4 "xya 1O
2
1 x+6
=—-:ln +2+C2, ha ———' >1

5 Integralszdmitas
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1 1 1
Ry bom [t a
105120 ) estoxr25—5 BT s
_ lf 1 d
= x-5)2 -
—1 -1
Vs

x=5 du 1

Helyettesités: u = ——; —=——:; dx=V5 du.
V5 dx Vs
f 1 f V5 du VS du
x2—10x+20 s = w—1
5 5
F,(u) = —VTar thu+C, = —%1n1—-+c,, ha |u| <1,

5 5 1
Fo(1) =—l/—arcthu+c2 =—L1 -+—+c2, ha |u| > 1.
5 10 u-

Tehat visszahelyettesitve

1
f—dx =
x2—10x+ 20

x-5
5 5 5 x+VY5-5 5
I 1——'/—1 _‘F LGy, ha 2| <1,
10 _—x—S 1 }75+5—x 1/5
_ Vs
- x-5
5 5 5 x—5+V5 -5
A +c2——1/—1 ol +V~ Cy, ha =] =1
10 x-5 10 x_5-y5 5
Vs
f _ 1 dx _
5x2+4x—6 5 4 6
Xt —x——
5 5
_ 1 dx
] ., 4 +4 6 4
Xt =Xt =
” 25 5 25
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—| -1

1 dx _

__f ‘ 5.34 2) -
__ _a .
'+ 25 [ 5

¥34
3 dx
T34 (5x+2)’ )
y34
5x+2 a 5 34
Helyettesités: u = —x—i——; = —; dx = —V du.
Y34 dx Y3 5
!.%idu
1 s s 1 du
scorax—6 34 Tw—1  ymgd w1
1 1+u
Fi(uy=—-———arthu+C,=———1In ——+C,,ha|u|<1
4 V34 1-u
= ) .
Fy(u) = ———arcthu+ C, = ]n——+ C,, ha lu|>1.
4 2V34 u=1
Tehat — visszahelyettesitve —
1
____dx_
5x244x—6
1 Sx+2
1 5x+2 1 34
———arth xﬁﬁ +C1=_"_.__, n—}/ —+C, =
Y34 Y34 2y34 | _Sx+2
y34
1 5x+2+V34 Sx+2
L 5 ELP N fh.c Y
2Y34  Y34-5x-2 Y34
{ Sx+2
Vi +1
+2 1 3
———arcth——+ Cy = ——— +C, =
34 34 234 Sx+2_
Y34
1 Sx+2+V34 5x+2
=-——In Xt +V_+C,,h —Z| =1
2VY34  5x+2-Y34 34
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e) Az integrandus szdmldldja elsdfoki, nevezdje mdsodfoku
polinom. Az integrandus szimlaljat két részre bontjuk: az
egyik részben elBallitjuk a nevezd derivaltjat, a masik rész egy
fx)
, e
az elébbi, d) tipusi. A mddszert az elsé kidolgozott példin mu-
tatjuk be.

mig a masik

Gyakorl6 feladatok

15. f
x’+4x 5

A nevezd derivéltja: 2x+4. Ennek megfelelden alakitjuk it a szamlal6t:

f 2x+4-— 7

x’+4x 5 x’+4x 5

__f 2x+4 7f dx
x2+4x—5 x+4x—5"

Az els6 integral értéke: In | x*+4x— 5| + C,.
A misodik az elobbi médszerrel szamithat6 ki.

-7f;+—‘4b:cT5=—.7f(x+2)2

2 du 1
Helyettesités: u = )i—, i =—; dx=3du.

3 "dx 3
7 3du f

/x+2 “T9J w1 3 l—uz_

14+u

7 7
Fi(u) = —arthu+C=—In——+C, ha |u| <1.
3 6 1-u

f x+2

>1.

Fy(u) =

68

Tehat — visszahelyettesitve —

dx
x2+44x -5

x+2
7 x+2 7 1+ 3
Gy(x) = —arth—— =—1 C,
1 (%) 3 arth— +C, p n1 x+2+ A
3
7. 3+x+2 7 5+x x+2
=—h——- =—In—+GC, ha|—| <],
s M3 x2 T T IIZTe a‘ 3 ‘<
B x+2
7 x+2 7 3 +1
G =—arcth—+Cy=—Ilh—+C, =
z(x) 3al'C 3 + 2 6 +2 2
3
7 x+2+43 7 x+5 x+2
=—In——4+C;=—In——+C,, ha |—| >1.
6 " x12-37* T 6 Mxo1 3
A feladat megoldasa tehat:
X+
2%—3 G,(x), ha —3‘—’<1,
f—z—"4_——5dx = In |x'+4x—5|+
Y Ga(¥), ba —l

Az egyenlStlenséget x-re is felirjuk:

x+2
Ha

————’ <1, akkor —5<x<1, ha

’>l akkorx< —35,ill. x>1.

16. f 5% 2—dx ? A nevezd derivaltja: 2x—2, ennck megfele-

~-2x+10
16en alakitjuk 4t a tort szamlalojat.

12

2x—— 2—2-2

5x-6 5[ S nlS 5
——————— x= —_— — e e . e [ J— e
x¥—2x+10 2J x-2x+10 2J ¥=2x+10

f dx
dx— .
Z fx’ 2x+10 x3—-2x+10

5
Az elsd integral értéke: 3 In |x*—2x+10|+ C,.
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A mésodik integralt szamitjuk ki:

f dx _f dx _f dx _
“Jxe—axr10 Je—2cx1+9 J (x=12+9

_ 1 dx
“_?f_xl?—'
EE

3

Helyettesités: u=r—; =L, no3a
elyettesités: u=——; —-=—; dv=3du.

f f3du _ 1 du B
“2xt+10 9J Wt wrl

Darete™ 11 c
= ——arc _— 2.
3 acETT

A feladat megoldasa tehat:

[ 76— D 204 10—~ arctg T4 €
———a4X = — N |x*—2x ——arc — .
“2x+10 2 3 T

3x—6
17. f i dx =7? A nevezd derivaltja 2x + 2, ennek megfelelden

x?+2x+8
alakitjuk at a szamlal6t.

f 3x—6 f 2x—4 2x+2 6
o dx = dx =
x3+2x+8 2J x24+2x+8 2 2x-'-8

f 2x+2 N f dx

dx— _—
2 x24+2x+8 x242x+8
Az elso integral kozvetleniil felirhato:

3
7ln |x*+2x+ 8|+ C;.

A masodik integral kiszdmitasa:

9f 9f dx 9f dx _
XB+2x+8 X2+ 1+7 e+ 1)24+7

L
ey
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x+1 du 1

Helyettesités: y=——; —=—; dx=}/7 du.
Y7 dx y7
—9f _ }/ﬁdu_ 9fdu_
e+2x+8 TS et y7d w1

9 9 x+1
=———arctgu+C, = ———arctg——+C,.
V7 V7 V7

A feladat megoldasa tehat

3x—6 3 9 1
f—-—————dx =—In|x?+2x+ 8 ——— arctgx+ +C.
2 V7

x*+2x+8 i

) m alaku iiltegrandus

. 1
Ha az integrandus m
rekurzios formulat alkalmazunk.
Legyen
-
- (x2 + a2)n
ekkor
= — W es v =Xx.

dx x +2 x? d
C+a)y (P +ad) n O+ a2y X

A masodik tagot atalakitjuk uigy, hogy az integrandus szamla-

16jahoz hozzdadunk a?-et, ill. levonunk a?-et.

dx X o x%+a? —a?
(xz_l_az)n - (x2+a2)" (x2+a2)n+1

_ x dx 0 dx
~ W ray *2”/ Gray f [CErnas

dx =

(n=1,2,3,...) alaku, akkor



Kifejezziik az utolsé tagot:

1 X 2n - 1 dx
(X + a2)n+1 2na (x2+a2)n (x2+a2)n *
dx ) dx
Legyen ],,+1 —fw, ill. ],, —fm, akkor
1 X 2n—1

—1I,.

In+1 = 2na2 (x2+a2)u + 2na

Gyakorlé feladatok
18. Alkalmazzuk a rekurzios formulat n=1, ill. n=2 esetre.

a) n=1

2 =

1 x 1 1 x lfdx

—_— e e —— 1 = —_— —— —
2a* x*+a?  2a® 2a® x*+a*  2a*J xX*+at
1 X N 1 1 ( +C
=— —-.—arctg— =

2a* x*+a* 24 a g

L= + ! g+
—arctg —
= wra e

b) n=2
1 X + 3 ( 1 x . 1 . x) +C
= —— —arc =
4a® (x*+a?)?  4a® \ 2a® x*+a* 2a° &

1 x 3 X

+.__
4a* (x*+a®)? 8a* x*+a? + 8a®

X
+C.
a

19. f = dx="? A rekurziés formulat kell alkalmaznunk az
( 2+9)2

a=3, I, esetére, ezért

f 5 1 X + 1 ( +C
o T 29 wre o 23

X 1
art— C.
“Texwto Tsactest
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20. f ———————dx="? A rekurziéos formulat most nem Ilehet
(x2+4x+20)

kozvetleniil alkalmazni, mert a zardjelen beliili kifejezés nem x%+a?

alakd. Atalakitjuk az integrandus nevezojét, majd helyettesitiink.

1
— X
(x®+4x+20)3

Legyen x+2 = u, ekkor dx=du, és az integral:

=f[(x+2)'—’+ 168

I,.

j (x*+ 4x+ 20)° =./ (= 16)"
A rekurzios képletben: a=4.
dx

1 u 3 u 3 u
= — } arctg —+C =

4.1 (u-{ 16)2 8-256 1*+ 16 8-1024 4

1 x+2 3 x42 3 x+2
=— +— + arctg ——+C.

64 [(x+2)+ 16]> 2048 (x+2)*+16 8192 4

2. Parcidlis tortekre bontas modszere

Legyen most az integrandus tetszGleges raciondlis tortfiiggvény,

vagyis f(x) = i]) E ; alaku, ahol p(x) egy m-edfoku, g(x) pedig
egy n-edfoki polinom. A targyalas soran feltehetjiik, hogy m <n,
vagyis f(x) valddi tortfiiggvény. Ellenkez$ esetben ui. az osz-
tas elvégzésével f(x)-et felbonthatjuk egy racionalis egész fiigg-
vény és egy racionalis valddi tortfiiggvény Osszegére; elSbbi
egyszerlien integralhato, igy elegendd csak az utdbbi integréla-

saval foglalkoznunk. Feltehetjiik tovabba azt is, hogy P Ex; mar

nem egyszerlisithetc’i, és hogy a nevez$ legmagasabb foku tag-
janak egyiitthatdja 1.

A raciondlis tortfiiggrényeknek mindig létezik zdrt alaki in-
tegrdlja. Ahhoz azonban, hogy ezt az integralt ki is tudjuk sza-
mitani, ismerniink kell a nevezé gydkeit. Az alabbiakban el6bb
egyszerlibb, majd bonyolultabb eseteket targyalunk. Mindegyi-
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ket visszavezetjik az n. parcidlis tértekre bontds segitségével az

1. a)...f) pontokban targyalt egyszerii specialis tipusu integralok
meghatarozésara.

a) A nevezdnek csak egyszeres, valds gyikei vannak. Az algeb-
rabdl ismeretes, hogy ha ¢q(x) gyokei x;, x,,...,x,, akkor
q(x) egyértelmiien felirhat6 az un. gyéktényezés alakban:

g(x) = (x —x) (x —xp)...(x — x,).

‘ X .
Igazolhaté, hogy ekkor P az alabbi résztortekre (parcia-

o q(x)

lis tortekre) bonthatd:
) _ p(x) _
g(x)  (x—x)(x—xp)...(x~x,)
= _._Al + ﬁ_ + A"

= + ... .
x_xl x—x2 x_xn

Az ismeretlen A4;, A,, ..., A, szamok meghatarozasara a pél-
dak megoldasa soran hiarom mddszert mutatunk be. (A pél-
dakban az ismeretlen szamlalékat — a konnyebb megkiilon-
boztethetdség kedvéért — index nélkiili 4, B, ... nagybetiikkel
Jeloljiik.)

Gyakorlé feladatok

1
1. f mdx = ? Az integrandust — amelynek szamlaloja

konsﬂtans és nevezOje masodfoki — gydktényez3s alakban irtuk fel.
Ebbql léthatf&, hogy a nevezének csak egyszeres valos gydkei vannak.
Vagyis az alabbi alaku résztortekre bonthatd:

1 A B

x=2)(x+4) x—2+x+4'

A felirt azonqssiig x barmely értékére egyenld (amelyre értelmezett).
A Job}? oldglt ko,zos nevezdre hozzuk, vagyis ezzel a bal és jobb oldal
nevezoje, s igy szimléloja is azonosan egyenld lesz:

1 _ AGx+4+B(x-2)
G-+~ (- (td)
tehat
1= A(x+4)+B(x—2).
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A két oldal csak akkor lehet azonosan egyenld, ha az egyenl6 fokszamu
tagok egyiitthat6i rendre egyenlok. Az egyiitthatok egyeztetése céljabol a
jobb oldalt x hatvanyai szerint rendezziik:

1= Ax+44-+Bx—2B; 1 =(4+B)x+44-2B.

A bal oldalon elséfoki tag nincs, tehat a megfelel egyiitthat a jobb
oldalon is zérus: A+ B = 0; a konstans a bal oldalon 1, a jobb oldalon
44-2B, és e kettének egyenldnek kell lennie. Felirva a két kapcsolatot,
egy olyan elséfoku kétismeretlenes egyenletrendszert kapunk, amelybdl
az ismeretlen 4 és B egyiitthatok meghatirozhatok:

A+B=0
44-2B =1
A B; 64=1; A ! B !
=0, =1 —6, - 6’

Ebbol koévetkezik, hogy
o1 dx 1 dx

1
f—_—'_d'\ = —_ ] —=
x=2)(x+4) 6J x-2 6J x+4

x—2

C.
x+4 +

1 1 1
=—In|x—-2|-—1In 4/+4C=—1In
3 [x—2| G |x+4]+ P

A vparcialis tortek egyiitthatéinak meghatarozasara most is-
mertetett modszer, az un. egyiitthaték egyeztetése, mint latni
fogjuk, minden esetben alkalmazhaté, vagyis akkor is, ha a
nevezének tobbszords valos vagy komplex gyokei is vannak.
Most megismerkediink egy masik — legtobbszor kevesebb
szamolassal jar6 — mddszerrel, ez azonban csak akkor alkal-
mazhatd, ha a nevezdnek csakis egyszeres valds gyokei vannak.

frjuk fel ujra az elobbi szamlalok azonossagat!
1= A(x+4)+B(x—-2).

Az azonossag x barmely értékére igaz. Legyenek a tetszOle-
gesen valaszthaté x értékek éppen a nevezd gyokei, vagyis
x; = —4, ill. x,=2. Ezeket behelyettesitve, mindig csak az egyik
ismeretlen marad meg. és igy annyi egyismeretlenes egyenletet
kapunk, ahany ismeretlen van.

A két egyenlet a jelen esetben:

1 1
1=64; A=— és 1=-6B; B=-——.
6 6

75



Az egyiitthatok meghatarozasanak harmadik mddszere az
un. differencidldsi médszer, amelynek egyszeres valGs gy6kokre
vonatkozd alakjat az alabbiakban ismertetjiik.

Legyen
PO) _ A A A
g(x) x—x; x—Xx, X—X,
Igazolhatd, hogy
_ p(x) I 1C I €

A C M ) MR A )

Alkalmazzuk ezt a mddszert az el6bb megoldott feladatra!

1 1 p(x)
x-2)(x+4) x*+2x-8  q()
g’ (x) = 2x+2.
2@ 1 e 11
Y@ 6 T g-4 -6 6
Az egyiitthatOk természetesen megegyeznek az el6bbiekben kapottakkal.
14

——————— dx =7 A nevezo gyoktényezfs alakban van,
oD ¢ gyokieny

igy kozvetleniil felirhatjuk az integrandus parcialis tortekre bontott alak-
jat.
14 A B o
= ——t—+—;
x-3)(x+2)(x—4) x-3 x+2 x-4
14 = A(x+2)(x—4)+B(x—-3)(x—4)+ C(x+2)(x—3).

Mivel az integrandus nevez6jében csak egyszeres elséfoku gyoktényezok
vannak, az ismeretlen egyiitthatok a nevezd gyokeinek behelyettesitésével
hatdrozhatok meg a leggyorsabban.

14
Legyen x=3, akkor 14=5(—1)4; A= -5

7

1
L = -2, akkor 14=(—5)(—6)B; B=—=—.
egyen x akkor (—5)(—6) 015

7
Legyen x=4, akkor 14=6-1C; C=~3—.
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Az egyiitthatOkat a differencidlds modszerével is meghatdrozzuk:

g(x) = (x—3)(x+2)(x—4), és igy a nevezd derivaltja a szorzat
derivilasi szabdlya alapjin szdmitva:

g x)=x+2)(x—-4)+(x-3HNx—H+(x=3)(x+2).

A kijelolt szorzast nem végezzik el, mert igy a derivalt helyettesitési
értéke konnyebben szdmolhato ki.

(3) 14 __14
73 5(-1) 5°
p( 2) 14 14 7

g(=2) (=5(-6) 30 15

§1C)) 14 7

7@ 16 3°

Az egyitthatok ismeretében az integral meghatdrozhaté.
14

x-3)(x+2) (x—4)

14 1 1 7 ]
_f Ty - dx =
5x-3 15 t+2 3 x—
- f +7fdx_
- AT H AT Ry i

7 7
= ——S—ln!x—3|+Eln|x+2]+?ln|x-—4l+c.

xt—4
3. f e dx=7 A szamlalé és nevezd fokszdma megegyezik,
X°— X

ezért elébb a szamlalot osztjuk a nevezbvel, azutan alkalmazzuk a parcialis
tortekre bontds modszerét:

1
(x*—4):(5x*—x) = 5
P i
5
x
——4
5
—=—4
x*—4 1 5 dx 1 x—-20
dx = | \—+ dx = | —+— [ ————dx.
5x3—x 5 Sx*-x 5 25 1
x3——5—x
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B A= Bosie-2
M=-l Ad=-7. T

A és B értékét a differencialds modszerével is meghatdrozzuk:

px) = 5x—6; g(x) = (x—=D(x+2): ¢'(x) = x+2+x—1=2x+1.

() -1

g 3’

A feladat megoldasa tehdt:

_p(=2)  —16 16
(-2 -3 3]

f__._x‘_..__d,\ =
x—-1)(x+2)

e L1161 ],\
= - - -+ dx =
f(x x+3)dx f( 3x-1 3 x+2

3yt 1 16
= Y et —Injx—1——In|x+2]+C.
3 2 3 3

b) A nevezének csak valés gvékei vannak, de tc‘fbbsz()‘rds gyo-
kok is eléfordulnak. Ekkor g(x) gyoktényez6s alakja:

qg(x) = (x—x) (x —xy)2... (x —x,)*, ahol ;'ai = n;

tehat az n-edfoki g(x) polinomnak r kiilonbszd valds gyoke van.
p(x)

Igazolhatd, hogy ebben az esetben q(—_xj az alabbi alaku
résztortekre bonthatd:
p(x) _ p(x) _
g(x)  (x—x)(x—x2)*2... (x—x,)*
_ Ay Ayp Ay
_x—x1+(x—xl)2 ...+(x XM
An Ag Ass,
et —+
+x—x2+(x—x2)‘ + +(x xp)*2
Arl Ar2 Arx,-
“+x'—xr+ (X—X,)2 A “+(Y_Xr)x'
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Gyakorlé feladatok
3x2+4x—6

(x+2)
és hdromszoros. Ilyenkor a parcialis tértek egyiitthatéi az egylitthaték
egyeztetésével hatdrozhatok meg a legegyszeriibben. Az egyiitthatokat
ismét index nélkiili nagybetiikkel jeloljiik.

3x’+4x—6__ A + B + C
x+22 x+2 (x+272 (x+2)3°

dx="? A nevezdnek csak egy gyoke van, és az valos

A jobb oldalt kdz6s (a bal oldallal egyezd) nevezodre hozva, a szamlalokra
az aldbbi azonossig érvényes:

3x?+4x—6 = A(x+2)*+B(x+2)+C.

A jobb oldalt is x fogyoé hatvanyai szerint rendezziik:
3x?2+4x—6 = A(x*+4x+4)+Bx+2B+C;
3x2+4x—6 = Ax*+(4A+ B)x+4A+2B+C.

Az egyitthatok egyeztetésébdl adddd egyenletrendszer:
A=3
44A+B =4
44+2B+C = -6

A=3; B=4-12= -8; C= —6—-12+16 = -2.

Ha a differencialas modszerét akarjuk alkalmazni az egyetlen
— tOobbszords — valds gyokkel rendelkez$ nevezd esetén par-
cialis tortek szamlaldinak meghatarozisira, akkor ismerniink

kell a p(x)-szel jelolt szamlalé derivaltjait. Ha ugyanis p(_x)=

q(x)
=—(—;1’—£)—;)—)7 alaka, akkor a parcialis tértekre bontott alak:
— A

p(.X) - Al A2 An
0@ x—x Gy TGy
és ekkor
A, = P("—l)(xl)_ - P("_z)(xl)_ .
YT =D TR =21
_px) . PR L
A, = —.T = p(x,), altalaban 4, = —-(-n—_—k)—!', ahol I=k=n.

6 Integralszamitas
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Példankra visszatérve:
p(x) = 3x2+4x—6; p'(x) = 6x+4; p”"(x)=6.
Most a megfeleld szdmlalok:

(-2 6
JPED_6
2! 2
2 —-12
gD _ s
1! 1

C=p(-2)=13-4+4(-2)—-6= -2.
A feladat megoldasa tehat:

3x’+4x—-6 f[ 2 ]
— = —— — dx =
(x+2) x+2 (x+ 2): (x+2)°

8
=3Inlx+2/+—+
R e +°)2

Felhasznalhatjuk a feladat megoldasahoz a nevezd gyokeinek helyette-
sitését is, de mivel egyetlen gyoktényezO van, ezért csak egy ismeretlent
tudunk ezzel az eljarassal meghatarozni. Felirjuk a parcialis tort alakot:

3x24+4x—6 A B C
(x+2) x+2 (x+2)3 (x+2)=‘

A jobb oldalt k6zos nevezbre hozzuk, majd a két (egyenld nevezojii)
tort szamlalojat tessziik egyenlové:

3x*+4x—6 _ A(x+2)*+B(x+2)+C
(e+28 (x+2)? ’
3x2+4x—6 = A(x+2)*+B(x+2)+C.
Behelyettesitjiik az x= — 2 értéket (ez az egyetlen gyok):
12-8-6=C; C=-2.

To6bb egyiitthat6t nem tudunk meghatarozni ezzel a médszerrel. A to-
véabbi két ismeretlent ugy szamitjuk ki, hogy az azonossagban x helyébe le-
hetdleg kis egész szamokat helyettesitiink, majd az igy kapott kétismeretle-
nes egyenletrendszert megoldjuk.

Legyen mondjuk x=0, ill. —1.

—6=44+2B-2
3-4—6= A+B-2
B= —2-24

-7=A-2-24-2
A=3; B= —-2-6= —8.
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3
e
fx’—4x’+_2
(x—3)

I. Megoldds:

x3—4x342 A B C D

— =y + + .
(x=3) x—3 (x-3* (x-3) (x-3)

A hatirozatlan egyiitthatokat eldszor a differencidlds médszerével sza-
mitjuk ki.

fG) = X*—4x*+2; f(x) = 3x*—8x; f'(x) = 6x—8; f"(x)=6;

(IO 6 re 1
3! 6 2! 2
’(3) 27-24

II. Megoldas:
Hatirozzuk meg az egyiitthatbkat az egyiitthat6k egyeztetése utjan is:

—4x34-2 _ A(x-3*+B(x—-3*+C(x-3)+D
x-3 (x-3)

—4x3+2 = A(x*—9x*+27x—27)+ B(x*—6x+9)+ Cx—-3C+D;

—4x42= Ax*+ (~94+B) x*+(214— 6B+C)x—214+9B-3C+D;
Az ebbdl leolvashatd egyenletrendszer:
A=1
—-94+B = —4
274-6B+C=0
—214+9B-3C+D =2
= —44+9=35;
C = 6B—274 = 30-27 = 3;
D =2+274-9B+3C = 2+4+27—-45+9 = —1.

Mindkét modszerrel természetesen ugyanazokat az egyiitthatokat kap-
tuk.
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Az integral tehat:
x3—4x242 1 5
= PR | PO NV N PO
(x-13) x—=3 (x—3)2 (x—3) (x—3)¢
—~3)-1 —3)-2 —3)-
=37t @=L (x=3
-1 -2 -3

= In|x-3|+5

+C=

5 3 1
—hp-y-—-2 LT ¢
x=3 2 (x-32 3 (x-3)2
5x—-3
7. *—dx =
(x—1) (x—3)*
5x—-3 A Bl Bz

(x—1) (x—3) xT1+x——§+(x—3)"

(Ilyen esetben a differencialds mod ika
s et szere méar nagyon komplikalt, ezért

1. Megoldds:

Meghatarozzuk az egyiitthatokat az egyenls fokszami] i i-
nak Osszehasonlitdsdval. 4 szémii tagok egydtthatdi

5x-3 _ A(x=3)2+By(x—1) (x=3)+B,(x—1)
(=D (x—3¢ (x—1) (x— 3y )
5x—3 = A(x—=3)*+B,(x—1)(x—3)+B,(x—1);
5x—3 = A(x*—6x+9)+ B, (x*—4x+3)+ B,x— B,;
5x—3 = (4+B) x*+(—64—4B, + B)x+9A4+3B,~ B,.
Az ad6d6 egyenletrendszer:
A+B, =
—6A—4B,+B, =5
94+3B,—B, = -3
A=-B,
6B,—4B,+B, =5
—9B,+3B,—B, = -3
A=-B,
2B,+B, =5
—6B,—B, = -3
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—

A=—.
2
II. Megoldds:

A nevezd gyokeinek behelyettesitésével csak részben hatdrozhatjuk meg
az egyiitthatokat, mert a nevezdnek tobbszords gyokei vannak.

5x—3 = A(x—3)3+ By(x—1)(x—3)+By(x—1).
A megfeleld gyokok x=1 és 3, ezeket behelyettesitjik:
1
ha x=1, 5-3=44; A=7;
ha x=3, 12=2B,; B,=6.

Tobb egyiitthatot ezzel a modszerrel mar nem tudunk meghatarozni,
ezért a két egyiitthat6 ismeretében egy tetszbleges x érték behelyettesitése
révén hatarozzuk meg B, értékét.

Legyen x=0.

—3=94+3B,—B;;

9
—3=—+3B,-6;
2 1
9 3 1
3By=3-——=-—; =-—.
! 2 27 T2

Az integral tehat:

5x—3 11 11 6
2 = |l-———t—|dx =
e f2x—l 2x—3+(x—3)’]

_ 1 poax lfdx +6f ax
T2Jx-1 2J x-3 x=3)p

1 1 (x-3)-
— —Injx—1——Injx—3+6——— +C=
> n|x—1]| 5 n|x—3| 3
L t- L mpe—3 LS Ll LY,
= X—1|—— X—J|—— = T AlT T a .
2 2 x-3 2 x-3] x-3




2x—-4

GrG—1)y l).dx= ? A nevezBben két kétszeres gyok van.

A parcidlis tortek:

2x—4 _=_A,+ Ay +BlJ B,
CH1Px—11  x+1 (x+1p x—1 (x—1)

koz06s nevezdre hozva:
2x—4 _
+1P2x—1)2

= Ay (x+1) (x— 1)*+ Ay (x — 1)*+ B, (x — 1) (x+ 13+ By (x + 1)
(x+1)2(x-1)2 .

I. Megoldds:

A,, Ay, B, B, értékét az egyiitthatdk egyeztetésé itj i
fogy6 hatvanyok szerint rendezziik a szégn{l:lgt:ésevel szamitjuk ki. Ezért

2x—4 = 4 (x+ 1) (P —2x+ 1)+ A, (x*— 2x+ 1)+

+ B (x— 1) (x*+2x+ 1)+ B,(x*+2x+1);

2x—4 = 4;(®+x"—2x*—2x+x+ 1)+ A, (x*—2x + 1)+

+ By (x®— x*+2x* —2x+ x— 1) + By (x4 2x + 1);

2x—4 = (A1 +B)x*+(— Ay + A, + B, + By)x* +

+(—A4,—24;,—B,+2B)x+ A, + A;— B, + B,.
Az egyenletrendszer:

A, +B, =0

—A;+As+B,+B, =0

—A1—2A43—B,+2B, = 2

A+ A4,—B,+B, = —4

A,=-B, | 8
2BI+A1+B. = 0 H,
—243+2B; =2 III.

—2B,+A:+By = -4 V.
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IL—IV.:

4Bl=4; B1=l.
I.-be:

A,=-1.
Ezeket felhasznalva:

2+Ag+Bz =0 II.

A;—B, = —1 1II1.
IL. 4111,
3

24,42 =—-1; Ay = -3

IIl.-ba:
1
B, —An+l =——+1= —-E'.

Az egyiitthatok tehat:

3 1
A1=-l; Aa'_—’—?; Bl’:l; B’=—'£‘.

II. Megoldds:

Az egyiitthatokat a nevezd gyokeinek és alkalmasan valasztott x érté-
keknek a behelyettesitésével is meghatdrozzuk.

2x—4EA1(x+1)(x—1)’+A,(x—l)’+B,(x—l)(x+l)’+B,(x+l)’.
Legyen x= —1, akkor —6=44,; A,=——2—.
1
Legyen x=1, akkor —2=4B,; Bz=——i-.

Legyenek x=0, ill. x=2 az Onkényesen valasztott x értékek, akkor
—4 = A1+A"'BI+Bz
0= 3A1+Ag+9Bl+9Bg
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Ide behelyettesitjiik A, és B, ismert értékét, ezutdn mar csak kétismeret- 1. Megoldds:
lenes egyenletrendszert kell megoldanunk.

3 1 2x3—x3+2x+5 = 4,3+ 2x2—2x?—4x+ x+2)+ Ay(x®*—2x+ 1)+
—4=di-o-B-5 + By(x*— x3+4x3 — dx -+ 4x— 4)+ By(x*+ 4x+4) =
3 9 = (A, + B)x*+ (A + 3By + By)x2+ (—34,— 244 +4B,)x +
R R +24,+ Ay~ 4B, +4By;
~2=A,—B, I. Az egyiitthatok egyeztetéséb6l adodod egyenletrendszer:
2= A+3B L A+B =2 L
II.-1. Ay +3B,+ B, = -1 1L
4=4B,; B,=1. —34,-24;+4B, =2 1.
4= B,-2= -1 24,+A,—4B,+4B, = § Iv.
A feladat megold4sa teh4t: Az elsé egyenletbdl:
A A, =2-B, L
(x+1)2%(x—1)2
ezt behelyettesitve:
=f[——l‘i—i—+L-i—~l—]dx= As+3B+B, = —1 1L
x—=1 2 @x+1)2 x—1 2 (x—1)
3 (x4 1)1 1 (x=1)- —6+3B,—2A4;+4B, = 2 III.

=-hnlx+ll-————+In e 4—2B,+ A,—4B,+4B, = 5 V.

3.1 11 A mésodik egyenletbdl:
=—-n|x+1|l+———+In|x—1|+———+C =
2 x+1 2

x—1 3B, = —A,—B,—1, IL
x—1 3 1 ezt behelyettesitve:
=In|—|+ + +C.
x+1]° 2(x+1)  2(x-1) —A;—By,—1—24,+4B, = 8 IIL
2x’~x’+2 +5 =
(x—“ﬁ’—dx= ? Az integrandust parcidlis tortekre bont- 2A4;+2B,+2+ A,+4B, = 1 Iv.
juk, majd az ismeretlen egyiitthatokat az eldbbi feladat megold4sa sorén rendezve:
felhasznalt mindkét médszerrel meghatirozzuk. _
3B2“3A3 = 9 HI'
2Bt A A B L 34,468, = —1 Iv.
(x+22(x—1®  x+2 (x+2)* x—1 (x—1)2 -
2% —x*+2x+5 L. +1V.: .
x+2p (-1 9B,=8; B, = e
_ Ay (x+2) (x— 12+ A,(x—1)2+B,(x—1) (x+2)’+Ba(x+2)’. ot 16 1+ A= __l_g
h (x+2)*(x— 1y d by =-bL d=-7-
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Visszahelyettesitve II.-be:

Tehat a kapott egyiitthatok:

P S R S
1.= 2 = 1_27’

8
B B2=‘—.
27’ 9 9

II. Megoldds:

Az egyiitthatékat meghatirozzuk még a nevezd gyokhelyeinek, ill.
tetsz6leges mas x értékeknek behelyettesitésével is. Felirjuk ujra a szamla-
16kra ad6dé azonossigot:

2x3—x¥4+2x+5 =
= A)(x+2)(x— 1)+ Ay(x—1)2+ By(x — 1) (x +2)2+ By(x+2)*.
A nevezd gyOkei 1 és —2, ezért legyen x=1, akkor

8
2-14+2+5=9B;; B, = e

19
Legyen x=—2, akkor —16—4—4+5 = 9A4,; A= —?.

Legyen x=0, ill. x=—1 (ezek mdr tetszbleges szimok); akkor
5 =2A4,+A;—4B,1+4B;
—2—1-24+5=44,+4A4,-2B,+B,

Behelyettesitjiik A, és B, értékét, majd megoldjuk a kétismeretlenes
egyenletrendszert:

5= 24,2 419+32 I

T ) :
76 8

0 =4d,—o~ 2B+ IL

45 13
——— =124,-4B, I
9
68
— = 44,-2B, IL
9
32
= =24,-4B, I
9
68
— = 44,-2B, 1L
s
—2.L+IL;
+ 4 6B, B =2
9 v TP o7
32 8 16 4 52
2A A =— = —,
1=9 1y M=t = 5

Az egyiitthat6k tehat

52 19 2 8
DY gr Bi=3p Bi=g

A feladat megolddsa:

2 —x*42x+5
x+2(x-1)

521 19 1 21 8 1
=f T e S B ey [
27x+2 9 (x+2 27x—1 9 (x—1)*

52 19 (x+2) 1 8 (x-Nn*
nl +2| 1 27 nI ll+ ! +C
19 1 2 8 1
nx+2 _—— —l——— C.
I I+9 4_2+27 Injx—1] l+

p(x)
)A(

alaku integrandus nevezdjének, q(x)-nek, nem min-
den gydke valés. Mint az algebrabdl ismeretes, a komplex gyo-
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kok parosaval 1épnek fel: ha egy z, komplex szim gydke g(x)-
nek, akkor konjugaltja, Z, szintén gyok. Az ezeknek megfelelé
elséfoku gyoktényezd, (x —z,), ill. (x —Z,), mar nem valds kife-
jezés, azonban a konjugalt gyokok gyoktényezOinek szorzata
egy valés masodfoku gyoktényezGt ad, amely nem bonthaté fel
valds elséfoku kifejezések szorzatira. Ha a nevezOnek tobbszo-
ros valds gyoktényezdi, valamint egyszeres komplex gyokté-
nyezdi vannak, vagyis a nevezd gyoktényezds alakja

g(x) = (x —x)*...(x — x, ) (x2 + b, X + ¢;)...(x2 + by x +¢)),

akkor
p(x) b Ay < A,
e Rl e P
Bix+C, B,x+C, Bx+C,
X34 bx+e;  xXE+byx+cy xX*+bx+cg’

Amennyiben a nevezdnek tSbbszorés komplex gyokei is
vannak, vagyis a valds elséfoku gyoktényezOk szorzatdra nem
bonthaté masodfoku gydktényezdknek egynél magasabb hatva-
nya is szerepel, akkor a nevezd:

g(x) = (x = x)"...(x = x,)*r (3@ + by x + c)fr... (2 + byx + ¢ )P,

és a parcialis tort alakja:

p(x) _ < Ay
q(x) ;=21’ (x—x) toet Z (x— x)f
2! Blkx + Clk slx + Csl

+k=1 (x® +b1x+c)"+ +2 1 (P +byx+c)

Megjegyzés: A feladatokban az egyiitthatkat index nélkiili
nagybetiikkel jeloljiik.
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Gyakori6 feladatok

5
10. f x(x3+4) =? A nevezd nem alakithaté 4t elséfoku tényezdk

szorzatdva, hlszep az (x*+4) tényezd diszkriminidnsa D<0. Tehit az
integrandus parcidlis tort alakja a kovetkezd:

5 _ 4 +Bx+C.
x(x*+4)  x  x*+4°

5 _ AG*+4)+Bx*+Cx
x(x244) x(x*+4)

A szamldlék azonossdga — x hatvinyai szerint rendezve —
5 =(A+B)x*+Cx+4A4.

Az egyiitthatok egyeztetésébdl adéd6 egyenletrendszer:

A+B=0

C=0

44=3

A=%; B=——i—; C=0.

Tehat:

5 5 x

fx(x2+4) —f(X;_Tx’—}J}dx:

= (ii—ii dx=ilnlxl—iln(x=+4)+c=
4 x 8 x*+4 4 8

P Y, SR N A
=— - =—In——+C.
8 8 8 x2+4
Meghz}térozha_tjuk az ismeretlen egyiitthatokat alkalmas x értékek
helyettesitésével is, bir — mint l4tni fogjuk — ez a modszer jelen esetben
nem egyszeriibb.

5= A(x®+4)+ Bx*+Cx.

Legyen x=0 (az egyetlen val6s gyok), akkor 5=44, és A=%—.
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Legyen x=1 és x=—1 a két tetszOleges helyettesitési érték; ezekbol
5

5=-—5+B+C I
4
5
5=—54+B-C 1L
4
L+1IL:
50 5

10 =—+2B; B=——.
4+ 4

c=5 25-:-5—0
T 4—‘

2t 200
Ao _f(x' De+1) _f(x+l)(x—l)(x’+l)

11,

A nevezd két elsdfoka egyszeres gyoktényezit és egy elsdfoku tényezdk
szorzatara nem bonthaté masodfokii egyszeres gyoktényezot tartalmaz.
Végezziik el a parcialis tortekre bontést:

2x2 A B Cx+D
(x+1)(x—1)(x*+1) x+ 1 x— l ol
2x8

G+ DG—DE+D
_ Ax-1D)*+1)+B(x+ D) (x*+1)+(Cx+D)(x*—1)
x+DE-DE+1) ’
2x? = A(XP—x*+x—1)+B(x*+x¥+x+ 1)+ C(x*—x)+D(x2—1);
2x? = (A+ B+ C)x*+(— A+ B+ D)x*+(A+B— C)x— A+ B—D.
Az egyiitthatok egyeztetésébdl felirhaté egyenletrendszer:

A+B+C=0 L

—A+B+D =2 1L
A+B-C=0 IIL.

—-A+B-D =0 Iv.

L-III.
2C=0; C=0.
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I11.-ba:

A+B=0 A= —-B

2B+D =2 II.
2B-D =0 A
1 1
4B=2; B=—; A=—-—; D=1
2 2
A Kkeresett egytitthatok tehat:
1 1
A=——; B=—; C=0; D=1
2 2

Most meghatirozzuk az egyiitthatokat alkalmasan valasztott x értékek
behelyettesitésével is:

2x* = A(x—1)(x*+1)+B(x+1)(x*+ 1)+ (Cx+ D) (x2—1).
1

Legyen x=1 (az egyik valds gyok), akkor 2=4B; B=—2—.
1
Legyen x= —1 (a masik valos gyok), akkor 2 =—44; A = —?.
Ezenkivil valasszuk még x értékét O-nak és 2-nek. Ekkor
0= —-A4+B-D
8 = 54+15B+6C+3D

o=1il p
T2 2

8 = 5+15+6C+3D
T 272

D=1
3=6C+3; C=0.
A feladat megoldasa tehat

f 2x3 d f( 1 1 +1 1 + 1 d
x = -t
¥—1 2x—1" 2x-1" o+1)™

1 1
= —7]n[x+ 1|+?ln lx—1]+arctgx+C =

1

~2— +arctgx+ C.

x—1
In|—
x+1
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1
2 f 3x\+6
N e

dx=17 A nevezdben levd masodfoki polinom nem

—2x+5)?
alakithat6 valés gydktényezok szorzatava, mert az x2—2x+5 = 0 masod-
foku egyenlet diszkriminansa negativ (D = 4—-20 = —16). A tort nevez6-
jében tehat kétszeres komplex gyokok vannak.
3x2+6 B Ax+B Cx+D

= + .
(F—2x+5¢  (*—2x+5 x*-2x+5

A jobb oldalon kozds nevezére hozunk, majd az egyenld fokszdmu
tagok egyiitthat6i egyenldségét felhasznalva felirjuk az ismeretlen 4, B, C, D
egylitthatok egyenletrendszerét.

3x2+6 _ Ax+B+(Cx+D)(x*—2x+5)
-2+ 5E (*—2x+ 5y -
Ax+ B+ Cx3+Dx*—2Cx*—2Dx+5Cx+5D
= (2 —2x+5) -
_ Cx3+(D—-2C)x*+(A+5C-2D)x+5D+B
= (x*—2x+5p )
Az egyenletrendszer: .
C=0 I
D-2C=3 II.
A+5C-2D =0 111
5SD+B=6 1v.

C=0, tehat I1.-bol D=3, ezt a IIl.-ba helyettesitve:
A—6 = 0, vagyis A=6.
A IV.-bdl kapjuk: 15+ B = 6, vagyis B=—9.

3x24+6 6x—9 3
f f dx+f dx =
(- 2x+5)2 (x*—2x+5) ¥ —2x+5

2x—2 3
d.\'+f dx =
(x2—2x+5)2 —2x+5

" dx dx
f —3j +3f .
(x2— 2x+5} (x2—2x+5) x2—2x+5

Legyen

2x—-2
=3 f dx,
(2—2x+5,

dx
13=3f__
x2—2x+5

= _3f__.___'___,
(x2—2x+5)?
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f 2x-2
(x?—2x+ 5)2
3

= 3f(2x—2)(x2—2x+5)'2dx =t
_3-[ [(x—1)2+4p2 °

ezt x—1 = u, dx=du helyettesitéssel alakitjuk at, majd az 1.f) pontban
levezetett rekurziés formuldval hatdrozzuk meg.

du
12=_3f__.
(w2 +4y

X 1 x
= — —a tg —
f(x2+a“)2 2a% x2+a? * 2a® rete a +G

Mivel

ezért
I 3 u 3 u c
= ct =
P T hawia 28 83 TG
3 x—1 -

3 arct z 1+C
=—-—————arctg——+GC,.
8(x—1)2+4 feCiEy T

I, = 3f f
—2x+5 (x—1\2+4

Eztis az x—1 = u, dx=du helyettesitéssel alakitjuk at, majd figyelembe
vessziik, hogy

dx 1 x
f——-— = —arctg—+C.
x*+a? a a

I 3f du 3 ¢ u 3 ¢ x—-1
3 = — arc _+( [ pp— _+( .
s w+4 2 & 2 A arcte 2 s

Osszegezve a részeredményeket, a feladat megoldasa:

f 3x2+6 de =
B—2x+52

3 3 x-1 3 ¢ x—1 3 ¢ x—1+C
= - ——arctg——+—arctg——+C=
Tt SG—lpia 1608y tpAcE;

3 3 x—1 21 x—1
= arctg +C

“2x+5 8 x-2x+5 16

7 Integralszdmitds
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23 —4xt+x—5 €=B-T7
13. el il dx =7 A nevezbben egy val6s gydktényezd
(x—=1)(x*+4) B-5D= -2
és egy kétszeres komplex gyOktényezd van. —20D—B+7 = 3.

A tortet parcidlis tortek Osszegére bontjuk:

2x3—4x2+x—5 A Bx+C Dx+E A két egyenletet Osszeadjuk:

—_— = _..+
-1 2 2 -1 2 3 2 6
x=-DG*+4p? x **+4F  x*+4 —25D =—6, ebbdl D= —;
A jobb oldalt koz6s nevezore hozzuk, elvégezziik a kijeldlt miiveleteket, 25
majd az egyenld fokszdmu tagok egyiitthatdi egyenlSségébdl felirhatd 6 6 10 4
egyenletrendszert megoldjuk. B=5—-2=—-—=——;
25 5 5 5
23 —4x?+x—5
C-DEEHa €=p-1=-F-T=-7:
A(P+4)+(Bx+C)(x— 1)+ (Dx+E) (x*+4) (x—1)
= T ; 50 6 56
(x—1) (x*+4) A4=-D=-—; E=2+D=E+2—=25
2x*—4x24+x-5 =
= A(x*+8x2+16)+ Bx*+Cx—Bx— C+(Dx+ E)x*+4x—x*—4) = Az egyiitthatok :
= Ax*+8A4x%+ 164+ Bx?+ Cx— Bx— C+ Dx*+ Ex*+4Dx3+ 6 B 4 c 39 D 6 E
+4Ex— Dx*— Ex*—4Dx—4E = x%(A+ D)+ x(E— D)+ T2 T 75 YT T T o TTas

+x%8A4+ B+4D—E)+x(C—B+4E—4D)+(164— C—4E).
Az egyiitthatOk egyenletrendszere:

Az integrandus torzstényezos felbontasa:
4 39 6 56

A+D=0 L 2-4x4x-5 _ 6 1 5 5 257735
E=b=2 L. (x—D(2+4p  25x—1  (+4F = x+4
84+B+4D-E=—4 . L.
6 1 1 4x+39 16x+56
C-B+4E-4D =1 Iv. -5 1 149  Tox+36
25x—1 5 (x*+4) 25 x*+4
164—C—4E = —5 V.
Y 20-4wtx-5
R ifei U - -t -_——adx =
D-vel kifejezziik A-t és E-t: =D eitdp
4=-b; E=24D. 6 pdx 1 [ 4x+39 . 1 [6x+56
—-8D+B+4D-2-D=-4 1L --= _"1_? _;”5_4_ o e
C-B+8+4D—4D =1 Iv. x= 2+ 42
—16D—C—8-4D =—5 V. _ 6 podx ‘if > W odx
B—5D=-2 IIL 25J x—=1 5J (x3+4) 5J (x*+4)
C-B=-1 Iv. 3 p 2 56  dr
to [ [
—-20D-C =3 V. 25J x2+4 25J x24+4
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Az egyes integradlok meghatirozisa:

dx
=1 Injx—1|+C,;

dx = [2xr+4)1ax =

2x
J o i

=?

dx
[

A IIL 1. pontban meghatdroztuk az integralt:

1 x 1
(x’+4)’ gamra Tz O
1 x 1 ¢ C.
B TVEETIL Y 7+Cs

2x
fx,+4 dx = In(x*+9+C,;

= _ g2+ C
ara g TG
A feladat megoldésa:
2x*—4x*+x—-5
G-De+ay
6 2 1 91 x 391 x
=gl e - et
25 Sx+d 5 8atd 5 16t
-—1n(x’+4)+56 g2 +C=
252 ety +c=
2 1 39 x 39
S T T U VL.
5 I+ S ara werd siCEt
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3 28 x
+-—In(x* — —
25 ( +4)+25 arctg > +C.

IV. TRIGONOMETRIKUS FUGGVENYEK
RACIONALIS KIFEJEZESEINEK
INTEGRALASA

1. Egyszeriibb specialis tipusok

a) sin®*! x cos* x alaki integrandus. Amennyiben az integ-
randusban sin x paratlan hatvannyal 1ép fel (cos x pedig tetsz6-
leges hatvannyal), akkor a szinuszt tartalmazé tényezot atala-
kithatjuk az alabbi médon:

sin?*! x = sin x sin® x = sin x(1 —cos? x)".

Az integrandus igy a kovetkezd alakot veszi fel:

sin?"*? x cos* x = sin x(1 — cos? x)" cos* x.

A kijelolt miiveleteket elvégezve, az Osszeg minden egyes
tagja — legfeljebb egy kivételével, amely alapintegral — ™ (x)f"(x)
tipusu lesz, tehat az integralas tagonként elvégezhetd.

b) cos?*+! x sin* x alaki integrandus. Ha az integrandusban

cos x paratlan hatvanya 1ép fel (sin x-nek pedig tetszSleges hat-
vanya), akkor a cos**! x tényezGt alakithatjuk szorzatté:

cos*+1 x sin* x = cos x(1 —sin2 x)" sin* x.
A kijelslt miiveleteket elvégezve, az integrandus minden

tagja — legfeljebb egy kivételével, amely alapintegral — 1™ (x)f"(x)
alaku lesz, vagyis integralja kozvetleniil felirhato.

Gyakorlé feladatok
1. fsin’xdx = fsinzx sinx dx = f(l—cos’x) sinxdx =

= f(sinx—coszxsin x)dx =

3
= —CcOoS X+

1
+C = —cosx+-§— cos*x+C.
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2. fsin‘xdx:fsin‘xsinxdx=!(1-cos’x)*sinxdx=
=f(l—2cos’x+cos‘x)sinxdx=
= f(sinx—z cos? x sin x+cos* x sin x) dx =
= fsinxdx—2foos’xsinxdx+fcos‘xsinxdx.

Miqdhé.rom integrdl kozvetlenil felirhatd, mert az elsd alapintegral,
a mdsik kettd integrandusa pedig f™(x)f'(x) alaku.

cos®*x  cos®x

3 5

fsin‘xdx =—cosx+2
2 1
= —cosx+—3—cos’x—-—§—cos‘x+ C.

3. fcos’xsin‘xdx = fcos‘x(l—cos'x)’ sinxdx =
= fcos’x(l—Zcos‘x+oos'x) sinxdx =
= f(cos’xsinx—Zcos‘xsinx+cos‘xsin x)dx =

cos’x 2cos®x cos’x
+ +C =
3 5 7

——icos’x+2co' 1 ‘x+C
3 5 s x 7cos x+C.

4. fcos’xdx:foos'xcosxdx: f(l—-sin*x)‘cosxdx=
=f(l—3sin’x+3sin‘x—sin‘x)cosxdx=

= f(cosx—3 sin® x cos x+ 3 sin* x cos x —sin® x cos x) dx =

. . 3 1
= smx—sm’x+?sins x——7— sin” x+ C.

s. fsin'xcos‘xdx = fsin’xcos‘xcosxdx =

= fsin’x(l—sin’x)’ cosxdx =
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= fsin’ x(1—2sin? x+sin? x) cos xdx =
= f (sin® x cos x —2 sin* x cos x+sin® x cos x) dx =

sinx  2sin®x + sin” x
3 5 7

1
—s
3

2 1
inax——-5~ sin‘x+—7— sin” x+ C.

Ha az integrandus mindkét szogfiiggvényben paratlan hat-
vanyt, akkor természetesen teljesen mindegy, hogy melyiket
alakitjuk 4t. Most erre oldunk meg feladatot.

6. f sin® x cos® xdx = ? Mindkét mobdszerrel meghatdrozzuk az
integralt.

1. Megoldds:
fsina xcostxdx = fsin’ x sin x cos® x dx =
= f(l —cos? x) cos® x sinx dx <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>