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HATÁROZATLAN INTEGRÁL

I. ALAPFOGALMAK

1. A határozatlan integrál fogalma és főbb tulajdonságai

Valamely adott függvény határozatlan integrálja minden olyan 
függvény, amelynek deriváltja az adott függvény.

Legyen egy függvény deriváltja 2x. Határozzuk meg az ere­
deti függvényt! Mint előző tanulmányainkból tudjuk, az eredeti 
függvény, amit differenciáltunk, lehetett pl. y  =  x̂ . Ha bár­
mely olyan függvényt differenciálunk, amely ettől csak egy 
konstans összeadandóban különbözik, a derivált szintén 2x. 
Belátható, hogy az összes olyan függvény, amelynek deriváltja 
2x, csak y= x ^  +  C alakú lehet, ahol C tetszőleges valós szám. 
(A valós értéket azért kötjük ki, mert e könyvben csak valós 
változójú és értékű függvényekkel foglalkozunk.)

Általában: Az F(x) függvényt az f(x)  függvény primitív 
függvényének (határozatlan integráljának) nevezzük az (a, b) 
véges vagy végtelen intervallumban, ha differenciálhányadosa 
(deriváltja) ezen intervallum minden pontjában /(x ). (Az (a, b) 
intervallum lehet / (x) teljes értelmezési tartománya is.)

Jelölés:

ha

Az integráljel mögött álló függvény az integrandus.
Legyen az f{x )  függvény valamely primitív függvénye F(jc); 

akkor F{x) +  C is primitív függvénye /(x)-nek:

[F{x) +  Cy =  F \ x \

dCmert —  =  0, konstans deriváltja nulla.

Valamely f {x )  függvény primitív függvényei koordinátarend­
szerben ábrázolva görbesereget határoznak meg (1. ábra). 
Az A"y-sík bármely olyan pontján, amelynek abszcisszája f { x )  
értelmezési tartományához tartozik, áthalad egy ilyen görbe.



1 . ábra

E görbék egymásba párhuzamos eltolással átvihetők. Vagyis 
a görbesereg minden egyes görbéjének ugyanaz az értelmezési 
tartománya, értékkészlete pedig /"(jc) értékkészletén kívül C 
értékétől is függ.

Figyelembe véve az utóbb elmondottakat, a primitív függ­
vényt ezentúl a konstans feltűntetésével jelöljük:

=  f f ( x ) d x  =  F(x) +  C.

Ha a primitív függvények közül egy bizonyosat keresünk, 
akkor annak egy pontját meg kell adnunk. Legyen ez a pont 
ôC ôíJ'o)- A pont koordinátáinak ismeretében a C konstans 

értékét egyértelműen meg tudjuk határozni.
Legyen a zf{x )  függvény primitív függvénye:

y  =  F(x) +  C.

Ebbe Po koordinátáit helyettesítve, C az alábbi módon fejez­
hető ki:

yo =  F(xo) +  C, C =  Jo -

A feladat megoldása tehát: 

y  =  F(x) +  [yo-F(Xo)l

Igazolható, hogy ha egy függvény valamely [a, b] intervallum­
ban folytonos, akkor ott van primitív függvénye.

A határozatlan integrálás, vagy más szavakkal, a primitív 
függvények keresése, bizonyos értelemben a differenciálás meg­
fordítása. A  differenciálással szemben azonban itt általában 
nincs „rutin módszer”, amellyel adott függvény primitív függ­
vényét megtalálhatjuk, sőt viszonylag egyszerű alakú függ­
vényekre sem bizonyos, hogy létezik zárt alakú primitív függvé­
nyük (ilyen pl. y  =  e~ ^ \  Viszont az elemi függvények differen­
ciálhányadosának ismeretében, az integrálási szabályok és né­
hány gyakran célravezető fogás segítségével nagyon sok függ­
vény primitív füg^énye meghatározható.

A határozatlan integrál két fontos tulajdonságát említjük meg:
1. Ha egy (a, b) intervallumban — amely lehet véges vagy 

végtelen —

J f ( x )  dx =  F(x) +  Cl és J  g(x) dx =  G{x) +  Cg,

akkor az {a, b) intervallumban a két függvény összege, ill. kü­
lönbsége is integrálható, és

/  [ /W  ±  g W ] dx =  F{x) ±  G(;c) +  C.

Az összegfüggvény tehát tagonként integrálható.
2. Legyen c tetszőleges szám, akkor

f  c f (x )d x = c  f f (x )d x .

A c állandó szorzótényező az integráljel elé kiemelhető.

2. Alapintegrálok

Azokat az integrálokat, amelyeket valamilyen elemi függvény 
deriválásának megfordításakor kapunk, alapintegráloknak ne­
vezzük.

o) J  dx =  x +  C. 

rb) I x"dx = ----- r +  C, ahol n bármilyen egész vagy tört
n + 1



lehet, de ri9  ̂ —\ (mert akkor /; -f 1 =  0, és így a szabályt 
mechanikusan alkalmazva, értelmetlen kifejezést kapnánk).

c) W+c.

Ellenőrizzük az integrál helyességét! Legyen x > 0 , akkor

1
[lnW +  C ]'=  [lnx +  c r  =

ha jc<0, akkor

[ln\x\ +  C Y = [ l n ( - x )  +  C]' =  -
1 1

— X  X

d) J e^ d x  =  e  ̂+  C.

e) j  dx =  a >  0 és űf 1.

/ )  J  sin X dx =  — cos x +  C. 

g) J  cos x d x  =  sin x +  C.

í  =  tg X +  C.J cos’‘x

í  dx „
i)  - 2  =  - c t g x  +  C.’ J  sm*;v:

/ t
dx

/ 7^13^= arctg^ +  C.

k) J =  arthx  +  C = -^In | ^ -̂  +C , h a |x |* í l ;  

J =  arcthx +  C =  y l n  ha jxj >  1.

Az 1 függvény tehát olyan függvény, amelynek I-nél
1 —x^

kisebb és 1-nél nagyobb -abszolút értékű számokra más a primi­
tív fü ^ én y e . A kidolgozott példák tárgyalása során mindig 
megadjuk mind a két megoldást.

/)  J s h x d x  =  eh x  + C .  

m) j c h x d x  =  s\lx +  C.

„)

 ̂ C dx . ^

ch^x

dx
sh *x .

=  th x  +  C.

=  — cth X +  C.

r)
dx

=  ar sh X +  C =  In (x +  /x® 4-1) +  C.
Í y í T ^

s)  =  archx +  C =  ± ln (x  +  }^x®-l) +  C.
J

Gyakorló feladatok

1. Határozzuk meg az függvény összes primitív függvényét!

J + C .

Próba:

A továbbiakban a próba elvégzését az Olvasóra bízzuk.

/ - 2 2x̂
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3. J ^ x d x ^  J ’x*í/.x =  y + C  = jV 'a :H C  =  j x J ^ + C .

T

/* 3 _  r  -  3 3 _  3 3 ,_
4 ,  j  ix̂ dx =  jx^dx = y + c  =  y  ^ ; < H C  =  y . v / . x H C .

n \  /• - i-  4 S—
5. j — dx = j x  *ífcc =  — + C  =  y » 'x ^ + C .

7

Az eddigiekben olyan függvények integrálját határoztuk meg, 
amelyek hatvány alakba írhatók voltak. Most olyan függvé­
nyek integrálásával foglalkozunk majd, amelyek az előbbi tí­
pusok valamelyikére vezethetők vissza.

'» 3 + 2

X « dx =6. f  i x i x d x  =  f  x^ x^ d x =  j >
11

r — x  ̂ 6 —  6
= j  x S /a: = — + C  = ~  V ^  + C = —

7 . ̂  = Az integrálandó függvényt előbb egyszerűbb alakra hozzuk 
i x

ntegráljuk.és csak azután 

f x  _ x
3 _  ~

i x  x

3 ^  i .
=  ;c«  = ; c « .

/• — jc® 6 1̂— 6
x ^ d x  ^  l-C =  — V ^ + C  =  — x Y x ^ C ,  

J  1 1 1

6

X X
8. = —  = x \

x'^

/ JL Y* 5 ® 5 *X̂ dx =  — + c  =  —  y ^ + C  =  - ~ ; c y ^ + C .  
6 6 6

i/ ~  Jl L i. JL ± ±
9. y = r a:/a: = (x*x^)^ -  x* = a:® = x*.

/

— x^  3 * 3 
a:® í/.y = — -f-C =  — = — xjG ?+ C .

5 5 5
"3 ’

10. y
1 / ^  JL Í_ JL JL ±  ±
K;cy'A* (x -x^ )*  x^x^^  x^^ x^^ 4- X

t i_ L
>•«^x A® Af’* a:” a:'*

17
/ _L x̂  ̂ 15̂ ®__ 15 i5_

x^^dx  =  —  + C =  — =  — x /x»  + C.
17 17 17
15

11. y = 3â  + — = 3a,-"-|-4a:-®.

Az integrandus összegfüggvény, ennek határozatlan integrálja a tagok 
határozatlan integráljának összege.

/ 3x^ x~* 3 1
(3x^-í^4x-^)dx = ---- + 4 ----- + C  =  — AT'------ +C .

5 - 4  5 X*

1 2 .  = / 2 Í - 3 / í  =  0 ' 2 - 3 ) ) ^ i  =  ( / 2 - 3 ) x * ’ .

T .V * Wv — -----------------------
2  
T

J ( /2 -3 ) ;c *  í/a: = ( / 2 - 3 )  J x *  dx = ------ -f C

=  y ( / 2 - 3 ) x / ; + C .

Ha olyan törtfüggvényt kell integrálnunk, amelynek szám­
lálója több tagú és nevezője egytagú, akkor a számláló minden 
tagját osztjuk a nevezővel, és az így kapott hatványfüggvényt 
integráljuk.

12 13



ebből
27 23

/ ( x » + 4 ; c ’
V x^ x^
) d x  = — + 4 — + C  =

= j Í x > + ^ ^ x ^  + C = ^ :^ )lx + ^ x ^ )lx + C .

3 __ M  16

x*-4x^+2^x ;c‘ -4x'+2a:“ ^
14. y  = ------------------ = ------------ ---------- =  jc“ -4x®  +2x

5 __

)̂ ;c*

r 11 2. 
J  {x^ -4x^'  + 2a:‘ “ ;

21 16

Y®

5 5 15
5 6  ____ 5 5  ____ 1 5 1 5 _  5  6 _  5  5 _  1 5 1 5 _

=  ~ y x ^ ^ — yx^^-h—  y x ^ + c  = — x * ^ x — x ^ y x + —  yx^-^c.  
2 1  4  4  2 1  4  4

A továbbiakban olyan feladatokat oldunk meg, amelyekben 
a keresett primitív függvény egy pontja adott, és az ezen a pon­
ton áthaladó függvényt keressük.

15. >;=3;c; Po(3;2).

A feladat tehát a következő: Határozzuk meg az >^= 3x függvény primi­
tív függvényei közül azt, amelyik a koordinátarendszer Po(3;2) pontján 
halad át.

A függvény határoztalan integrálja: 

r  3x^
/ t o * - — + c .

A feltételt kielégítő függvény legyen:
3ĵ 2

/ ( jc )  =  — + C o .

M ivel/(3)=2, ezért

A feltételt is kielégítő megoldás tehát 

f ( x )  = ^ x ^ - l l 5 .

A függvény görbéje — mint erről behelyettesítéssel könnyen meggyő­
ződhetünk — átmegy a Po(3;2) ponton. Bármely más C értékre kapott 
primitív függvény görbéje nem megy át a Pq ponton!

1 1 “ I-
16. =  —  =  — ^ *; i ’o (4 ;i) .

2^x 2

Az >^(4)= 1 feltételt kielégítő primitív függvényt FoW-szel, a határozat­
lan integrált pedig FW-szel jelölve,

F(x)  =  f  ̂ x ' ^ d x  =  J L - + C = \ Í ^ + C .
. 1

Mivel Fo(4)=l, ezért l = y^+Co, ebből

Co = 1 -2  = -1 .
Tehát

a keresett primitív függvény.

n . y  = - ^ ;  P o ( - i ;  4).
2 ^ x

A  határozatlan integrál ismét az F(x) = ]/x-hC függvény lenne, de
mivel sem az >̂ =  —— , sem az F(x) = } /x+ C  függvény nincs értelmezve 

2Yx
negatív x  értékekre, nem létezik a feltételt teljesítő primitív függvény.

Valamely integrálási feladatot tehát akkor tekinthetünk meg­
oldottnak, ha azt is megadjuk, hogy a megoldásul kapott pri­
mitív függvénynek mi az értelmezési tartománya. Az értelmezési 
tartomány meghatározását általában az Olvasóra bízzuk.
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Megemlítjük, hogy a független változót nem mindig x-szel, 
a függvényértéket pedig nem mindig v-nal jelöljük. Most egy 
fizikai feladatot oldunk meg, a fizikában szokásos jelöléseket 
használva.

18. Az egyenletesen változó, egyenes vonalú mozgás pillanatnyi sebes­
ségét megadó függvény v—at, ha a /o= 0  időpillanatban a testnek nincs 
kezdősebessége: t;=0. Itt v a sebességet, a a gyorsulást, t az időt jelenti. 
Határozzuk meg a test által megtett s utat mint az idő függvényét! Legyen 
s{to)=So=í2m,  Ez azt jelenti, hogy az időmérés megkezdésekor a test 
a vonatkozási ponttól — pl. a koordinátarendszer kezdőpontjától — 1 2  m 
távolságra van.

Az utat mint az idő függvényét, a sebesség—idő függvény határozatlan 
integrálja adja meg.

- f v d t = f atdt — ---- +C.

A C konstans értékét a feltételből határozzuk meg: 

íz* 0
12 =  —  + C  vagyis C =  12.

5 =  - y + 1 2 .

Ez a függvény a tetszőleges a gyorsulással, de nulla kezdősebességgel, 
az origótól 1 2  m távolságból induló pont mozgását adja meg.

Ezután a többi alapintegrál felhasználásával megoldható 
feladatokat tárgyalunk.

/• 5*
19. 5^dx = :— + € .

J  In 5

20. /2 e * í/x  = 2 / e*dx = 2e^+C.

21. J(6sinA;+5cosjf)í/.v =  6 ( —cosjr) + 5 sin A-+C =

= - 6 COSX + 5 sinx-f C.

/*22. / (5 •2'*' +  4 sin A' -  3 cos ,y) {/x = 5 -------4 cos a* -  3 sin a + C.
J  In 2

23. f t g ‘ x O x = 1

A  feladatot e ^  lépésben nem tudjuk megoldani, hiszen nem szerepel az 
alapintegrálok között. Ezért az integrandust ismert trigonometrikus össze­
függések felhasználásával trigonometrikus vagy más alapintegrálokra igyek­
szünk visszavezetni.

dx =/ sin^A c l-co s^ A  r (  ^
---- —  d x =  ------- ------ d x =  — ------1
COŜ A j  COŜ A J ycos^x

=  f — ^— d x -  f dx =  t g x -A + C .
J COŜ  A j

24. f  ctg2 x d x  —1 Az integrandust átalakítjuk:

/cos^A . /*l-sin*A  , r  1 . r ,
- r ^ d x  =  / — —---- dx =  / .  ̂ d x -  l dx =  -c tg A -A + C .
sm*A J  sm^A J sm^A J

/ cos^A -S c
-------------- Ja =  / —
1 +  cos 2a J sir

cos* A —5

26.

- !  

■ /

+  cos2a 

cos* A — 5
2 cos* A 

1 +  cos 2a

-dx

sin* A + cos* A+ cos* A — sin* a 

dx r  S

-dx =

, í/a =  — tgA-f  C. Icos^x 2 2

dx
cos* A — 1 

cos^x

= /

" / f - /
sin* A+ cos* A+ cos* A -  sin* a

— sin* A

/cos* X r
-------dx =  - l  / ctg*Aí/a =
sm*A J

dx =

=  - 2 [ - c t g A - A ] - f  C =  2ctgA+2A+C. 

5 cos 2a . c 5 (cos* a -  sin* a)
dx = / ■ dx =

sin A + cos A J Sm A+COSA 

=  5 /  (cos A — sin x)dx  =  5 sin a + 5 cos a + C .

A határozatlan integrál C konstansát nem szoktuk semmilyen 
számegyütthatóval megszorozni, hiszen C amúgy is tetszőleges 
konstans lehet.

28. í U _______
J  Vcos*a: 5 sin* a

dx =  3 tgA  +  y  CtgA+C.

Most hiperbolikus függvények integrálját határozzuk meg 
úgy, hogy előbb — ha kell — az integrandust alapintegrállá 
alaldtjuk át.

2 Integrálszámítás
16

17



29. /(4 sh x + 2 c h jc ) í/x  =  4 ch x + 2 sh ;c + C . 

' ■ h '
30.

Sĥ JC

y2

dx = - 5  c thx+  C.

31. f  ~ d x  = ^ 2 tb x + C .  
J  ch^x

32. J 5 t h ^ x d x = ?

Mivel th^jc
sh x̂

, és sĥ 'íc =  c h ^ x -1 ,  ezért
cĥ jc

‘ch2jc-l Í/JC
cĥ A:

=  5 ^ -5  th x + C .

fch*jcr . rch x̂ , /•l + sĥAT ,
33. / cth* x d x  = I -----dx = I ---------- dx =J  J  sĥ x J  sĥ A:

=  í  — [■ í  dx= - c th x + x + C ,J sh^x J

f c h ^ x - 2
34. / ----------- dx =7

J  ch2x+l
Mivel ch*;c~sh*jc =1 és ch2;c = sh^jc+ch^-x:, ezért 

j  ch^x—2
(eh* jc -  sh2 x )+ (sh* jc+ ch2 x)

n - i

n ch^x- 2
/ - -  -— - dx =  J 2 cĥ  X

d x  r  d x  X
=  - — thx-hC.ch^x 2o

/• 1 /•ch ĵíf-sh ĵc
35. / ------------- dx =  / -----------------dx =

J  sh jc+ chx  J  shjc+chjc

=  j  (eh X+ sh jc) í/jc =  sh jcH- eh JC+ C.

36. J  - —^  dx —7 A z  integrandus — kiemeléssel — alapintegrállá
2+2x* 

alakítható.

- - Í -  2 J 1+.

■dx
4V5-5X* 4»'5 

38. J ( 6 + 6 x ’‘) " ^ d x  =  J*

L r _ L
]/5'’ VT^

dx  =  — arc sin x + C . 
;c» 4V'5

y6+6x* = - / *] 6̂«' í'l+x*-
dx =

=  —  ar sh a:H-C = -ln(jc+»^I+3^+C =

1^6
-lnC .(x+/T+]í*),

ahol a C =  In Ci összefüggés felírásával a tetszőleges konstans tag he- 
V6

lyett a logaritmus argumentumában tetszőleges szorzótényező lép fel. 

/• 5 5 r  1 ÍF iW , h a W < l ,
■ J  4 -4 x ^  ^  ~  4 J  1 -x*  ~  ha \x\ > 1 .

A függvény határozatlan integrálja két függvény.

-fiW  =  ^ s i r t h x + C  = - ^ In ^ -Í^ + C , ha \x\ < 1 ;
4 8 l-JC

F iM  =  — ar cth jf+ C  =  — I n ^ ^ ^ + C , ha \x\ > 1 .
4 8  x - 1

Ellenőrizzük a megoldás helyességét!

5 1-Jc ( l - j c ) . l - ( l + ; c ) . ( - l )
Fi(x)

5 í - x

5 , 1 + ^— In-------h C
8 l - x 8 1+x ( i - x y

8  1+a: ( 1 - x y  4 1~JC*

Az is(x) függvény deriváltja valóban— •-------, de Fi(jc) csak \ x \ ^ l
4 1-jc*

értékekre van értelmezve, mivel különben a logaritnms argumentuma 0 , «» 
vagy negatív.

Meghatározzuk az Fa(x) függvény deriváltját. Természetes, hogy a deri­
vált csak azokhoz az x  értékekhez tartozhat, amelyekre F2(x) értelmezett.

Fí(x)
5 x-hl ^
- - I n ---- - + C
8  x - 1

5 x - 1  (x -1 )* 1 -(a :+ 1 ).1

5 x - 1  - 2
8  x+ 1  

5 - 1  5
(^-D*

8  ;c + l i x - \ y  4 x ^ - 1  4 1 -x*
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Tehát az F^ix) függvény deriváltja is — •
4

x  + C,f  1 .
2 J  2

J  J»2+l J  X^+l

— f d x — í — -— dx = X—SLTCtgX+C  ̂
J J  JC* + 1

IL IN T E G R Á L Á SI M Ó D SZ E R E K

1. Bevezetés

Ha egy adott függvény integrálját — primitív függvényét — ke­
ressük, akkor feladatunk abból áll, hogy az integrálandó függ­
vényt — ha az nem alapintegrál — igyekszünk azonos átala­
kításokkal, valamint az eddig ismertetett és a továbbiakban is­
mertetendő integrálási szabályok, módszerek felhasználásával 
úgy átalakítani, hogy egy vagy több alapintegrált kapjunk. Ezt 
a célt sokszor többféle módon is el lehet érni.

A legegyszerűbb esetek azok, amelyekben néhány azonos 
átalakítással érhetünk célt. Ilyen példákat már az előző fejezet 
tárgyalása során is megoldottunk.

20

2. f (a x + b )  alakú integrandus

Differenciálással ellenőrizhető, hogy

J f ( a x  +  b)dx  =  +  C,

ahol F(x) az / (a:) függvény primitív függvényét jelöli.
Ugyanis — a közvetett (összetett) függvények differenciálási 

szabályát felhasználva —

F(ax-^b)
+  C

Gyakorló feladatok 

1 . J i 3 x + 2 f d x  =

F'(ax +  b) a =  F' {ax +  í>) =  f { a x + b).

(3x+2)* 1

A megoldás helyességét differenciálással ellenőrizzük:

1 ( 3 a: + 2 ) H C
4(3jc+2)*-3

Í2
O x + 2 ) \
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A továbbiakban az ellenőrzést az Olvasóra bízzuk!

2 . J ( 5 x - 4 y d x  = ^ ^ ^ ^ + C  = ^ ( 5 x - 4 r  + C.

3. J i l x -  16dx =  f ( 7 x -  16) ‘ dx + c  =

=  ^  v ' ( 7 ^ -  1 6 ) ‘ + c  =  ^ ( 7 x - 1 6 )  ilx-  1 6 +  C

=  — ( - 3 x + 4 ) - » + C = -------- í-------- + C9 9 (_ 3 ;,+  4)3

J  e'>’̂ **dx =
5

* x - 7

+ c .

/ 34X-7
= ------- +C.

41n3

7. J  5*-*'rf.

jt-sx  ^1-ax
+  C =  - — — +C.

- 3  In 5 3 In 5

—cos(6jc+4)
— -f- C7,8 . J  sin (6 x +  4) dx =

9. J* c o s (-4 -5 x )< &

10. f ____í___
J  sin»(3A:+2)

” 7

12. f sh (2 -7 x )< fa =  =  — í-ch(2-7A:) + C.
—7 7

sin ( — 4 — 5jt) sin ( -  4 — 5,t)
--------------~s-------------------------------------------------------------j ------------------ + ' ^ -

*  —  í ! £ Í | ± 2 i + C - - l c , g ( 3 , +  2)*C .

cos*( —6jc+4) — 6  6

3. f"(x)/'(x)  alakú íntegrandus

Differenciáljuk az alábbi függvényt:

f ^ H x )
r t + 1  

r^ H x) +  C
« + l

Ebből következik, hogy

n + 1

J f ’'(x)f '(x)dx  = - L ^  +  C ^  - 1 ) .

Ennek speciális esete n =  l, vagyis

f f ( x ) f ( x ) d x = ^  +  C.

Először az utóbbira, azután az előbbire oldunk meg felada­
tokat. Sokszor gyakorlott szem kell annak megállapításához, 
hogy az integrandus ilyen alakú, ill. hogy egyszerű átalakítások­
kal ilyen alakra hozható.

Gyakorló feladatok

1 . f  x> (2x^ + 4) dx =1

Mivel (2x®+4)' =  6x^, tehát az alábbi átalakítást végezzük:

J  x*(2>^+4)dx =  Y f6 x H 2 x > + 4 )d x  =

=  - ( 2 ^ + 4 ) » + C .  

Ellenőrizzük a megoldás helyességét!

+  C.

1 (2 ^ 3  +  4)2 +  c
2(2x^ +  4)-6x^ 

Í2
=  x  ̂(2x  ̂+  4).

/ /% sin  ̂X 
sin x c o s x d x  = J  sin x*(sin jc )' dx =  —----- h C.
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/ \nx  ̂ /* , 1 , ^
------dx =  / (In x ) ~ - d x  = - — + C.

X  J X  2

4. J(2x»+4yx> dx  =  6x^(2x^+4ydx =

l L ^ J i > V c  = l(2 .3 ,4)e^-C .
6  6  36

Ez már az általános esetre volt példa! Ellenőrizzük a megoldás helyességét:

;i(2x’+4)»+C
3o

6(2x -̂i-4r-6x^
36

= xH2x̂  + 4y.

A  többi feladatmegoldás helyességének ellenőrzését az Olvasóra bízzuk.

1 (6x̂  + 4 y
18

- + C =

= ^Y(6x^+4y+C = ^(6x^ + 4)y6x  ̂+ 4 + C.

6 . f ---- ----- dx = -  ̂f  2x(x^ + 6) “ dx =
J Ílfi + 6 2 J

+ C =)^x^ + 6  + C.

/• /• -(l-e*)‘
7. j  e * ( l- e * ) ’ í& = - j  -e * ( l-e * )» ííx  =  -^ ----------- +  C.

8 . J s in ‘ A:sin2 A:ífo:=?

Itt először trigonometrikus összefüggés felhasználásával igyek­
szünk a kétszeres szöget kiküszöbölni.

/ sinx r  
-----------dx =  I sin.Y(cos:>f)

f c ö ^

=  -  y* ( -  sin x) (cos x)  ̂dx = - -+C = -3»^cö^+C

/•sinS;*̂ : nsin^x 1 ,  ̂ 1 , tg®A: _
10. / --- — = / --- --------— í/x = / tĝ AT----— í/aC = —̂ + C .

J  cos’ a: •/ cos^;c cos^^ J  cos^;^ 6

/ '(a rc tg ^ ) 2  ^ xo 1 , (arc tg x)®
11. / -------------dx = I (arc tg x y --------dx = -------J  l+x  ̂ J  1+x̂  3

+ C.

f '(x)4. ■—■--• alakú íntegrandus
J\^)

Differenciáljuk a következő függvényt: 

ln |/(x )K C .

[ ln |/w i  +  c r = - ^ .

Ez egyszerűen belátható külön / ( x ) > 0  és külön / ( x ) < 0  
esetére. 

Ebből következik, hogy

/ ’/ w
/w J;c =  ln |/(x)| +  C.

Gyakorló feladatok 

2x/ 2x
^2^7 ^ ln(A;24-7) + C.

Ha a nevező bármely .v-re pozitív, akkor felesleges kiírnunk az abszolút 
érték jelét!
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/ 5x
--------- í/x =  ? A  nevező deriváltja 3x^, ezért kiemeléssel, ill bő-

x^ + 4
vitéssel átalakítjuk az integrandust:

f  — dx =  “  /* 3 ^— = -^lnix3 + 4| + C. 
J x̂  + 4 3 J x̂  + 4 3

/ 4 sinx . 4 r  - 5 s in x  ^ i ,c ,------------- dx = ------  ̂ / ------------- dx = ------In 15 COSX + 41 + C.
Scosjc + 4 5 J 5 cosx-¥4

4 sinx
i COS X + ̂

5 sin 2x
4  ̂ f ---- !íü±!—dx =? A nevező deriváltja: (sin2x+127r)' =

J sin^A:+I27r
=  2sin xcosjc . A számlálót átalakítva: sin2x =  2 s in x c o sx .

h
5 sin 2x

sin2 ^ +  127T 

- s i n 2 x

-dx J SÍ
2 sin .V COS Xí/x: = 5 In (sin2 x+  12ti)-\-C.
sin2^+ 12;r

dx =1  A nevező deriváltja: (S + cos^jíc)' =
5-f-cos2^

= 2 cosA:(-sin>f)= - 2  sin a: cos x =  -  sin 2x.

— sin 2x 
5 + coŝ :v

'■ I  

f

6. Í - J í -------
J  COŜ JVtgJV j  tgx

1

/ dx _  sin^.
sin^xctgjv J cigx

dx = In (5 +  cos^ x) -f C. 

1

dx =  - I n  |ctgAf| + C.

/ r sin X r —smx
t g x d x =  / ------- dx = -  --------- í/jr =  -ln lcos;c|4-C .

J cos X J cosx
1

9. í — í— dx = I — dx = ln |lnx|4-C .
J X InX J Inx

1

10. f -------- í-------- dx f —— ^  (/at =  In |ar th + C.
J (x̂  — 1) ar th a: J ar th x

» • / c'’*='+3
dx =  In |e®*+31 +  C.

5. Integrálás helyettesítéssel

Differenciáljuk az y  =  F[u{x)] közvetett függvényt x  szerint!

dF[u{x)] duix)
^ du{x) ' dx ’

ül. rövidebben felírva

y ' = ^ ' ^ =  / ( “) «'> ahol F'(x) =  f(x).

Ebből következik, hogy

J /■[« W ]«' W  dx =  - ^ d x = j f ( u )  du =  F[m(x)] +  C.

A fentiek alapján könnyen belátható a következő szabály: 
Ha egy olyan szorzatot kell integrálnunk, amelynek egyik ténye­
zője egy közvetett függvény, másik tényezője pedig e közve­
tett függvény belső függvényének deriváltja, akkor a belső függ­
vényt új változóval helyettesítjük, majd úgy integrálhatunk, 
mintha a belső függvényünk lett volna a független változó.

Sokszor nem látható közvetlenül, hogy az integrandus ilyen 
alakú, ill. átalakítással ilyen alakra hozható — és még ha ilyen 
alakra hozzuk, sem biztos, hogy integrálható függvényt ka­
punk —, mégis érdemes behelyettesítéssel próbálkoznunk, mi­
vel az — főleg bizonyos gyakorlat szerzése után — számos eset­
ben eredményre vezet.

Más esetekben bizonyos típusú helyettesítés mindig célra 
vezet. Ezeket később tárgyaljuk.

A helyettesítést az alábbi módon végezzük: Ha u{x) =  t, akkor

^  =  u'(x), és így u'(x)dx =  dt, vagyis

Í f { u {x ) ]u \x )d x  =  f m d t  =  F{t) +  C, 

ahol most már visszahelyettesíthé^k í =  w(;c)-et.
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Gyakorló feladatok

1, /(3.x: + 2)’ f/.v

Ezt a feladatot már a 2. pontban is megoldottuk, de most alkalmazzuk 
a helyettesítés módszerét.

Mivel hatvány integrálása igen egyszerű, ezért legyen 3x + 2 = r, vagyis
t - 2  dt 

A' =  —— , te h á t  d x = - - .

Vagyis

f ( 3 x  + 2yd x  =  4 - f = ^ ( 3 x  + 2)* + C.
J  3 •/ 3-4 12

2. VTa: -  16í/;c =  ? A feladatot helyettesítéssel oldjuk meg.

í+ 1 6  dt 
Legyen 7a:- 16 = vagyis a =  —-— , ebből dx ^

______  1 Í r -  4 -
p x - 1 6 d x  =  ~ j  = dt = —  + C  ^

4 V
=  — (7 a-1 6 )" -hC = - U l x - \ 6 f + C  = 

=  ^ (7 a -1 6 ) |/7 a :-1 6 4 -C .

/ r
l

3a+ 4)̂
- í/a = ?

Helyettesítés az előbbi módon: - 3 a -{-4 = vagyis a =  

es dx —

t - 4  4 - r
- 3  3

f ------------- dx =  f  ( -3 x -^4 ) -* d x  = -  f  t ' ^ —  =
J  { - 3 x  + 4y J  J  3

Í r  1 t-^ 1 1 ^ 1  1
“ ” t / ^  ^  ~  9 ( - 3 a  + 4)«^ "

4. +

t - 4  dt 
Legyen 5 a+ 4  =  t, ekkor x  — ------és dx =  — .

5 5

f  ê”**dx = ^fe‘dt = —e‘+C = —ê’‘**+C.
J 5 J 5 5

5 .  / 3 * ' - ’ < i c = ?

Legyen 4 a - 7 = r, ebből x  =  és dx =  — .
4 4

/ I n  1 3‘ 3̂ "̂’
3 ^ -V ;c  =  -  r y d t  =  + C  =  ^  +C .

4 •/ 4 In 3 4 In 3

6. /5»-»*<fe=?

Legyen 2 - 3 a  =  t, ebből a  = ~ ^  =  ~ T ~ ’ ~  ~ T ‘

/ I /• 1 5 *  —5*"*^
5^-^-dx =  - -  /  5*^/ =  -  =  — — + c .

3 J  3 1 n 5  3Ín5

7. f  sin ( 6 a + 4) dx =1

í - 4  dt 
Legyen 6a+ 4  = t, ekkor x  = ------és dx =  — .

6 6

1 . cos/ cos(6 a - f 4)
sin(6A+4)í/A =  — / sin/</í = -------- + C  = ----------------  ̂+  C.

6 •/ 6 6

8 . / c o s ( - 4 - 5 a ) í / a = ?

 ̂  ̂  ̂+ 4 / + 4 , . dt 
Legyen - 4 - 5 x  =  í, ekkor a  = — — = ---- —  és dx

J c o s ( - 4 - 5 x ) d x  =  —^  J c o s  td t  =  =

=  - y  s in ( -4 -5 A )+ C .
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9. f ------- í------- d x = l
J  sinM3A: + 2 )

t - 2  dt 
Legyen 3jr-f 2 =  /, ebből a: =  dx =

r  1 1 r  dt 1
/ ---------------- dx =  — / --------= ------ c tg /+ C  =

J  sin^(3A: + 2 ) 3*/ sin*/ 3

=  - y  ctg (3a: + 2) + C.

10./
cos2 ( - 6 at + 4)

=?

4 - /  - d t  
Legyen ~ 6 j: + 4 = í, ebből ,v = ------és dx =  —7 —

/ cosM -6 x 4-4)
5 /• í// 5^  tg/ + C:
6  •/ cos* r 6

= — 7 t g ( - 6 ;c + 4) + C.
6

1 1 . /sh (2 -7 x )< £ c  = ?
2 - t  dt 

Legyen 1 - l x  =  /, ebből a: =  - y -  és dx ~  .

J s h ( 2 - 7 x ) d x  = sh rf/ = - y c h / + C  =

ch{2-7Ar)
-+C .

- / i
í/jC 1

:? Próbáljuk meg az integrandust — —  alakra hozni! 
25 +  jc» 1 +  /*

Ehhez előbb kiemeljük az integráljel elé a nevezőből a 25-öt:

/ dx 1 ^
2 5 + ?  25 J

dx

1 + ( f
Most az -j- =  / helyettesítés vezet célhoz. 

x  = 5t és dx=5dt.

/ dx \ p 5dt 1 n dt 1

2 5 + ^ ^ ^ J  l + 7 ^ ^ y i  l+/i> = y a r c t g í  + C

1 x
= y  a r c t g y  +C .

13. Az előbbi feladatot általánosan is megoldjuk: 

dx
=  7

á^+x^
ö*-et kiemeljük a nevezőből: 

1 /• dx

Legyen — = í, ebből x —at és d x—adt. 
a

/ dx \ r adt 1 n dt 1

1 JC
— arc tg — \-C, 
a a

/
dx

3 6 + 16a:*
= 1 Az  integrandus nevezőjéből 36-ot kiemelünk, így

érjük el azt, hogy a tört
1 + r* alakra hozható.

I 36+ 16x* 36
\ ^  dx 1 f  dx

J  ! +  [ - )  J  l+ (yA rJ

2x 3 3
Legyen —  = t, ebből x  = — t és dx = —  dt,

r ^ d t
r  _  W  2  1 /• rf/ 1

J  36+16x» “  36J l + /» 24J  l+ í»  M

1 2 jc ^
- a r c t g y + C .
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15. Az előző típusú feladatot általánosan is megoldjuk: 

dxf  —  
J

Az integrandust kiemelésével alakítjuk át: 

dx
I

1 1  ̂ dx

Legyen —  = t, ebből x = és dx = ~ d t ,  
o b h

a .— dt
b \ r  dt 1 

------- =  — / -------- =  — arc tg / -f C
i + r 2 abJ  1 + / 2  ab ^

=  —  arc tg -----h C.
ab a

16. = ? Tudjuk;juk, hogy f —_________ _ _____  alapintegrál. Ügy
V 36-16^2 Y T ^

próbáljuk átalakítani az integrandust, hogy az új változóban ilyen alakú 
legyen:

1 dx

4a'2
1 -

(2x,  ̂
3~

Helyettesítsünk:

2jc 3 3
t — — , ebből X — — t és dx — — dt.

r  dx _  1 / 2  _  1 /*
J  V36-16x» jAiTITi

1 1 Xv
=  — arc sm í + C =  — arc sin — + C. 

4 4 3

32

17. A fenti típusú általános feladat: 

dx 1 .  dx

Elvégezve az alábbi helyettesítést:

r  — dt
r dx l I b í r  dt

1 . ^ 1  , b x  
=  — arc sm r 4- C =  — arc sm — h C. 

^ b a

18.
í/X

1 + (¥)“
5v 4 4

Legyen t =  — , ebből .v = — t és dx = — dt.
4 5 5

r  — dt
r dx 1 / 5  l r dt

^  /Iő + H y ^  4 J  /y+T^ 5 J  |/7 7 7 í

1 1 5x 1
= — ar sh í 4- C = — ar s h ---- H C =  — In

5 5 4 5

19. A fenti típusú feladat általános alakja: 

dx 1 /. dx

^C.

f U^ + b-x'-
1 + ?)■

bx a a
Legyen t — — , ebből x =  — t és dx = — dt.

a b b

3 Integrálszámítás
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/
dx 1 í  1 r  dt

o J  Vi+t* * •' VT+TíU*+b^x* / l  + í»

=  -7- a r s h /+ C  =  — a r s h — + C  =  4 -ln  
b b a b r R ? ) ’ + C.

20.
dx

=  ? Reméljük, hogy az integrandus kiemeléssel és
V25;c*-36

/ dt
alapintegrállá alakítható. Ennek érdekében

y 7 ^
alábbi átalakításokat és helyettesítést végezzük el: 

j  dx 1 ^ dx

az

V25x2-36
1

5x 6 6
Legyen r =  — , ebből x  = — t, és dx = — dt,

6 5 5

c
r  dx 1 / 5  \ n dt

^ V25;c»-36 i^TTTT 1^7^31

1 1 5x (Sx i f B  i
— a r c h /+ C  =  — areh — + C  =  ± ln  I — + ^ — x ^ - l \  + C.
5 5 6 v6 ^ 3 6 /

21. A fenti típusú feladat általános alakja: 

dx 1 ^ dx
I

bx a a
Legyen / =  — , ebből a: =  — t és dx = — dt. 

a b b

r  — dt

/ dx 1 I b 1 í* dt

/ í » - l  b J

1 1 bx , l /  (bx
=  — a r c h /+ C =  — a rc h -----hC =  ± ln  — H l/I —

b b a I a  ̂ V ^
-1 •f C.

22. f —J  4 9 -

/ dx l p  dx
A9-25x^ ~ ^ J  *

5jc 7 7
Legyen  ̂= ebből x  = —  t és dx = —  dt,

r ^ d t
n dx W   ̂ I r  dt

J  49-25a:2 49J l - í *  35J  l - />

í ' i ( 0  =  ^ a r t h / + C i  =  ; ^ I n ^ + C „  ha |í |- = l .

1 1 í + 1  
fa íO  =  — a rc th /+ C j =  —j  + C j ha |/| >1 .

Tehát

/ dx 
49 -2525a:2

1 + ^1 5jc 1 7 7
-  ar fh y  + C, =  -  ' " - ^  + ha W -  - ;

1 5x 1 T ’*'* 7
- a r c t h - + Q  =  - I n ^ + Q .  ha |x|

7

23. A fenti feladattípus általános alakja:

/ dx l I* dx
a^-b^x  ̂ ""02/ bxY ’

•' - b )
bx a a

Legyen / =  — , ebből x  = — t és dx = — dt» 
a b b
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r —dt

/ dx  ̂ ^ 1 i* dt
^ W  l - í«  \ - t^  ^

1 1 1 + /
Fiit) =  — arth/ +Ci =  ^r-rln------+Ci, ha U( < 1 ;

űr  ̂ l á b  l - t

F^it) =  -^arcthí+Ca =  ha |/1 >1.
ab 2ab í —l

Tehát

í  —J « » -
íic
6»a:*

I + -
1 bx l a a

—  a r t h — + C i = - — In----- ha \ x \ ^ - - ;
ab a 2ab bx b

a

-  1
\ bx \ a a

—  a rc th — +Ca =  - — In -------- + C2 , ha \x\ >  — .
ab a láb bx b

24. / . - »  COS x d x = l  Mivel integrálása igen egyszerű, próbál­
kozzunk a /= s in x  helyettesítéssel;

Itt az inverz függvény felírására és differenciálására nincs is szükség, 
dt

mert ebből — =  cosx és így dt —cos xdx  az integrandusba közvetlenül 
dx

behelyettesíthető:

j  é '"^ 'co ixdx  = f  ̂ d t  = e‘+ C  = e " ‘' ’‘ + C.

2 5 . /  sin x d x = l  Most helyettesítéssel alakú kifejezést igyekszünk 
kapni az integrandusban.

Legyen t=cosXj  ebből d t=  — sin xdx  és

/ 5 C0S X x d x  = - J  5‘d t = -
5* 5̂ ®*

■+C = — ——-fC.
In 5 In 5
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26. /  (3a'2 + 2 ) sin (x^ - i -2 x - 4 )d x = ^

dt
Legyen t = x^-\-2x-4,  ekkor — =  3jc*+2 és í/í =  0x^ + 2) dx.

dx

j  (3x^-h2) sin (x  ̂+ 2 x -4 )d x  =  f  s in td r = - c o s t + C  =

= -c o s  (x  ̂+ 2x-4)-hC ,

27. / ---------dx = ?
J 1-fe"

I. Megoldás:

Legyen .x = In /, és így dx =

C c dt c  1 C t
/ ---------d x =  / --------;------- =  / ------------- d t ^  / --------dt.

J l-^e  ̂ J / J l + t t J \-\-t
Az átalakítás során fehasználtuk aze*“*=/, ill. =  azonosságokat.

A primitív függvény most még / függvénye, ezt x függvényévé kell 
alakítanunk.

f  - - f l ^ c i x  = e ^ - l n \ l  + e^\ + C,
J l-i-e""

ugyanis .x=ln/-böl / =

II. Megoldás:

Ezt a feladatot megoldjuk még úgy is, hogy függvényt helyettesítünk új 
független változóval:

/ l+e -̂
- d x = ‘}

dt at
Legyen t=^e^, ekkor — = e'" = t és így dx = — .

dx t

f - ^ d x =  f  — =  f  ~ ^ d t .
J  1 + e* J 1 + t t J  1 + t

Látható, hogy most is az előbbi integrandust kaptuk, amelynek primitív 
függvénye r - ln  11 + í| -t- C, amint ezt az előbbiekben kiszámítottuk.
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28. / / T ^ < f e = ?

Ha most az x  független változó helyett a Miek szinuszát vagy koszinuszát 
vezetjük be, akkor a  gyökkifejezés kiküszöbölhető.

/. Megoldás:

Legyen A:=sin í; d x^cos  tdL

f  y 1—;c*dx = f  y l - sin* t cos td t  = f  cos t cos td t  = f  cos* / dt.

r  iH-cosZí r 1 r c o s 2 t  
j  í í - x * d x = = j  -------------d t = j  — d t+ J  =

1 sin 2 /
- T ' + —

A primitív függvény a / változó függvénye. Ezt kell átalakítanunk az 
X változó függvényévé.

Mivel x = s in t , ezért / =arc sin x, ül. sin 2t = 2 sin í c o s t  = 
=  2  sin /Vl — sin* t =  2 x ^ 1 —jc*, így

II. Megoldás:

Oldjuk meg a feladatot j:= cos / helyettesítéssel is:

/  f T ^ * d x  = ?

Legyen x=cos r, ebből dx=  - s in  t dt,

j  y i-jc*  dx = f  / l - c o s *  t ( -  sin /) í// =  / -  sin / sin t dt

= - f  sin* t dt.
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1 • o l - c o s 2 r Mivel s m * í= ------------- , ezert

r f----- - /• l-co s2 í /• c o s2 í-l

sin 2t 1
— — í+ C .

dt

4 2

Az eredményt ismét x  változójúvá alakítjuk: x=cos í, és ebből / = arc cos x\  

sin 2t = 2 sin í cos í =  2  V l-co s* / cos / =  2 x ^ l-jc* .

A két módszerrel kapott primitív függvény alakja különbözik egymás­

tól, mivel azonban arc cos a: = -  arc sin jc, ezért

;r arc sin x
-+ C  =

a: ------ arc sin jv _  n

A két primitív függvény tehát csak a konstansban különbözik egymástól, 
vagyis lényegében megegyeznek.

29. /  yr+x*  í/x =  ? Az integrandusban levő gyökkifejezés sokszor 
kiküszöbölhető, ha felhasználjuk a hiberbolikus függvényekre tanult né­
hány azonosságot, amelyek közül néhányat most felírunk:

ch*x—sh* a: =  1 ;

sh 2 jc =  2  sh Aí eh x;

eh* jc+sh* X =  eh 2x.

Ezekből kapható még:

l + ch 2 A:
eh* jc =  

sh*x =

2  ’ 

ch 2 j c - l
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Legyen most A:=sh t, ugyanis ekkor a négyzetek különbségére vonatkozó 
azonosságot használhatjuk fel:

dx=ch t dt\

J  ^T+x^dx =  J  j /I+sí?7ch /í / /  =  J c h ^ t d t  =

• 1 + eh 2í t sh 2í
—-----dt =  — —-+C.
2 2 4

Visszaalakítjuk az eredményt a: függvényévé; .v=sh t, ebből í= a r  sh ;<•.

s h 2 í =  2 s h íc h /  =  2  sh / / l  + sh  ̂/ =  2 x Í W x ^ .  

így a feladat megoldása:

/> '
------  a rsh x
l^rx^dx  = ---------+ — ------- -f C

j }!x^—\ dx — 1 Most az x = c h í  helyettesítés vezet célhoz, 
ugyanis dx=shtd t ,  és így

/  Í x ^ - \  dx = f  )^ch2 1 -  1 sh td t  = j  t dt 

- /
eh 2 í -  1 sh 2 r t 2  sh / eh / t

Az eredményt x függvényévé alakítjuk:

sh 2 / =  2  sh í eh í =  2 x ix^  -  1 ; í =  ar eh jc.

C /—-— X ix"  ̂-  1 ar eh .r 
j U ’ - u . . — ------------J - + C .

31. =  ? Ez az integrandus a 28. feladatéra vezethető
vissza.

f f Í 6 ^ d x  =

Itt már függvényt helyettesítünk függvénnyel:

— = s in /;  ;v =  4 s in /; dx=4 cos td t,  
4
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f  Í l 6 - x ^ d x  =  4 J  /1  -  sin^ / 4 cos td t = 16 f  cos  ̂íd t  =

= 16 dt+S J  Qosltdt =
2

sin 2t
- + C =  8 /+  4 sin 2/ + C.

X X 1 /  /  jc y
r = arc sin — ; sin 2 í =  2  sin í cos / =  2  — 1/ 1 -  — .

4  A  ̂ \ A )

j  í̂ \6~x'^dx = 8  arc sin^-f-2 .Y |/ 1 -  —j  +C .

32. A típus általános alakja és megoldása:

bx 
\ a  )

dx.

bx , a , a
— = sm ii\ X ~  — sm w; dx = — cos u dii. 
a h b

j  ^a^-b^x^dx = a J ^ l - s \ n - i i  •^ co s i t du  =  y Jcos^udu  =

u sin 2u
7 "^  4

+ c.

u = arc sm
, b x
m — ; sm 2u — 2 sm u cos m =  2 — \  1 -  — I .  

a a  ̂ \ a )

bx 1 bx-\[^ fbx)
m — -f — —  y  1 -  —

a 2 a '  V a ^
b'^x' -̂dx = — 

b
■ arc sm

+ C.
bx ax i /  ibx 

= — arc sin— + — 1/ 1 -  — 
2b a 2 ' V ű ,

33. /  S2$ + x^dx =  ?

J Í 2 5 + ¥ d x  =  5/ y  * ^ ( y )

Legyen y  =  sh vagyis a: =  5 sh m; így dx =  5 eh du.

+ C =
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J  ]/25-\-x^dx = 5 f  V1 +  sh* w eh udu — 5 f  eh  ̂udu —

' /
l +  ch2«

du = 5
' II sh 2u 

4
+  C =  — w + --sh  2u+C. 

2 4

X X "X [  l X
M =arshy; sh2M = 2shwch« = 2 * - j - 1  +  l y j  .

J  }j25+x^dx =  y a r  sh y + Y A c |/T + ^  y j  +C .

34. A típus általános alakja és megoldása:

J U *  + b‘x’‘dx = a J | /  l +

bx a a
Legyen— = shw; vagyis x = — shw és dx = — chudu, 

a b b

J  ]/â  + b̂  x  ̂dx = a j  y T + s h ^  •— eh udu = — J  ch  ̂u du

/• 1 +  eh 2m_a^ f i
"^~bJ ' 2 "'" = 7

u sh 2u 
4

+ c.

bx bx 1 /
jc =  a r s h — ; sh 2 « =  2 shwchw =  2 — \  1 + 

a a '

i -̂\-b̂ x̂ dx = — 
b

1 bx bx 1 r
— a r s h — + — 1/ 1 + —
2 a 2a * v ű j

+ C =

(fi , öATír ^
=  — a rs h — + — ^  1+ — + C  = 

2  ̂ a 2 f ^a)

bx X
■■ Y  )/ö2+ 6^ + c.

35. J ^ x* -1 6 d x  =  4

Legyen — =  eh /; vagyis ;c =  4 eh /; így dx = 4 s h í  dt. 
4
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/ l ' x * - 16 d* =  4 / >^ch*t - 1*4sh írfí =  1 6 /sh » /rf/ =

= 16 = s j (ch 2 í - l ) r f /  = 8 ^ í ^ - 8 /+ C  ^

, - „ c h Í . s h 2 , - 2 , h , c h , - 2 ^ y ( | ) ’ - l .

-8arch-^+C  =

=  — y ^ ? ^ - 8 a rc h — +C .
2 4

36. A típus általános alakja és megoldása:

J  U^x*-a*dx = a J* ] /

— = eh /; X = — eh /; dx = — sh r dt, 
a b b

j  ib ^x^ -a ^d x  =  a J y c h ^ u - l - ^ s h t d t  = sh*rí//

‘ t I
ű* r c h 2 r - l  a*

------- dt = —
2  b

sh 2t t 
~ 4  T

Mivel r =  ar eh — és sh 2/ =  2 sh / eh / =  2 — m  - 1 , ezért

2 b x ^ l { b x y   ̂ cfi ^ b x  ^
/ }/b^x^-a^dx =  — ----- \  \ — I - 1 — - a r c h — |-C =

J  Ab d '  \ a )  2b a

a x i / ( b x Y  ’ ű* ^ b x
“  2  r [7 ) Yb^^  ̂ 7 ^

ű* bx
—  U ^ x ^ - a ^ ----- ar eh — + C
2  2b a
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6. Parciális integrálás

A parciális integrálás szabálya a szorzatfüggvény deriválási 
szabályából kapható az alábbi módon:

Legyen u =  u(x) és v =  v(x), akkor (uv)' =  u'v-\-uv\
Mivel u'v =  (uvY — uv\ ezért

Ju 'vd x  =  J  (uv)' dx — J  uv' dx,

vagyis

J u 'v d x  =  uv— Juv' dx.

A módszert általában akkor érdemes alkalmazni, ha az integ- 
randus olyan szorzatként . írható fel, melyben az egyik — w'- 
ként felfogott — tényező integrálja ismert, a másik — v-\d  
jelölt — tényező v' deriváltját könnyen meghatározhatjuk, és 
fuv'dx  könnyebben meghatározható, mint fu 'vdx .  Általá­
nos módszert nem adhatunk arra, hogy a szorzat melyik té­
nyezőjét válasszuk w'-nek, ill. i;-nek, de az egyes feladatok, ill. 
feladattípusok megoldásakor választásunkat megindokoljuk.

a) Hatványfüggvénnyel szorzott exponenciális, trigonometri­
kus és hiperbolikus függvények parciális integrálása. A derivá­
lás a hatványfüggvény fokszámát csökkenti, az integrálás a tri­
gonometrikus (csak szinusz és koszinusz), exponenicális és hi­
perbolikus (csak a szinusz és koszinusz hiperbolikus) függ­
vényekét nem változtatja. PL: (shx)' =  chx  stb. Ebből követ­
kezik, hogy az ilyen típusú integrandusok úgy alakíthatók át 
egyszerűbb alakra, hogy a hatványfüggvényt válaszjuk í;-nek 
és az exponenciális, trigonometrikus, ill. hiperbolikus függvényt 
w'-nek.

Gyakorló feladatok

1. / xé""' d x = l  (Itt és a továbbiakban k  valós számot jelent.)

így

Legyen v = x  és u' = ; ekkor t?' =  1 és u — —
k

dx xe^^
+ C.
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Ellenőrizzük a megoldás helyességét! 

(xê ^
k̂

kx
= xé̂  ̂+ -----------= xê .̂

k k

A deriválás alkalmával vigyázzunk arra, hogy az első tag 
szorzatfüggvény! A többi feladat megoldásának ellenőrzését az 
Olvasóra bízzuk.

2 . f l x s in ó x d K  =?

— cos 6x ,
Legyen v = 2x; u' — sin6x; tehát v =2; w = ----------- . így

J  2x sin 6x dx = 

— X cos 6 a: 1

-  2x cos 6x
- I

-  2 cos 6x
dx =

1 p - x c o s 6 a' s in 6 x 
- -  J  cos 6x dx = -------------H----- 77— + C.

18

sin 4x

3. f  4xcos4xf/x  =7

Legyen v=4x\ u '= cos4x; ekkor t)'=4; u=-
H-

J  4x cos 4x dx — X  sin 4x — j  sin Ax dx =  sin 4a:

4. /  6 a: sh Ix d x  =1

cos 4 x
-+C .

Legyen v = 6x; u' = sh7x;  ekkor v' = 6; u —

r , ^ , 6xch7x  r 6 c h l x  
J  6x sh 7x dx = ------------- J  — -—  dx —

5. /3 x c h 4 x í /x  =?

eh 7a-

6 a: eh Ix  6  sh Ix
4 9

4-C.

Legyen v = 3x; ii' = ch4x; ekkor v' = 3; w =
sh 4 a:

/ 3a: eh 4x dx =
3x sh 4ac /• 3 sh’4A:

- f - - dx =
3 a: sh 4 a: 3 eh 4x 

4  i? "
-4 -C .
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Ha a hatványfüggvényben x  magasabb hatványa is szerepel, 
akkor a parciális integrálás módszerét szükség szerint ismételten 
alkalmazhatjuk. Most ilyen típusú feladatokat oldunk meg.

6. f x ‘ e*"dx=l

e*’‘
Legyen v= x’‘i u'=e*“; ekkor v'=2x; u=  ——.

4

J  e** dx =

A parciális integrálás módszerét alkalmazva, a második tagban integráns 
dúsként ismét szorzatfüggvényt kaptunk, de ebben a hatványfüggvény fok­
száma már eggyel kisebb, mint előbb volt, az exponenciális tényező lénye­
gében változatlan. Erre ismét alkalmazzuk a parciális integrálás módszerét.

fxe^*dx=l

Legyen Vx=^x\ ekkor r í = l ;  Wi= — .
4

/ xê * í* 1 1
xe*-dx = ---- f ^ d x  =

4 •/ 4 4 16

A kapott eredményt visszahelyettesítve:

Jx ^ e * ^ d x  =  ^ x ^  e‘* - Y x e * * + ^ e * '‘+C .

7. f 3 x ‘ sin5xdx =7

Legyen v = 3x^; jc' =  sin5jc; ekkor v' = 6x; «= -
— COS 5a:

sin 5a: dx
-  3x^ cos 5x r  COS 5x

dx =

3 6  /•
= ----- jc* cos 5x+ — X cos 5x dx,

5 5 J

A  második tag integrandusa szorzatfüggvény, amit ismét parciálisán 
integrálunk.

f  X  cos 5xdx =1
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Legyen Vi=x; wí=cos5jc; üÍ = \ ;  Ui =
sin 5x

J x c o s S x d x  = - ^ x  sin 5 x - ^ J sin 5x dx

1 1
=  y jv s in  5x + — cos5x+C,

A feladat megoldása tehát:

r  3 6  6
/ 3 ^ 2  sin 5xdx  — jc® cos 5;c H—-  x sin 5x-i------cos 5x +  C.

5 2JT 125
kizzük a megoldás helyességét!

( 3 6  6  V
I — — cos ^ ^  5a:+ Cl =

6 6 6 6
=  —^  a: cos 5,v + 3x^ sin 5x+ — sm5x-h —  x  cos ^  sin 5x =

=  3x^ sin 5a:.

A feladatot tehát helyesen oldottuk meg.

8 . f x s h x d x = = l

Legyen v—x; u' — sh x; ekkor t?'= \ \ ii — c\\ x.

j x s h x d x  =  a: eh a: — j oh x d x  =  .v eh jc — sh a:+ C.

9. /;e3sh2xíic =  ?

Legyen v = x^; ii' — sh 2x\ ekkor v' = 3x^\ u —
eh I x

J  x^ sh lx dx  =  — x  ̂eh 2x — ̂  J  a:̂  eh 2 jc dx,

A  második tagra ismét a parciális integrálást alkalmazzuk: 

f  x^ eh 2x dx =  ?

Legyen i\=x^; u[ = oh2x\ ekkor vi = 2x; Ui =  

J  x ^ c h lx d x  =  yA c^sh l;^ -J x s h l x d x .

sh2A:
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A szorzatfüggvényt újra parciálisán integráljuk. 

f x s h Z x d x  = ?

Legyen V2 =x; U2 = sh2x; vagyis v'o=l; z/, =  — ch2,v. 

J x s h l x  = y ;> rch 2 A :-Y  J eh 2xdx =

1 1
= — x c h l x -----sh2x-{- C.

2 4

Az eredeti integrál tehát

/ jc® sh 2x dx — — x^ eh 2x -  — a-2 sh 2a' h---- .v eh 2 x ------sh 2x -|- C.
2 4 4 8

b) Logaritmus^, area- és arkuszfüggvények integrálása. Ezek 
a függvények olyanok, hogy integráljukat nem tudjuk közvetle­
nül felírni, deriváltjukat viszont ismerjük. Ha ilyen esetben az 
integrandust olyan függvényszorzatnak tekintjük, amelynek egyik 
tényezője az azonosan egy függvény, a másik tényezője pedig az 
integrandus, akkor a feladat gyakran megoldható. Ezzel a fogás­
sal esetleg más típusú integrandus esetében is célt érhetünk.

Gyakorló feladatok

1 0 . / Inxrfx = ?

Legyen v = \nx; u '—l: ekkor v'=  — ; u=x. Ekkor
A*

J  In a: í/a =  A'In A* — J  — x d x  = A*lnA -A  + C.

11. / \%xdx = ?

Legyen v = \gx\  í/=1 ; tehát v'=  ~lgé»; m=a.
A

j  \%xdx =  x l g x  — f  Igedx = x  lg a -  a  Ige-hC.

Megjegyzés: Itt lg 0,4343 értékkel számolhatunk.
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12. J  arc sin xdx =  ?

Legyen i; = arcsinA; « '= ! ,  tehát v' = -
V1 - a 2

/ arc sin xdx  = a  arc sin a  — f .. dx.

Vegyük észre, hogy a második tag integrandusát csekély átalakítással 
/ ” W / '  W  alakra hozhatjuk, melynek integrálja már közvetlenül felírható:

C X  Í r  - -
—= = - d x = - - U \ - x ^ )  ^ ( - 2 x ) d x  =

^  2  J

1 ( 1 - a V  
T  i

T

+ c = -fT^^+c.

A feladat megoldása tehát

/ arc sinA dx ^  x arc sin a  + f^l-A^ + C.

Az integrálási konstans előjelváltozását természetesen figyelmen kívül 
hagyhatjuk!

Ellenőrizzük a megoldás helyességét!

( a  arc sin a  + V1 ~x^ 4- C)' =

1--------------------------- A 
=  arc sm A +  A— ------------ ■ = arc sin a .

13. f  arc sin (ax + b )d x  =  ?

Az integrandust először helyettesítéssel alakítjuk át úgy, hogy az ax-hb 
függvény helyett a t új változót vezetjük be.

dt
Legyen ax-\-b = t, ekkor dt — adx  és így dx — — .

a

J  arc sin (ax + b)dx = “  arcsin /í//.

4 Integrálszámítás
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Az előbbi példa eredményét felhasználva kapjuk:

J a r c  sin (ax+b)dx — — {t arc sin + C =

ax+b
a arc sin (ax+b)-\---- {ax+ by  +  C.

14. j  arc cos x d x  =1

Legyen t; =  arccos;c; « '= 1 , tehát v'=
yi-x^

; u==x.

I arc cos x d x  — x  arc cos x

Vegyük észre, hogy ( / I - aí'*)'- ezért

j  arc cos x d x  = x  arc co s jc -^  -h C.

“ • / arc cos —  d x = l

1
X  3

Legyen u =  a rc co S y ; w '= l, tehát v'=  — — :

/ arc cos — í/jc =  jc arc cos I - / -

Vegyük észre, hogy a második tag integrandusa egyszerűen az / " ( jc) / '( ;c) 
alakra hozható:

/ -í/a: =  f — ^ d x  =  4 - f - 2 x { 9 - x ^ ) '  • dx =•/ ]^9_r2 2 •/

1 (9-JC2)'*
T  i 

Y
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Ezt figyelembe véve a feladat megoldása:

/ arc cos —  dx = x  arc cos ^ - x ®  + C. 
3 3

16. /  arc tg 6 a' í/a: =  ?

Legyen z; =  arc tg 6 a-; m' =  1, tehát v'
1 + 36JC* 

6 a:

; M=A.

/ arc tg 6 a í/a =  x  arc tg 6 a :-  f ----- %—  dx =  arc tg 6 a -
J  1 +  3 6 a ®

- - Í -  12J  1

1 + 36a*

72a 1
---------í^A =  A arc tg 6 a ----- In (1 + 36a*)+ C.
4- 36a2 12

f ' { x )
Tehát itt is a parciális integrálás után kapott integrandus —---- alakra

f(x )
volt hozható.

17. f  arc ctg cxdx  =  ?

Legyen v = arc ctg ex; « '= 1 , tehát v' = ; w = A .1 + c*a2

/ arc ctg ex dx = X arc ctgex+  f ----------- dx.
J  1 H- c* jc*

Vegyük észre, hogy a második tag integrandusa/ " ( a ) / ' ( a )  alakra hoz­
ható!

*/ 1 +  C* A^ 2 c  J  1 +  A* 2 c

A feladat megoldása tehát

/ arc ctg exdx = X arc ctg ca 4-----In (1+c* a:®) +  C.
2 c

18. f a r s h l x d x  = ?

Legyen t ; = a r s h 7 A ;  w ' = l ,  t e h á t  ü ' =  

J * a r  s h  7 a  í /a  =  A a r  s h  7 jc — J

F H - 4 9 a * 

Ix

íi=x

4*
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A második tag integrandusa egyszerű átalakítással f ’'{x)f '{x)  alakra 
hozható:

C Í r  - i/ dx = —  ( l  + 49x^) ^-98xdx =

1 (l+49xa)» 1 ,--------
— --------  + C  =  -~ Í\+ A 9x^-rC .
14 1 7

A feladat megoldása tehát

J a r s h l x d x ^ x s í T s h l x - ^  V̂1 + 49a;2 + C. 

19. f a r c h x d x  = / l-arehjcí/x: =  ?

Legyen ü= arch ;c; w '= l, ekkor i;' =
^x^-l

; //=x.

/ ar eh í/x =  X ar eh a: -  f — dx =

j /» _̂__
=  jvarch^:— — J  2 x ( x ^ - l )   ̂ dx = x ar c h x - \ ' x ^ ~  l-hC.

20. f  ar eh 5xdx = / 1  • ar eh 5xdx  =  ?

Legyen t? =  arch 5jc; íi'=  l, ekkor v'
f25x^-l

/ ar eh 5^ dx — x  ar eh 5 jí - / ■ V'25.v2-1
I /* - JL

== a: ar eh —  J  50x {25x^ -  l) '  dx =

-dx =

=  ;c ar eh 5 a : - - j  }/25x^ - 1  + C.

A megoldás során felhasználtuk, hogy a parciális integrálással kapott 
integrandus / " ( jc) / ' ( jc) alakra hozható volt.
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21. /  arth.víí'.v =?

Legyen r = arth;\:; « '= 1 , tehát v ' = ------- ; u=x,
l-x^

/ ar th .r dx =  .v ar th x — f —- — dx = xs l t  th jc-h— f — — dx 
J 1-x^ 2J  1-x^

= a r t h x - r y  ln(l-A:2)4-C.

/'WA parciális integrálással kapott integrandust ------ alakra hoztuk.
f ix )

A függvény és az integrál értelmezési tartománya |jc l< l.

2 2 . j  ar cth a* dx =  ?

Legyen r = arcthA:; w '= l, tehát v' = ------- ; u=x,
l-JC*

/ ar cth .Y dx =  a: ar cth x - í —  J i - j
-dx

\ c - I x  1
=  A'ar Cth A-f — J  ------- dx =  jcar cth a:+— Iníx^—1 )+ C.

A függvény és integrálja csak |jc| > 1 értékekre értelmezett. A parciális
f ' ( x )

integrálással kapott integrandust ------ alakra hoztuk.
f ix )

c) Exponenciáls függvénnyel szorzott trigonometrikus és hi­
perbolikus függvények parciális integrálása.

Gyakorló feladatok 

23.‘ f e ^ “ sinZv</x =

/. Megoldás:

Alkalmazzuk a parciális integrálást, mégpedig legyen u=e^"‘ ; y' =  sin2jc,
, .  -c o s  2 ^ tehat u =  ; v = ----- — .

J  srn 2 a' dx =
cos 2 a r  -  cos 2 a

-dx =
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Ismét parciálisai! integrálunk, most a jobb oldal második tagjában 
legyen

=  i;í =  cos2a:, tehát wí =  3e®̂ ;

j  e®"" sin 2x dx =  
1 

~2
2 x + —  (— e"' sin 2 x -  f — c*' sin 2xc/x

2  1 ,2  J  2
1 3 9 r

= ----- cos H--------- e®"' sin 2 x ------ / e®'̂  sin 2x dx.
2 4 4 J

Azt látjuk, hogy a jobb oldal utolsó tagjában az eredeti integrál lépett 
fel; most már az egyenlőséget rendezve, megkaphatjuk a keresett integrált.

ebből

J  e®"" sin 2xdx  =  e*"" sin 2 jc -  — cos 2 a:| ,

r  4̂ ®" í 3 1 ^
J  e sin 2 .V dx = I — sin 2 x - —  cos 2x\ 4- C =

=  (3 sin 2jc -  2 cos 2x) +  C.

//. Megoldás:

Mivel az integrandus mindkét tényezőjének egyaránt egy­
szerű a deriváltja és az integrálja, megpróbálhatjuk a fordított 
szereposztást is. Mint látni fogjuk, ez szintén célhoz vezet. Le­
gyen tehát most

i;' =  e®̂  és W =  sin 2 jc, ekkor i? =  — í>®̂ és í/' =  2 cos2 .v;

/ e®* sin 2 a: 2  /• ,
e®̂  sin 2x dx = ----- -̂--------^  J  ®̂"' cos 2x dx.

A kapott integrálra a parciális integrálást a fentihez hasonló szerep- 
osztásban végezzük el; legyen

Mi=cos2 x és =  tehát //í= — 2  sin 2 a*; így

j  e®* sin 2x dx =

e®^sin2 jc 2  e»"cos2 A: 2 r   ̂ ^ \
— --------+  —  J  sm 2x dx =

3 3 
e®* sin 2x 22 4 /•

---- e**cos2jc----- / e*̂ sin2A:ű6c;
9 9 J
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rendezve az egyenlőséget:

e®-13 r o— / sin 2xí/x =  —  ( 3  sin 2 x - 2  cos 2x) + C;
9 •/ 9

sin 2a:í/a: =  —  (3  sin 2a:-2  cos 2x)+C.

A kétféle úton kapott eredmény természetesen megegyezik.

24. j  cos 3 x d x = ‘i

Legyen M =  t;' = cos3x, tehát í/' = 5e®""; r =

/ cos 2ixdx =
sin 3 x  /• sin 3 a:

=  y  e"" sin 3a: -  —

3 J  3 

3a: í/jt.

-dx =

A második tagbeli integrálásra ismét alkalmazzuk a parciális integrálás 
módszerét az eredetihez hasonló szereposztással; legyen «i =  ; v{ = sin 3 a:,

tehát u[ = 5e^^; Vi =  .

/  e ^ ^ c o s  3a: í/a:

=  Y  sin 3x
— 5̂ ®̂  cos 3a:

2 5  /•
=  — sin 3 a:+ — cos 3x----- / cos 3 a: dx.

3 9  9 J

Ebből fejezzük ki a keresett integrált:

34 r  1 5
— J  cos 3a: dx =  y  e®"" sin 3a: + — e®"" cos 3a;

/ 9 í  1 5
cos 3xdx = — I — sin 3xH---- cos 3a:

3 4  V 3 9

+ C.

Ugyanezt az eredményt kaptuk volna, ha mindkét lépésben a fordított 
szereposztást választottuk volna.
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Megoldunk egy ilyen típusú általánosabb feladatot.

25. / e^^^^cos{cx-{^d)dx = ?

Legyen u = v' =  cós(cx + d), tehát = + v =
sin (ex f  d)

f  e“̂ ^''cosicx+d)dx =

1
c J c

= (cx + d ) -  í — e^^^^sin (cx-í-d)dx.
c J c

A második tagra ismét alkalmazzuk a parciális integrálás módszerét. 
Legyen = +
— cos (cx+d)

v[ = sin {ex -}- d), tehát u[ =   ̂̂  *

J  cos (ex +  (i) dx =  — e“" *" sin (ex + d )~

— Le»* + i>cos(cA: +  í/ ) +  —  f  cos(cx + d) dx 
c c J

sin (c;c+ í/) H---- cos {ex + d)
e

r cos {ex-rd) dx.

Rendezve az egyenlőséget: 

a  ̂+ ê-j~e í*
-----  / cos (ex + d) dx ■
e  ̂ J

ebből

sin (ex -f í/) H---- cos (ex-{-d)
e

sin {ex-\-d)A---- cos {ex-\-d)
e

+ C.

26. j s \ \  Ax dx ? Az integrált kétféle módon határozzuk meg:

1. Parciális integrálással.

2. A sh 4x =  - azonosság felhasználásával.
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eh Ax
Legyen u = ê '̂ ; ü' =  sh4.v, tehát u' = 2e“"''; v —

J e®* sh 4xdx  =  e'* eh 4 x - ^ J eh 4xdx. 

Legyen most = ü[ = ohAx, tehát u{ = 2e‘̂'̂ ; =

I. Megoldás:

sh4x

J  sh 4x dx =

— sh 4x 
4

-  j f  — sh 4x í/xj =

1 1 l r— — ^ ̂ ----- ^2x sh 4 ;̂£- _|-----/ sh 4x dx.
4 8  4 J

Ebből rendezéssel a keresett integrált kifejezzük:

— f  ê "" sh 4x dx = — e"' ích 4 x ----- sh 4x ;
4 J  4 [ 2 ) '

r  1 ^
J  sh 4x dx = -y - eh 4a' -  — sh 4x1 + C.

Az eredmény ugyanez lelt volna akkor is, ha bármelyik esetben u és 
V szerepét felcseréljük.

II. Megoldás:

J  sh 4x dx = J  c“ - dx (e ^^ -e -^n d x  =

í> e
, 6  - 2

Összehasonlítjuk eredményünket az előbb kapott eredménnyel.

eh 4,v 4-C - + c  =

12

12
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A második megoldás sokkal rövidebb; ezért nemcsak azt kell 
megnézni, hogy egy szorzatfüggvény parciálisán integrálható-e, 
hanem azt is, hogy ez tűnik-e a legcélszerűbb módszernek az 
adott esetben.

Szögfüggvények szorzatát is lehet parciálisán integrálni, mi­
vel azonban az integrandus megfelelő átalakításával a szorzat­
függvény összegfüggvénnyé alakítható, nem foglalkozunk vele.
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III. R A C IO N Á L IS  T Ö R T F Ü G G V É N Y E K  
IN T E G R Á L Á SA

1. Egyszerűbb speciális típusok

Először egyszerűbb speciális típusokat vizsgálunk, a bonyolul­
tabb eseteket majd ezekre vezetjük vissza.

a) Az integrandus nevezője elsőfokú, számlálója konstans. 
Az  integrál általános alakja:

/ :ax +  b dx.

Az  integrandust úgy alakítjuk át, hogy a számláló a nevező 
deriváltja legyen.

f  ̂ i - d x  = -  f —  j  ax +  b a j  ax-]
, dx =  — In \ax +  b\ +  C. b a

b) Az integrandus nevezője egy elsőfokú függvény n-edik {n 9^1) 
hatványa, számlálója konstans. Az integrál általános alakja:

/ {ax +  by dx.

Az integrandust f"ix)f'{x)  alakra hozzuk (ilyen típusú függ­
vényeket már integráltunk a II. pontban).

A {ax +  b f -"  . ^  A 
a \ - n

1
a ( l - « )  {ax +  by
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c) Az integrandus nevezője egy elsőfokú függvény n-edik hal­
ványa (n 1), számlálója elsőfokú. Az integrál általános alakja:

/
Ax

{ a x ^ b f dx.

{Ax +  B alakú számláló esetén az integrandus két taggá 
bontható, és a második tag éppen a b) eset.)

Ax , A I ax +  b — b ,
dx =  — I -------TT:rdx =

f  Ax j  _  A f ,
J  (a x + é )"  a j ' ( a x  +  by

A f  1 ,  ^  
a j  (ax +  by'^ ^ a j ■dx —(ax +  b)”

=  J a ( a x  +  by~"dx—^ J a ( f i x  +  b)~” dx -

_  A {ax +  b f -"  A b {ax +  b f - \ ^  
â  2 — n a* 1 —«

Gyakorló feladatok

/• 4 4 /• 3 4
1. / -------dx = — / -------- dx = — ln |3 jc-5 | +  C.

J 3 x - 5  3 J3 JC -5  3

/• 5 5 /• 3 5

5 {2x-A)-^
{2x-Ay  

1 1
2  {2x~ A f

-+ C  = - -
1

2{2x-A y
-+ c .

/• 14 14 /•
l. / ----------- í/a: = ------ / - 4 ( 6 - 4 a:) -V jc =

J ( 6 - 4 x y  A J(6-Ax)

1 (6-4jc)-«_  _

60

1 / ' 2 X + 3 - 3
-dx — — I ------------- dx =

( 2 * + 3 ) *  2 J  ( 2 x + 3 ) *
5. f ---- í ---- d x ^  —  f

J  (2*+3)* 2 J

2 J  (2x+3y 4 J  (2x-{-3r 

=  2 ( 2 x + 3 ) - ^ d x - - ^ J  2{2x+3)-^dx  =

1 (2jc+3)-2 3 (2a:H-3)-
- 2 4 - 3

- + C-.

8  {2X+3Y 4 (2;c+3)3 

2x+l

8(2;c+3)3

-+C.
8(2a:+3)3 

5jc 5 r 3 x ~ 4 + 4r 5 x  5 f  3 X -4 + 4
J (3jc-4)« 3 J (3jc-4)«

= — f ----í----í/a: + — f ---- í----í/a: =
3 J (3 x - 4 Y  3 J (3 x -4 Y

5 r 20 r=  — j  3 (3 x -4 ) -^d x  + — J  3 (3 x -4 )-^d x  =

5 (3jc- 4 ) - ^ ^ 2 0  (3a:-4)-®
9 - 4  9 - 5  

5 1 4 1
36(3;c-4)" 9 (3jc-4)^

4 - 15a: ^
-+C .

- 5 (3 jc- 4 ) - 1 6
■+C = ---- --------------- + C =

3 6 (3 x -4 r

3 6 (3 x -4 r

d) Az integrandus nevezője másodfokú polinom, számlálója kons­
tans. Az integrál általános alakja:

/ ax  ̂-\-bx-\-c
dx.
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Az integrandus célszerű átalakítása:

A A 1
aax^-Ybx +  c

A^
a

o b c 
x H —JC +  — a a

1

c
A  továbbiakat az dönti el, hogy a kifejezés előjele

pozitív, negatív vagy pedig nulla-e. 
c b̂H a -----^  =  5^ >  0, akkor az integrál helyettesítéssel alap-
a  4a^

integrállá alakítható át:

A , A r  1 dx =

b

Ha az — v;—  =  M új változót vezetjük be, akkor az integ-
B

randus — a konstans szorzóktól eltekintve —
1

«2 + l alakú

lesz, és ennek primitív függvényei arc tg m +  C alakúak.
c b̂H a ----- ^  =  — 5^ <  0, akkor az integrandus az előző módon
a 4a*

I alakra hozható, és ennek primitív függvényei ar th m +  C

alakúak.
c b̂

H a ----- -p- 5  =  0, akkor a nevezőben levő másodfokú poli-

nőm teljes négyzet, és így az integrál a b)-ben tárgyalt módon 
számítható ki.

A 1 7.
a 2 c b‘̂ ' ■

+ a 4a^

Gyakorló feladatok 
1

. f --------------- dx= f- - dx
:v2-f 4JC+4 + 8 - 4

=  f — i  ^  =  1  f ______ í______
J (,x+2)‘ + 4 4 J

X 2 X I 2
Alkalmazzuk most az « = ------ helyettesítést, ekkor u = ------, ebből

2 2
dx

x = 2 u - 2  és —  = 2 , vagyis dx = 2dii. 
du

r 1 , I f i  1 r 1/ ------------- dx = — / --------2 du = — / -------- du =
J x^ + 4x+S 4 J  u^+1 2 J u ^ + \

1 ^  1 x ^ 2  ^
= — arc tg M+ C =  — arc tg +C .

Jé JL

f ----- '___ d x = f -
J  a:» + 6 x + 2 0  J

1
-dx

x2 +  6 jc + 9 + 2 0 -9
r I 1 /• 1

= / --------------- dx =  — / ----------------- dx =  ?
J  ( x + 3 y + i i  n J  (X+3V

Az alábbi helyettesítést végezzük:
^ + 3  . du 1

« =  ; vagyis —  =  ■■ _  , dx = y 11 au. 
j ' l l  dx

1 ^  1 jc+3
—z=rarctgM + C =  —̂ a r c  tg —z^+C.  
/ I I  »^ii i n
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1
3x* + 6a:+15

4 /
1

, ,,  .  i  -
3 J A - - f - 2 x - f - 5

1 r 1
~dx

x^ + 2x+ 1 + 4 

-dx.

(x + iy+ 4
-dx

+ 1

x-h 1 du 1
Helyettesítés: u = ------; — = ~ í  d x ^ ld i i .

1 dx 2

/ I ^  1 j* 2 du Í r
3x2 + 6.r+15 ~~6J

du
í/2+1

1 1 ^=  — arc tg w + C =  — arc tg ------- h C.
6 6 2

/  2a:2-3a: + 20 2 /
1

---- A-+ 10
2

- dx =

ynrní/+3  ̂ ^
X -------- ------- ; dx -  — -— du.

f ____ L
J 2x^-3x2 x^ -3 x  + 20 

2

-dx =
151 I - .

1 y'151 
■+1 4

du —

f —j  «“+/151-' "“+1
2 2

du = — arc tg /( + C =
4a: - 3 

-arc tg—------ f- C.
f T s í  /151
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1 1 . r----- ------- dx — f ------------dx = f  (x+3)
J  x2 + 6 x + 9 J (x+3)- J 

1
x2 + 6x + 9 
(x+3y^

-2í/a- =

-fC.
-1  ' ■ a'+3 

Ilyen típusú feladatok megoldásával már foglalkoztunk.

12. f --------í------- dx = f ---------- ■ dx =  f ----- !----- dx =
J ,v= + 8a:+12 J  ,v2+8;r+16-4 J (x + 4)=-4

' V ( ^

Helyettesítés: u =  •

- 1

A* -{-4 du 1
; —  =  — ; dx = 2du. 

2 dx 2

/ I 1 n 2du \ r du
x^+ Sx+ \2  ~  T  J  u ^ -1  “  y  J  í/2 _ i  “

1--------------------- 1 1 + w 
Fi(u) = ----- a r th //+ C i =  In-------- h Q , ha 1« |< 1 ,

2 4  1 — w

1 1 «+1
Fziu) = ----- ar c th //-(-C2 = ------In --------f-C2 , ha lw |>l.

2  4  w - 1

Tehát visszahelyettesítve:

f ___ i
J x̂  + SxA'2 + 8a:+ 12

d̂x =

a' +  4

1 a' 4 - 4  1 ~^~Y~
arth  — -  + Ci = -  — In--------- - + C ,  =

2 2 4   ̂ a: +  4

1 ^  ,
= ----- In----------+ C i, ha

4  - 2 - a' 

A - f  4

a+4

1--------------a 4  4  1 2  
----- ar c th ------ + C2 = ------In-------

2  2 4  a + 4

-fi
--j- C2 —

A :-f4

5 Integrálszámítás
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1
íOx+20 f  x ^ - \ 0 x + 2 5 - 5 

dx.

dx = f ------------- dx =
J ( X - 5 Y - 5

- I f -------L _
5 J  ( ^ - 5 V

k W )  ~

Helyettesítés: « =  — — = - ^ ;  dx= Í5du .
^5 dx 1̂ 5

r  1 ^  1 r Ysdu f s  r du 
J x^- lO x+ 20   ̂~ ~ 5 J  «2 _ i  J u^-  1

V5 V̂5 1 + M
Fi(ü) = -  — arthz/ f  Cl = -------In--------hCi, ha \u\ < 1 ,

5 10 1-M

V̂5 1̂ 5 u -\-1
^ 2 («) =  — — arcthíz+Cg = — — In---- -+ C 2 , ha |m1 >1.

5 10 w -1

Tehát visszahelyettesítve

f _____ i
J x^-10.IOjc+20

-dx —

x - 5
_ 1H----z“ _

1̂ 5 V'5 ^ /5 JC-rV -̂5
■ In f- Cl —------In -----------h Ci , ha

1 0  x - 5  10 f 5  + 5 _;c
a: - 5

1̂ 5
. r - 5

V'S, 5̂ 
----- In-

+ 1

10 x - 5
^5 x - 5 + ^ 5  

-f"C*2 — —777 *̂̂ -----------ha

i s

x - 5

— 1

/

^5

5x<‘ + 4 x - 6  5
í

10 X -5-V 5  

dx

i s

, 4  6 
'^ + T ' “ T

dx
4 6 4 

5 ' + 2 5 - t - í ;
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dx dx
l y  M 5 . 3 4

r j  ” 2 5

]/34
- 1

5 I* dx

5;c4-2 du 
Helyettesítés: u = —rr-*,

i^A dx ,/34

^Jidu
5 / 5

dx

; ajc = ------du.

^ 1  /  ^ j _  r J ÍÍ_  =
J  5;c2-f4;c-6 ^ 34J 11̂ - 1 J  u ^ - í

Fi(u) = -----n r  ar th «-f Ci = -------m  In-^^^—h Ci, ha 1«1< 1,
^34 21 3̂4 1-"

Fz(u) = -----^arcthw+Ca = ------^ I n ^ ^ ^ + C g ,  ha lw[>l.
^ 3 4  2Í34 “ - 1

Tehát —  visszahelyettesítve —

1 5x+2 1
-----zir ar th — —h Ci = ------ :zr In

1̂ 34 ^34 21̂ 34

1 +  -
5x+2

W

1 -
5x+2

+ Q  =

1 5x + 2+V̂ 34
In— ------------- h Cl, ha

2J^34 » '3 4 -5 x -2

5x + 2

ÍY4
■u

5x+2
+ 1

1 5x + 2 1 V̂ 34
---- : ^arct h— = ------ rr In------------

Íi4 Íi4  2Í34 Sx+2 ^
1̂ 34

1 , 5x+2+>'34 ^   ̂
■In-------- -—---- h h a

+ C ,=

5x+2

2 Í M  5x+2-V '34 i u
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e) Az integrandus számlálója elsőfokú, nevezője másodfokú 
polinom. Az integrandus számlálóját két részre boncuk: az 
egyik részben előállítjuk a nevező derivál^át, a másik rész egy 

f ' (x )  
konstans; így az egyik integrandus alakú, míg a másik

J \ ^ )
az előbbi, d) típusú. A módszert az első kidolgozott példán mu­
tatjuk be.

Gyakorló feladatok

2 x - 3
- C/ X = ?

x^-h4x-5

A  nevező deriváltja: 2x-h4. Ennek megfelelően alakítjuk át a számlálót: 

J x̂  + 4x-5  J Ax^ + 4 x - 5  

2x+4
-dx

jc*4-4jc-5 

dx
x^ + 4 x - 5 x^ + 4 x - 5

Az első integrál értéke: In |jc*+4;c—5[ +  Cq.
A  második az előbbi módszerrel számítható ki.

dx
x * + 4 x -S

dx
(x + 2 r - 9

dx
x  + 2\

- 1

x + 2  du 1
Helyettesítés: u = ------; — = — ; dx = 3du.

3 dx 3

^i(«) =  ^ a r t h t t + C  =  — I n ^ ^  + C, ha |w |< L  
3 6 1-M

Fziu) = - - a r c th u + C  = + ha |m1
3 6 u - 1
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Tehát — visszahelyettesítve — 

dx
+ 4 X -5

1 + —
Gi(x) =  ^ a r t h ^ ^ + C ,  =  - ^ I n -------=
3 3 o x  +  2

1 - -

7  ̂ 3+JC+2 _  7 , 5 + JC ^  ^
— “ In—--------—+ Cl =  “— In------- f-Cl, ha

6 3-JC-2 6 l - ; c
JC +  2

^ 2

7 JC+2 7 3
C2 W  =  y  a rc th — + C j =  y

+ 1
-+ C 2 =

- 1

7 , JC+2+3 ^  7 , :v-f5 ^  ^
=  — In------— -  + C2 =  — In---- - + C 2 , ha

6 x + 2 - 3  6 j c - l
;c+2

A feladat megoldása tehát: 

2JC-3
I ; dx — In 1jc*+4jc—51 +

x ^ ^ 4 x - 5  

Az egyenlőtlenséget x~v^ is felírjuk:

: 1 , akkor -  5< jc<  1 , ha 

5JC-6

x + 2
Giix), ha

3 < 1 ,

x+ 2
Giix), ha

3
> 1 .

Ha

16.

x+ 2 x + 2
- 1, akkor;c< -  5, ill. x ^ \ .

í — dx = l  A  nevező deriváltja: 2^—2, ennek megfele-
- 2 X+ 1 0

lően alakítjuk át a tört számlálóját.
2

f —J x -̂
5 x - 6

dx
2 J  jc*-2 jc+ 1 0  2 J  x ^ -2 x+ l0  

5 r 2 x - 2

2 jc~ 2  —

2 J  jc*-2 jc+ 1 0  

dx

2 JC+ 1 0
-dx

= —  f ---------------d x -  f -------------

2 J  x ^ -2 x -h l0  J  jc*- 2 X+ 1 0

Az első integrál értéke: — ln|jc* —2x+10| +  Ci.
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A második integrált számítjuk ki: 

dx r  dx
Xv-f l-h9 ( x - i Y i - 9- í — = - í —J  x ‘ - 2 x + lO  J  x ^ -

1 /• dx

x - l  du 1
Helyettesítés: ii ~ ------; — = — ; dx - l  du.

3 dx 3

/ dx l ^ 3 di( \ I* du
x ^ - 2 x + l 0  ~ ~ T J  u‘̂ +1 ~ ~ J J  í/2 -f-l “

- y  a rc tg ^ -H -C s .

A feladat megoldása tehát:

5 x - 6  5 1 x - l
----------dx = — In \x“ -  2 a: + 10)------arc tg --------J- C.
2 :̂4 - 1 0  2  ' * 3 3

r 3 x - 6
’ J  x̂  + 2x+S

alakítjuk át a számlálót.

dx = *í A  nevező deriváltja 2x + 2, ennek megfelelően

I
3 J C - 6  3

-dx
x^-\-2x+S 

3 r  2;c + 2
x^ + 2x+S J .v2 -f-2 .v + 8 

Az első integrál közvetlenül felírható:

— In |^  ̂+  2 a: + 81 -f-Cj.

A második integrál kiszámítása:

dx c dx

3 c 2.V-4 3 f 2 x - i - 2 - ö  — — I ------------- = — / ------------------ dx =
2 J x̂  + 2x + 8 2 J A-2 + 2X4-8

/ dx 
———

.v2 -f-2 .v-

- 9  r ----- ------= - 9  f -J  x̂  + 2x+S J  . = -9  f -
J (

dx
x^ + 2x+S  ./ a:’- 4 - 2 a:-} -1 + 7 J ( x ^ i y  + 7 

9 r  dxI I* dx

X-\-l du 1 
Helyettesítés: u = — — = - ^ ;  dx= y7 du,

Í1  dx 1̂ 7

^ r  dx _  9 t-lÍTdu _  9 r  du
J  x^ + 2x+S ~ 1 J  u'‘+í ~

9 ^  9 ^ + 1
= ---- =- arc tg w 4- Cg = -----ír arc tg —^—h Cg.

í7  y i

A feladat megoldása tehát 

/
3 x -6  , 3 9 x + l

---- - d x  =  — ln |x“ + 2 x + 8 |-------a rc tg -—- + C .
x»+2x+S 2 ^ 7  r V

f)
1

(x^ +  a^T
alakú integrandus

Ha az integrandus
1

(x^ + a^y  
rekurziós formulát alkalmazunk. 

Legyen

(« =  1, 2, 3, ...) alakú, akkor

u =
1

{x^ +  a ^
és v' =  1,

ekkor

u =  —
2 «x*

h

i x ^ + a ^ r + ^

dx X

es V =  X.

(x^ +  a y  (x^ +  a^y
dx.

A második tagot átalakítjuk úgy, hogy az integrandus számlá­
lójához hozzáadunk a -̂et, ill. levonunk a -̂et.

x^ +  a ^ - a ^
dx =

í  dx __ X ' < [
J  (x  ̂+ a ^  ~  +  j  '(x  ̂+ a y ^

^  (x^ +  a r  ^  ~  •
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Kifejezzük az utolsó tagot:

Legyen I,

f  dx l X 2 n - l  f  dx
J  (x̂  + a^*^ ~  2naHx  ̂+ a y '^  2né J  (x̂  +  a y

^ / c ? T a T “  ’ (x^ +  a^T ’

2na^(x^  + a y ~ ^  2na^ "'■
2 n -  \ , 

+  ̂ r - i r L .

Gyakorló feladatok

18. Alkalmazzuk a rekurziós formulát /?= 1, ill. // =  2 esetre. 

á) n = \

dx
2a^ ;c2 +

l  X  1 1  .Y
--------------- 1----- - — arc tg — 4 - C =
2â  x -̂ha  ̂ 2â  a a

\  X  \  X
----------------1------arc tg — h C.
2â x̂  + â  2â  a

b) 11 — 2

h  =
1 X 3

4ű2 (x2  +  a2)2

1 X 1 JC
--------------H------ arc tg —
2a^ 2a^

+ C'.

1 a: 3 a: 3 .y
-------------------- 1-----------------j----- arc tg — h C.
4ű2 (x^^a^y a

19. f ----—
J {x^+9y 

ű = 3, I2 esetére, ezért

dx= ^ A  rekurziós formulát kell alkalmaznunk az

/
5  ̂ 1 1 .V ^

dx =  -r-T—:— r + T - ^ a r c tg '—4-C =
(x^ + 9y 2-9 x^ + 9 2-27

1 x 1 a:
-------------1—  arc tg — 1- C.
U x^ + 9 54 3

2 0.
'■ / i

1
- dx =  ? A rekurziós formulát most nem lehel

Cy2 + 4a- + 20)3
közvetlenül alkalmazni, mert a zárójelen belüli kifejezés nem x^i-a^ 
alakú. Átalakítjuk az integrandus nevezőjét, majd helyettesítünk.

h
1

-dx
- h

dx
(;f2-|_4x + 20)3 J [ú + 2)’tl6 p

Legyen x-^2 — u, ekkor dx=du, és az integrál:

/ dx /’ du
(;c2 + 4a- +  20)" “  J  («■-- 16F ”

A rekurziós képletben: a = 4. 

dx
f (x̂  + 4x + 20f  

1 II 3 / ( 3  u
-------------------- 1-------------------- 1---------- arc tg— hC =
4-16 (((2+16)“ 8-256 i r + 16 8-1024 4

1 x + 2 3
- +

64 [(;<• +  2)2 +  16]= 2048 (jr +  2)^ +  16 8192

2. Parciális törtekre bontás módszere

x + 2  3 x + 2  ^
+ arc tg —-— I- C.

Legyen most az integrandus tetszőleges racionális törtfüggvény,

vagyis f ( x ) = ^ ~ ,  alakú, ahol p{x) egy /w-edfokú, q(x) pedig 
q\X)

egy «-edfokú polinom. A tárgyalás során feltehetjük, hogy 
vagyis f{x)  valódi törtfüggvény. Ellenkező esetben ui. az osz­
tás elvégzésével /(x )-et felbonthatjuk egy racionális egész függ­
vény és egy racionális valódi törtfüggvény összegére; előbbi 
egyszerűen integrálható, így elegendő csak az utóbbi integrálá­

sával foglalkoznunk. Feltehetjük továbbá azt is, hogy már

nem egyszerűsíthető, és hogy a nevező legmagasabb fokú tag­
jának együtthatója 1.

A racionális törtfüggvényeknek mindig létezik zárt alakú in- 
tegrálja. Ahhoz azonban, hogy ezt az integrált ki is tudjuk szá­
mítani, ismernünk kell a nevező gyökeit. Az alábbiakban előbb 
egyszerűbb, majd bonyolultabb eseteket tárgyalunk. Mindegyi-
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Icet visszavezetjük az ún. parciális törtekre bontás segítségével az 
pontokban tárgyalt egyszerű speciális típusú integrálok 

meghatározására. 
a) A nevezőnek csak egyszeres, valós gyökei vannak. Az  algeb­

rából ismeretes, hogy ha q{x) gyökei x ,̂ akkor 
q(x) egyértelműen felírható az ún. gyökíényezős alakban: 

q{x) =  ( x - x i ) ( ; c - x 2) ...(x -x „ ).

Igazolható, hogy ekkor 

lis törtekre) bontható: 

p{x)

p{x)
q{x) 

p{x)

az alábbi résztörtekre (parciá-

q{x) ix - x i ) { x - x 2 ) . . . ( x - x „ )  

A.
- +X —:i£:i X — X2 x  — x„

Az ismeretlen A ,̂ A2 , ...,A„ számok meghatározására a pél­
dák megoldása során három módszert mutatunk be. (A pél­
dákban az ismeretlen számlálókat — a könnyebb megkülön- 
böztethetőség kedvéért — index nélküli A, B , ... nagybetűkkel 
jelöljük.)

Gyakorló feladatok 
1

<■ /■ (^x-2)(x-h4)~ =  ? Az integrandust — amelynek számlálója
konstans és nevezője másodfokú — gyöktényezös alakban írtuk fel. 
Ebből látható, hogy a nevezőnek csak egyszeres valós gyökei vannak. 
Vagyis az alábbi alakú résztörtekre bontható:

1
+ -(x -2 )(x -h4 )  x - 2  x - ^ 4 '

A  felírt azonosság x  bármely értékére egyenlő (amelyre értelmezett). 
A jobb oldalt közös nevezőre hozzuk, vagyis ezzel a bal és jobb oldal 
nevezője, s így számlálója is azonosan egyenlő lesz:

1 _  A(x+4) + B ( x - 2 )

tehát

{ x -2 ) (x + 4 )  ( x - 2 ) ( x  + 4)

1 =  A(x+4) + B (x -2 ) .

14

A két oldal csak akkor lehet azonosan egyenlő, ha az egyenlő fokszámú 
tagok együtthatói rendre egyenlők. Az együtthatók egyeztetése céljából a 
jobb oldalt x  hatványai szerint rendezzük:

1 = Ax^4Á-^Bx-lB\ 1 =  {A + B )x + 4 Á -2 B ,

A bal oldalon elsőfokú tag nincs, tehát a megfelelő együttható a jobb 
oldalon is zérus: /l-r5 = 0; a konstans a bal oldalon 1, a jobb oldalon 
4 A -2 B ,  és e kettőnek egyenlőnek kell lennie. Felírva a két kapcsolatot, 
egy olyan elsőfokú kétismeretlenes egyenletrendszert kapunk, amelyből 
az ismeretlen A és B együtthatók meghatározhatók:

A + B = 0

4 A - 2 B  = 1 

A--=-B; 6/1 = 1; A =

Ebből következik, hogy

/ I l r  (fx 1 r  dx
( x - 2 ) { x ^ 4 )  ~  6 J  x - 2  6 J X Í - 4

= — In 1a: -  2| -  — In |.v4- 4| + C =  — In 
6 6 6

x - 2
.v-í-4

+ C.

A parciális törtek együtthatóinak meghatározására most is­
mertetett módszer, az ún. együtthatók egyeztetése, mint látni 
fogjuk, minden esetben alkalmazható, vagyis akkor is, ha a 
nevezőnek többszörös valós vagy komplex gyökei is vannak. 
Most megismerkedünk egy másik — legtöbbször kevesebb 
számolással járó — módszerrel, ez azonban csak akkor alkal­
mazható, ha a nevezőnek csakis egyszeres valós gyökei vannak.

írjuk fel újra az előbbi számlálók azonosságát!

1 = A{x+A)-¥B{x-2).

Az azonosság x  bármely értékére igaz. Legyenek a tetszőle­
gesen választható értékek éppen a nevező gyökei, vagyis 
Xj =  — 4, ill. Xj =  2. Ezeket behelyettesítve, mindig csak az egyik 
ismeretlen marad meg. és így annyi egyismeretlenes egyenletet 
kapunk, ahány ismeretlen van.

A két egyenlet a jelen esetben: 

1=6/1; A
1 1 

— és l = - 6 5 ;  5 = -  — . 
6 6
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Az együtthatók meghatározásának harmadik módszere az 
ún. differenciálási módszer, amelynek egyszeres valós gyökökre 
vonatkozó alakját az alábbiakban ismertetjük. 

Legyen

p{x) A i  Ao An
q{x) X-Xx x — x<2,

Igazolható, hogy

A _  . _  piXi) . _  p{x„)
q'ixiY q \x ,y  q \x„y

Alkalmazzuk ezt a módszert az előbb megoldott feladatra f

1 1 P(x)

(a:-2)(;c +  4) x  ̂+ 2x - Z  q(x) '  

q'(x) =  2x + 2.

A _  ^(2) _  1 . . _  / » ( - 4 ) _  1 _  1 
' q'(2) 6 ’ ’ q'(-A)  - 6  6 '

Az együtthatók természetesen megegyeznek az előbbiekben kapottakkal. 

14
■dx = l  A  nevező gyöktényezős alakban van.

(;c- 3 ) ( a:+2)(jc~ 4) 
így közvetlenül felírhatjuk az integrandus parciális törtekre bontott alak­
ját.

14 A B C+ ----  ̂+ -
(a:-3)(a:4-2)(a:-4) x - ^  x + 1 x -4*

14 = ^ ( jc+2)(x-4 )  + 5(jc-3 )( jc-4 )+ C ( jc+2)(;c-3).

Mivel az integrandus nevezőjében csak egyszeres elsőfokú gyöktényezők 
vannak, az ismeretlen együtthatók a nevező gyökeinek behelyettesítésével 
határozhatók meg a leggyorsabban.

14
Legyen x=3>, akkor 14= 5(-1)^ ; A -  —j ,

14 7
Legyen x -  -2 , akkor 14=(-5)(-6)J?;

Legyen ;c=4, akkor 14=6-1C;
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Az együtthatókat a differenciálás módszerével is meghatározzuk:

q{x) =  (x-3)(x4-2)(a:-4), és így a nevező deriváltja a szorzat 
deriválási szabálya alapján számítva:

q'{x) =  (x+2)(;c-4)-f ( jc -3 )(x -4 )+ (jc -3 )(x + 2 ).

A kijelölt szorzást nem végezzük el, mert így a derivált helyettesítési 
értéke könnyebben számolható ki.

A =

B =

C =

PO) ^
q'O)
p { - 2 )
q \ - 2 )
/>(4)

14
5 ( - l )

14

14
’T *

( - 5 ) ( - 6 )  
14 7

“  y

14
lö

1
15

q'{A) 1 . 6

Az együtthatók ismeretében az integrál meghatározható. 
14

( x - 3 ) i x - ^ 2 ) ( x - 4 )
-dx  =

7 1 7 114 1
5 x - Z  15x4-2 3 x - A

dx =

/

= / ( -
_  \4 p dx 1 I* dx 1 f  dx
~ ~ t J  ^

14 7 7
=  -  y  In !x-31 + — lnlx+21 + -Yl^l-^~4H-C.

/ ^3_^
—;-----dx — 1 A számláló és nevező fokszáma megegyezik,

5 x ^ - x
ezért előbb a számlálót osztjuk a nevezővel, azután alkalmazzuk a parciális 
törtekre bontás módszerét:

(^ -4 ):(5 a » -x ) = j

X
----- 4
5

r  - - 4
r  x ^ - 4  / 1 5 ndx \ r  x - 1 0

- / t + 2 5  I — i - * -
J x^------X

11



3 A = - Í ;  A =  —
1 1 16

A és B értékét a differenciálás módszerével is meghatározzuk:

p{x) = 5x-6; q{x) = (,Y-l)(;f + 2); q\x) =  a-I-24-x-I = 2x-f 1.

^'(1) 3 ’ q'{-2) - 3  3 *

A feladat megoldása tehát:

JC"
- dx —f  (x-l )(x + 2)

= J  (x‘ - x + 3 ) d x - J
1 1  16 1------ + -
3 . V - 1  3 .v +  2

o'x =

x̂  x̂  1 16
= ---------- \-3x-\—  In i^ - Ij -  — In |.v-h2| +  C.

3 2  3 3

b) A nevezőnek csak valós gyökei vannak, de többszörös gyö­
kök is előfordulnak. Ekkor q{x) gyöktényezős alakja:

r
q (x) =  (x -  A-i)"! (x  -  -Vo)̂ 2... (.V -  x,Y-^ ahol ^  a, =  n ;

i = l

tehát az w-edfokú q{x) polinomnak r különböző valós gyöke van.

Igazolható, hogy ebben az esetben az alábbi alakú

résztörtekre bontható:

p{x) p{x) _
q (x) (x -  XiT  ̂(x -  XoY^̂... (.V -  X,) 

^11 ^12 ^
-4-^X - X i  ( x - x ^ f

, ^21 , ^22
~r \ ^X — X2 {X — Xo)

ÁfO

■+... +
1̂X1

( x - x , y ^

A , . ,

A ..

+

+ ...

x - x ,  ( x - x , ) -
... +

Gyakorló feladatok

3x̂  + 4 x - 6
í/a' =  ? A nevezőnek csak egy gyöke van, és az valós

és háromszoros. Ilyenkor a parciális törtek együtthatói az együtthatók 
egyeztetésével határozhatók meg a legegyszerűbben. Az együtthatókat 
ismét index nélküli nagybetűkkel jelöljük.

3x^+4x-6 A B C  
: + — r n + -( x + i y x + 2  (jc+2)2 i x + i r

A jobb oldalt közös (a bal oldallal egyező) nevezőre hozva, a számlálókra 
az alábbi azonosság érvényes:

3x^ + 4 x - 6  = A { x ^ - 2 r ^ B { x ^ l )^ - C .
A jobb oldalt is x  fogyó hatványai szerint rendezzük:

3a;2 +  4 a' - 6 =  ^ ( x H 4 j c + 4 )  +  5 x + 2 5 - f  C;

3jc*+4a:-6 =  Ax'^+iAA-^ B)x^AA^2B^C.

Az együtthatók egyeztetéséből adódó egyenletrendszer:
^  =  3
AA + B = A 

4A + 1 B + C =  - 6

^  =  3; 5  =  4 - 1 2 =  - 8 ;  C =  - 6 - 1 2 + 1 6 =  - 2 .

Ha a differenciálás módszerét akarjuk alkalmazni az egyetlen 
— többszörös — valós gyökkel rendelkező nevező esetén par­
ciális törtek számlálóinak meghatározására, akkor ismernünk

kell a /?(A:)-szel jelölt számláló deriváltjait. Ha ugyanis —

p(x)
( x - x i ) "

p(x) Ai

q{x)

alakú, akkor a parciális törtekre bontott alak:

q{x) x - x ^ '  { x - x ^ f  (x -X i)" ’
és ekkor

A \  — 

P{Xi)

A., = Cvi).
( n - 2 ) !  ’ •••’ 

(^ i)A  ̂ =  =  p{x^), általában , ahol X ^ k ^ n .

80 6 Integrálszámítás
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Példánkra visszatérve:
p{x) =  3 a :2 + 4 jc -6 ;  p'{x) =  6 jc + 4 ;  / '( jc )= 6 . 

Most a megfelelő számlálók:

1! 1 
C =  / 7 ( - 2 )  = ' 3 .4  +  4 ( - 2 ) - 6  =  - 2 .

A feladat megoldása tehát:

/
3xí>+4a: - 6

( ^ + 2 )»

3 In |a: +  21 +

dx - /
8

8
x ^ - l  (x+ 2y  (x + 2)3 
1

dx =

:+ C .
(a:+2 ) 2

Felhasználhatjuk a feladat megoldásához a nevező gyökeinek helyette­
sítését is, de mivel egyetlen gyöktényező van, ezért csak egy ismeretlent 
tudunk ezzel az eljárással meghatározni. Felírjuk a parciális tört alakot:

3 x^+ 4 x-6
(x+ 2y z +

B
x-^2 ( x + 2 r  (x+ 2y

A jobb oldalt közös nevezőre hozzuk, majd a két (egyenlő nevezőjű) 
tört számlálóját tesszük egyenlővé:

3x^ + 4 x - 6  A(x + 2 y+ B (x-^2 )+ C
( x + 2 r  (x + 2 y

3x^ + 4 x - 6  =  A (x+ 2y+ B (x+ 2)+ C .

Behelyettesítjük az ;c= - 2  értéket (ez az egyetlen gyök):

1 2 - 8 - 6  = C ;  C = - 2 .

Több együtthatót nem tudunk meghatározni ezzel a módszerrel. A to­
vábbi két ismeretlent úgy számítjuk ki, hogy az azonosságban x  helyébe le­
hetőleg kis egész számokat helyettesítünk, majd az így kapott kétismeretle- 
nes egyenletrendszert megoldjuk.

Legyen mondjuk jc=0, ill. —1.
-6== 4A + 2 B - 2  
3 - 4 - 6  =  A - h B - 2  

B = - 2 - 2 A  
- 1  =  ^ - 2 - 2 ^ - 2  

.4 =  3; B =  - 2 - 6 =  - 8 .

r x Í - 4 x ‘ + 2
J  ( x - ^ d x = l

/. Megoldás:

;c9-4jc*+2 A B C D
( x - 3 y  Jc -3  ( x - 3 y  (jc-3)« (jc-3)*

A határozatlan együtthatókat először a difierenciálás módszerével szá- 
mitjuk ki.

f(x)  =  jc3-4jc*+2; f ' ( x )  =  3jc«-8jc; f%x)  =  6 j c - 8 ;

, r o )  6   ̂ ^ r o )  1 0  ^^  =  =  -  =  B = ^  =  _ = 5 ;

=  Z )= /(3 )  =  27 -  36+2 =  - 7 .  '

II. Megoldás:

Határozzuk meg az együtthatókat az együtthatók egyeztetése útján is:

x ^ - 4 x ^ ^ 2  _  A ( x - 3 y ^ B { x - 3 y - \ - C ( x - y ) - ¥ D  
(X - 3 Y  (x -3)*  •

;c®-4jc*+2 =  v4(jc"-9;c*H-27jc-27)+jB(jc*-6jc-h9)+Cjc-3C+D; 

jc® -  4a:*+2= Ax̂ ->t (-9^4+J?) jcH(27y4 -  6B+C)x -  21A-\^9B-3C+D; 

Az ebből leolvasható egyenletrendszer:

A = l

- 9 A  + B =  - 4

2 7 ^ -6 J 5 + C =  0

-21A  + 9B-3C -hD  =  2

B =  - 4 + 9 =  5;

C =  6B-21A  =  30 -2 7  =  3;

D =  2 + 2 7 ^ -9 i? + 3 C  =  2 + 2 7 -4 5 + 9  =  —7.

Mindkét módszerrel természetesen ugyanazokat az együtthatókat kap­
tuk.
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Az integrál tehát: 

r^-4x^+2
dx ■/

1 5
-4--

x - 3  ( x - S r  ( x - 3 r  ( x ^ 3 ) \
dx =

ln |x - 3 1 -

- 1  

5 3 1

- 2

7
+ -:r:

- 3

1
x - 3  2 (Jc-3)2 3 { x - 3 y

z+C.

7. fir-5 x - 3
-d x = l

( x - l ) ( x - 3 y  

5 x - 3  A B,
( x - l ) ( x - 3 r  x - 1  x - 3  ( x - 3 r '

(Ilyen esetben a differenciálás módszere már nagyon komplikált, ezért 
nem alkalmazzuk.)

I. Megoldás:

Meghatározzuk az együtthatókat az egyenlő fokszámú tagok együtthatói­
nak összehasonlításával.

5 x -3  _ /4(jc-3 )» + 5 ,( a: - 1 ) ( x - 3 )  + 5 j (x - 1 )
(jc-l)(jc-3)=* -  (x -l)(x -3 )*
5JC-3 =  ^ ( jc -3 )* + 5 ,(x - l) (A r-3 )+ B 2 (x -l) ;
5 x - 3  = A(x*-6x+9)+Bi(x^-Ax+3)+B^x-B:,- ,
5x-3  = {A + Bi)x‘+(-6A -4B , + B^)x+9A + 3Bi-B^.

Az adódó egyenletrendszer:

A + Bf = 0
- 6 A - 4 B ^ + B i  =  5
9 A + 3 B i - B j ^  - 3

A = -B i
6B,-4B^ + B̂  =  5 
- 9 B i + 3 B i - B i  =  - 3  

A = - B i  
2 5 i+ 5 a  =  5

=  - 3

2 }
2Ő1-65, = 2; 5 i = —j  = - y .  

-1+J?2 =  5; Bi=6.

II. Megoldás:
A nevező gyökeinek behelyettesítésével csak részben határozhatjuk meg 

az együtthatókat, mert a nevezőnek többszörös gyökei vannak.

5JC-3 =  ^ ( jc-3 )* + ^ i(jc- 1 ) ( x - 3 )+ ^ 2 (^ -1 ) .

A megfelelő gyökök jc= l és 3, ezeket behelyettesítjük:

1
ha X =  1, 5 - 3  =  4.4; ^

ha jc=3, 1 2 = 2 ^ 2 -, ^ 2 = 6 .

Több együtthatót ezzel a módszerrel már nem tudunk meghatározni, 
ezért a két együttható ismeretében egy tetszőleges x érték behelyettesítése 
révén határozzuk meg értékét.

Legyen x= 0 .

- 3  =  9 A ^ 3 B i -B2;

— 3 =  — + 3 B i-6 ;

9 3

Az integrál tehát: 

Sjc- 3
( x - l ) ( x - 3 ) ‘

-dx -f 1 1 1 1 6
r +  -

2 ; c - l  2JC-3 ( x - 3 r
Í/JC =

I r  dx  ̂ r  1 6  r  ^  -
j J ^ ~ j J x - 3  J  (X-3Y

1 1 _= — Inlx—11 —“  Inlx—31 +  6 — -----hC =

I I  6 1= y h i | x - l l - y l n | x - 3 1 - — + C  =  y l n
JC-1
X-3 x —3

+ C
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/ .
2x--4

A  parciális törtek: 

2 x - 4

dx = ?  A  nevezőben két kétszeres gyök van.

(x+ m x -  1)» ; c +  1 ^ ( x + 1)« r ( j c -  1)2’ 

közös nevezőre hozva:

2 x - 4
( x + i r ( x - i r  ^

^  ^ i ( ^ +  1) ( X -  1 ) * + A , ( x ^ í y + B ^ ( x ^ l )  (x-h D^-hB,(x+  1)*

(x+iy(x^i)>

L Megoldás:

Ai, A2, Bi, ^ 2  értékét az együtthatók egyeztetésével számítjuk ki. Ezért 
fogyó hatványok szerint rendezzük a számlálót:

2 x - 4  =  ^i(a:+1)(jc*-2jcH-1) +  >42(a:»-2a:+1) +

2 x - A  =  ^i(jc»H-:^--2x*~2;c+jc+1) +  ̂ 2 U * - 2 jc+ 1) +

+ B ^ { j^ - x * + lx ^ - l x + x - \ ) - ^ B ^ { x ^ + 2 x + \y ,  

l x - 4  =  (^i+5i):e+(>-A +v4,+5i4-B2)jc*4- 

+ {-A^-2A^-B^+1B;^x -̂A -̂\-A -̂B  ̂+ B̂ ,

Az egyenletrendszer:

A\-\-B\ — 0
— Ax-\-Â +B̂ -\-B% = 0 

- A i - 2 A 2 - B i + 2 B t  = 2 

Ai-j- A2 — Bi~h Bj = —4

Ai=-B^  I.
2b^+a^+B2 = 0 n.
-2^a+25a = 2 m .
-2B^±A2±Bt = - 4  IV.

II.—IV.:

4^1=4; 5 i= l.

I.-be:

Ezeket felhasználva:

2+A+^2 = 0 

A2—B2 = — 1

IL+III.

II.

III.

2 A + 2  =  - l ;  ^ 2 = - y .

III.-ba:
3 1

Az együtthatók tehát:

3 1
i4i= —1; y42 = — -öl = 1; -02=

í/. Megoldás:

Az együtthatókat a nevező gyökeinek és alkalmasan választott x  érté­
keknek a behelyettesítésével is meghatározzuk.

2x-4=y4i(jc+l)(JC-l)* + ̂ 2(^-l)*+Bi(x-l)(x+l)*+B2(x+l)*.
3

Legyen jc= —l, akkor —6=4í42; A 2——

1
Legyen x —\, akkor -2 = 4 0 2 ; ö a = —

Legyenek x = 0 , ill. x=2  az önkényesen választott a: értékek, akkor

— 4 =  y4i+/Í2“ ö i+ 5 2

0 = 3y4i+i42+9^1+9.02
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Ide behelyettesftjük At  és B, ismert értékét, ezután már csak kétismeret- 
leaes egyenletrendszert kell megoldanunk.

4 - ^ - 1

0 = 3^i - 4 - + 9 5 i - —

- 2  = A ,-B i  
2 = A^+3Bi

I I . - I .

4=4A:
A, = B , - 2 =  -1 .

A feladat megoldása tehát: 

2 x - 4
dx =

I.
II.

/
- 1  3

- /
1 1 1 1

x - \

= - l n | j c + l | -  

= — ln|j[:+ 11 +

JC-1

2 (jc4-l)2 x - \  

3
2 (a: - 1)2 dx

2 - 1
+  1d \x — 1 1 ~

=  In
x+ 1

2 x+ 1  

3

1 (^-1)-^ 
2 - 1  

1

■f C =

2 JC-1 + C =

2(jc+ l) 2 ( x - l )
+ C.

2â -;c*+2*+5
dx = 1 A z  integrandust parciális törtekre bont-( x + 2 n x - i y

juk, majd az ismeretlen együtthatókat az előbbi feladat megoldása során 
felhasznált mindkét módszerrel meghatározzuk.

2jc»-a:*+2x+5 Â A>
(x+2y(x-l)o

2 x ^ - x ‘+ 2x+ 5

x + 2  (x+2)> x - 1  (x -1 )* ’

(x+2)‘ (x- \)>

_  A i(x+2) ( x -  1)»+^(a: -  1)2+Bi(jc-  1) (;«r+2)»+52(jc+2)* 
“  (a:+2)»(x-1)» ’

I. Megoldás:

2:í‘ - x ‘ + 2 x + 5  =  A ^ { x ^ + 2 x * - 2 x ^ - A x + x + 2 ) + A i { x * - 2 x + V ) +  

+ 5i(A:*-A:>+4;«:*-4;c+4;«:-4)+5í(;t«+4jc+4) = 
= (/4i+ Bi);^+(.4 2+35i+ Bi)x* + ( -  3^i -  + 4B,)jc+

+ 2 A ^ + A i - A B ^ + A B ^ - ,  

Az együtthatók egyeztetéséből adódó egyenletrendszer:

^1+5, = 2 I.
Ai + 3Bi+B^ = - \  II.
-3^1-2^2+402=2 III.
2^+^2-4B i+4^2 = 5 IV.

Az első egyenletből:

Ai = 2—Bu I.
ezt behelyettesítve:

3^1+52 “  “ 1 
-6+3Bi-2^2+4B2 = 2 
4 -Z B ,+ ^ 2 -4 5 ,+ 4 ^ 2  =  5

A második egyenletből:

35 i =  - ^ - ^ 2 - 1 ^  

ezt behelyettesítve:

-^ 2 -5 2 -1 -2 ^ 2 + 4 5 2 =  8 
2 2̂ + 252 + 2+^2 + 452 = 1 

rendezve:

352-3^2 = 9 
3/^2+652 = -1  

III.+ IV .:

95, = 8; 52 = y .

16 19
3/ía+y = - l ;  ^ a = - y

II.

III.

IV.

II.

III.

IV.

III.

IV.
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Visszahelyettesítve Il.-be:

8 9 2 „  2 
* 9 9 9 9 ’ ‘ 2 7 ‘

Visszahelyettesítve I.-be:

Tehát a kapott együtthatók:

52 19 2

//. Megoldás:

Az együtthatókat meghatározzuk még a nevező gyökhelyeinek, ill. 
tetszőleges más x  értékeknek behelyettesítésével is. Felírjuk újra a számlá­
lókra adódó azonosságot:

2x® -jc®+2jc+ 5  =

A nevező gyökei 1 és - 2 ,  ezért legyen a:= 1, akkor

8
2 - 1  +  2 + 5  =  952; 52==— .

19
Legyen x ——!,  akkor —16—4 —4 + 5 =  9/ía; ^ 2= — —•

Legyen jc=0, ill. x = - l  (ezek már tetszőleges számok); akkor

5 =  2i4i+y42—4J9i +452

- 2 - 1 - 2 + 5  =  4 ^ + 4 .4 2 -2 5 1 + 5 2

Behelyettesítjük y4a és 5a értékét, majd megoldjuk a kétismeretlenes 
egyenletrendszert:

5 =  I.

76 8
0 =  4 ^ , - - - 2 5 , + ~ IL

45 13
=  2 ^ - 4 5 ,

68
-  =  4 ^ 1 -2 5 ,

32
~9

=  2 .4 i-4 5 i

68
-  =  4 > í,-2 5 ,

n.

L

IL

- 2 . L  +  IL:

5232 8 16 4 „
2 A - - + ^ ;  ^ ‘ = - 7 + 2 ^  =  ^ -

Az együtthatók tehát

 ̂ 52 19 2 8
A - - ;  f i i - - :

A feladat megoldása: 

2x« - jc*+2j<+5
/■ (x+2)*(x-D *

52 1 19 1 2 1 8
+  — -------- 7 +  -,27x+2 9 (x+2)« 2 7 X -1  9 (;í -1)»

dx

52, 19(;c+2)-* 2 8 ( x - l ) - i
-  - l n |A r + 2 | - - — ^ + - l n | x - l | + - — p - + C  =

52 19 1 2 8 1

c) A ö M ií integrandus nevezőjének, q{x)-nek, nem min- 

den gyöke valós. Mint az algebrából ismeretes, a komplex gyö­
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kök párosával lépnek fel: ha egy komplex szám gyöke q (x ) -  
nek, akkor konjugáltja, Zq szintén gyök. Az ezeknek megfelelő 
elsőfokú gyöktényező, (x-Zq), ill. (x-Zo), már nem valós kife­
jezés, azonban a konjugált gyökök gyöktényezőinek szorzata 
egy valós másodfokú gyöktényezőt ad, amely nem bontható fel 
valós elsőfokú kifejezések szorzatára. Ha a nevezőnek többszö­
rös valós gyöktényezői, valamint egyszeres komplex gyökté­
nyezői vannak, vagyis a nevező gyöktényezős alakja

q (x )  =  ( x - x i ) * i . . . ( x —x,)*>-(x*+6ix +  ci)...(x** +  z>sx +  cj).

akkor

P (x )  ^  A u  . , y _ A í _  , 
q{x) íÚ  (x-Xi)' ■■■ ;=i

BiX  +  Cl B ^x  +  Cg +  Cj
H 9 ! , H 5 ! f ! "• • • • I 'x ^ + b i x  +  ci x^ +  b^x +  Ci x^ +  b ,x  +  c ,  ’

Amennyiben a nevezőnek többszörös komplex gyökei is 
vannak, vagyis a valós elsőfokú gyöktényezők szorzatára nem 
bontható másodfokú gyöktényezőknek egynél magasabb hatvá­
nya is szerepel, akkor a nevező:

q{x)  =  +  +  +  +

és a parciális tört alakja:

p ( x )  ^  A , ,  _ 45 A ,
q{x)  á l  ( x - X i ) ' f i i  ( x - x , y

+

k = i ( x ’‘ +  b iX  +  Ci)'‘ ■■■ i t í  (x^ +  b , x  +  c ,y  '

Megjegyzés:  A feladatokban az együtthatókat index nélküli 
nagybetűkkel jelöljük.

Gyakuríó feladatok

5
10. / ;  ̂ A nevező nem alakítható át elsőfokú tényezők

szorzatává, hiszen az (ac®+4) tényező diszkriminánsa Z)<0. Tehát az 
integrandus parciális tört alakja a következő:

5 A Bx+ C
Jc(;«:® +  4) ^  ;c«+4 ’

5 ^ (*»+ 4) +  fiA:*+Oc
x(x^ + At) x(x» + 4)

A számlálók azonossága — x  hatványai szerint rendezve —

5 = {A + B)j^  + Cx+AA.

A z  együtthatók egyeztetéséből adódó egyenletrendszer:

A + B = Q

C = 0

AA = S

5 5
^  =  5  =  - - ;  C = 0 .

4 4

Tehát:

Meghatározhatjuk az ismeretlen együtthatókat alkalmas ;c értékek 
helyettesítésével is, bár — mint látni fogjuk — ez a módszer jelen esetben 
nem egyszerűbb.

5 =  ^ ( jcH 4 ) +  Bjc*+C a:.

Legyen .^=0 (az egyetlen valós gyök), akkor 5=4/4, és ^4=— .
4
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Legyen x = l  és x = - l  a két tetszőleges helyettesítési érték; ezekből

5 = — -5 + B + C
4

I.

II.

Í.+II.:
50 5

10 = — -hlB;
4 4

c  = = - ? 4  = o.

2a: * / *
-dx Í/JC = ?

A nevező két elsőfokú egyszeres gyöktényezőt és egy elsőfokú tényezők 
szorzatára nem bontható másodfokú egyszeres gyöktényezőt tartalmaz. 
Végezzük el a parciális törtekre bontást:

A B Cx^-D
7 + ------7 + -(x+l)(x-l)(x*+l) ~ x+1 x - 1  x^+1*

2x^
(^+1)(x-1 )(a:*+1) ^
_ A jx -^ lK x ^ -^ lH B ix -^ D ix ^ + D  + iC x+ D H x*-! )

(JC+1)(X-1)(JC*+1) ’
2;c* = A{j^-x^+x-\)+B{x^+x*+x+l)-hC(x^-x)-hD(x^-l); 
2jc* = (^ + 5+C)jc»+(-^+B+D)jc*+(^+^-C)jc-^ + 5 - i ) .  

Az együtthatók egyeztetéséből felírható egyenletrendszer:

A + B - \ -C = 0  I.

- A  + B+D==2  II.

A + B - C  = 0 III.

- A  + B - D  =  0 IV.

I.~ III .

2C =0; C =0.

Ill.-ba:
+  5  =  0 A =  - B  

IB + D  =  2 II.
2 B - D  = 0 IV.

1 1
4 ^ = 2 ;  B = — ; A = ----- ; D =  1.

2 ’  2 ’

A keresett együtthatók tehát:
1 1

^ = - y ;  ^  =  y ;  C = 0 ;  Z) =  l.

Most meghatározzuk az együtthatókat alkalmasan választott jc értékek 
behelyettesítésével is:

2jc* = ^(;c-l)(jc24-l)-f-5(A:+l)Cv2-f-l) + (Cjc+Z))(A:2-l).

Legyen a:=1 (az egyik valós gyök), akkor 2=4B;

Legyen x = - l  (a másik valós gyök), akkor 2 = - 4 A ;  A = — 

Ezenkívül valasszuk még x  értékét 0-nak és 2-nek. Ekkor

0 =- - A  + B - D

8 =  5A + Í5 B ^ 6 C ^ 3 D

1 1

8 — + 6C+3Z)
2 2

D=1

3 =  6C +3; C=0. 

A feladat megoldása tehát

r 2x̂  r (  1 1 1 1  I \
l ' Y  =

1 1
=  -  — In I.Y-I-11 + — In ía:— l| +  arc tg jc+ C ==

1
=  y > n

X - 1

X - h l
+  arc tgA -f C.
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12. f -----—  d x = l  A nevezőben levő másodfokú polinom nem
J (x^-2x+5Y

alakítható valós gyöktényezők szorzatává, mert az a'2 - 2x4-5 =  0 másod­
fokú egyenlet diszkriminánsa negatív (Z) =  4 —20 =  —16). A tört nevező­
jében tehát kétszeres komplex gyökök vannak.

3x^ + 6 Ax-\-B Cx-^D
(jc2-2x +  5)2 (x^--2x-{-5f x^-2x-\-5 '

A jobb oldalon közös nevezőre hozunk, majd az egyenlő fokszámú 
tagok együtthatói egyenlőségét felhasználva felírjuk az ismeretlen A, C, D 
együtthatók egyenletrendszerét.

3x̂  + 6 ĴC + B4-(Cx-hZ))(x2-2jc+5)
(x^-2x+5y ix^-2x+5Y

Ax+B+ Cx^ + Dx^ - 2 C x ^ -  2Dx -h5Cx^5D
(x^-2x^5f 

Cx^+iD-2C)x^ + (A + 5C-2D)x+5D-{-B

Az egyenletrendszer: 
C = 0
D - 2 C =  3 
A + 5 C -2 D  = 0 
5D + B =  6

(x^-2x-\-5r

I.
II.

III.
IV.

C=0, tehát Il.-ből D=3, ezt a Ill.-ba helyettesítve: 
A - 6  = 0, vagyis A = 6.

AlV.-ből kapjuk: 154^5= 6, vagyis B = - 9 .

3x^ + 6 r 6 x - 9  . r 3
( x ^ -2 x + 5 y  J  ( x ^ -2 x -h 5 f

-dx-\-
2x +  5

-dx =

,  f  2 x - l - \  , r
J (x̂ -2x + 5f
J (x^-2x + 5 f  J

(x ^ -2 x  + 5 f  

2 x - 2  
ix^-2x + 5f

2 x - 2

2x-h5
dx

-4-3 / -
dx

{x^-2x^-5Y ' ' J x2-2x + 5 
Legyen

/ 2x-2  ̂ c  ̂------------------dx, L  = -  3 ---------
(x^-2x-i-5/  “ J (x^~:

/ dx

-2.v + 5)2

/ i = 3 r — í — dx=
J (x ^ - 2 x + 5 f

= 3 f ( 2 x - 2 ) ( x ‘ - 2 x + 5 ) - ’‘dx = — ^ ----- +Cx.
J x ^ - 2 x + 5

' • ■ - " / l í d
dx

[{x-iy+4Y
ezt x - l  = u, dx=du  helyettesítéssel alakítjuk át, majd az l . f )  pontban 
levezetett rekurziós formulával határozzuk meg.

du

Mivel
(«2 + 4)2

/ dx
{x̂  + a^f “

1 x 1  X
--------------- 1------arc tg — h C,
2a  ̂ x^^a^ 2a^ a

ezért
3 u 3 u

3 x - \  3 x - \

/ dx I* i
x ^ - 2 x + 5  ^

dx
( x - 1)̂  + 4

Ezt is az jc — 1 =  w, dx=du  helyettesítéssel alakítjuk át, majd figyelembe 
vesszük, hogy

/ dx 1 X ^
---------=  — arc tg — +C .
x^ + a  ̂ a a

/ du 3 u 3 x - 1
+ C ..

Összegezve a részeredményeket, a feladat megoldása:

3x* + 6
. _ j x  

J (x^ -
dx =

-2JC+5

{x^-2x+5Y
3 3 x - 1  3 x - 1  3 x - 1

- ? r í í í T - T ( T : i 7 í 5 - i 6 " = ' * ~ + T “ ‘ « —
3 3 jc -1  21 x - 1  

";c>-2x+5 ” T x » -2 x + 5  16

9 6
7 Integrálszámítás
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13. J  (jc-l)(jc* + 4)2
dx = l  A nevezőben egy valós gyöktényező

és egy kétszeres komplex gyöktényező van. 
A törtet parciális törtek összegére bontjuk:

2 x^ -4 x ^ -h x -5 A Bx-hC D x+ E
: +  -T̂ r— -(x-l)(x2-j.4)2 x - 1  (x^+4y x^+4

A jobb oldalt közös nevezőre hozzuk, elvégezzük a kijelölt műveleteket, 
majd az egyenlő fokszámú tagok együtthatói egyenlőségéből felírható 
egyenletrendszert megoldjuk.

2 x ^ - 4 x ^ + x - 5
i x - l ) ( x ^ + 4 y  

A(x^ + 4 y + (B x + C ) (x - l )+ { D x + E )( x ^  + 4 ) ( x - l )
(jc-l)(jc* +  4)2 ’

2 x ^ -4 x ^ -h x -5  =
=  Aix* + Sx^+16)-\-Bx^ + C x - B x -C + { D x + E ) { x ^ + 4 x - x ^ - 4 )  = 
^  Ax^ + SAx^+16A + B x ^ + C x -B x -C + D x *  + Ex^ + 4/)jc*4- 
+ 4 E x - D x ^ - E x ^ - 4 D x - 4 E  =  x*{A + D) + x^{E-D) +
+ x \S A  - \-B + 4D -E )-{-x (C -B + 4E -4D ) -\-(\6A- C -4 E ) .

Az együtthatók egyenletrendszere: 

yí +  Z) =  0 I.
E - D  = 2 II.
%A + B + 4 D - E  = - 4  o III.

C - B + 4 E - 4 D  =  1 IV.

1 6 A - C - 4 E  = - 5  V.

D-\éí kifejezzük A-t és E-t:

A = - D ;  E = 2 + D ,
- S D + B + 4 D - 2 - D = - 4  III.
C - B + S  + 4 D - 4 D =  1 IV.
-16Z )~ -C -8 -4Z ) =  - 5  V.

B S D  = - 2  III.
C - B  = - l  IV.
- 2 0 / ) - C = 3  V.

€  = B - 7  

B - 5 D  =  - 2  

- 2 0 D - B + 1  = 3.

A két egyenletet összeadjuk:

-25Z) =  - 6 ,  ebből D =

6 6 10 4
^  =  ^ - I ^ - ^  =  T - T  =  - r

4 35 39
C =  ^ - 7

6 50 6 56

Az együtthatók: 

6
25’

- 1 .  C - - ^ -  
5 ’ 5 ’

56
2 5 ’

Az integrandus törzstényezős felbontása:

2 x ^ - 4 x ^ + x - 5
( x - \ ) { x ^ + 4 y  

6 1

4 39 6 56 
6 1 25^'*’^

’Í 5 x ^ ^  (;t»+4)* ;c‘+ 4

/

25 a : - 1 5 (x  ̂+  4 y  

2 x ^ - 4 x ^ + x - 5

1 4JC+39 1 6JC+56 
+ -

25 Jc*+4

dx =

4JC+39 ^
-----------dx+
(jc*+4)* 25

6 p' dx 1 /•

r _ ^ _ A  f
25J x - 1  5 J  (jc*+4)> 5 J

g /
d x+ 56

3 /• 2x: 56 /• 
25 J  x^+4  25Í'

(x*+4)» 

56 /• <*:

x»+4

dx
(^+ 4 )*

x*+4
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Az egyes integrálok meghatározása:

/ dx
— - I . I - - I I + C , ;

/

/

JC-l

2x
dx

( x « + 4 ) «

- = 7
(jc*+4)*

A III. 1. pontban meghatároztuk az integrált:

/
dx \  X  \  X

+ — a rc tg — +Cs =
( j c » + 4 ) ‘  2 . 4 jc> + 4  2 - 8

1 x 1  X

/

/

2*
JC »+ 4

<*c =  ln(A:»+4)+C,;

dx \ X

A feladat megoldása:

2 x » - 4 x « + x - 5

/ ■ ■dx ■■
( x - l ) ( ; c « + 4 ) ‘

6 , , 2 1 39 1 X 39 1 ;c

3 56 1 X
+ ^ t o ( ^ + ‘* ) + ^ - y a r e t g y + C  =

6 , , „  2 1 39 ;c 39 ;c
=  - - l n | . - l | + - ^ - _ _ - _ a r c t g - +

+ ^  hl (oc»+ 4 ) + ^  arc t g y + C.

IV. T R IG O N O M E T R IK U S FÜGGVÉNYEK  
R A C IO N Á LIS K IF E JE Z É SE IN E K  
IN T E G R Á L Á SA  

1. Egyszerűbb speciális típusok

a) X cos  ̂X alakú integrandus. Amennyiben az integ-
randusban sin x  páratlan hatvánnyal lép fel (cos x  pedig tetsző­
leges hatvánnyal), akkor a szinuszt tartalmazó tényezőt átala­
kíthatjuk az alábbi módon:

sm X =  sin X sin̂ " x — sin x (l  — cos  ̂x)”.

Az integrandus így a következő alakot veszi fel: 

sin ”̂+̂  X  cos  ̂a: =  sin x ( l  — cos  ̂x)" cos*" x,

A  kijelölt műveleteket elvégezve, az összeg minden egyes 
tagja — legfeljebb egy kivételével, amely alapintegrál —P (x )f '(x )  
típusú lesz, tehát az integrálás tagonként elvégezhető.

b) cos^”"̂  ̂X sin* X alakú integrandus. Ha az integrandusban 
cos X páratlan hatványa lép fel (sin x-mk  pedig tetszőleges hat­
ványa), akkor a cos^+^ x  tényezőt alakíthatjuk szorzattá:

cos "̂+̂  X  sin* X =  cos :v(l — sin  ̂x)" sin  ̂x,

A kijelölt műveleteket elvégezve, az integrandus minden 
tagja — legfeljebb egy kivételével, amely alapintegrál —p { x ) f \ x )  
alakú lesz, vagyis integrálja közvetlenül felírható.

Gyakorló feladatok

1. j  sin  ̂x d x  = f  sin  ̂x sin ;ir í/x =  /  (1 -  cos* x) sin x d x  =

=  f  (sin X -  cos^ X sin x) dx =

cos® X  1 „ _
=  -cosjcH------------f-C =  —cosxH---- cos®.v+C.

3 3
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2. j ú n ^ x d x  = /sin*xsm x<&  =  f  { \ - c o s * x Y ú n x d x  =

=  / ( l - 2  COS* JC+cos* x) sin xdx =

=  /  (sin x - 2  cos* X sin jc+cos* x  sin x) dx =

=  f  s i n x d x - 2  f  cos* x sin x d x + f  cos* x  sin x  dx.

Mindhárom integrál közvetlenül felírható, mert az első aiapintegrál, 
a másik kettő integrandusa pedig r ' ( x ) f ( x )  alakú.

 ̂ ^ COS»JC COS*JC
sm^xdx  =  - c o s jc + 2 — ----------- -— + C  =

2 1
=  -COSJV +  — COS*JC----- COS*JC+C.

3 .  /cos*xsin*xrf;c =  /  cos*jc(l-cos* jc)* sinxí/;c =

=  /c0s*x(l~2c0s*jc+c0s*x)sinjcflíx =

=  /(cos* jv sin X—2 cos* jc sin jc+cos* x  sin ;c) dx =  

cos* JC 2 cos* JC cos’ X= - _ ^ _ ---------- _ ^ . c  =

1 , 2  1
=  -  y  COS3 y  COS* X ---- cos’ X+ C.

4. f  cos"^xdx = f  cos*xcosxdx = f  ( \ - sin  ̂xy  cosx dx =

= / ( I  — 3 sin* x +  3 sin* JC—sin* jc) cos jc dx =

=  /(co s  x ~ 3  sin* ̂  cos 3 sin* jc cos x -  sin* x  cos x) dx =

=  sinjc-sin® j c + y  sin® j c - y  sin’ jc-f C.

5. /  sin* X cos* x d x  — f  sin* x cos* jc cos x d x  -  

=  /  sin* x( 1 — sin* jc)* cos x d x  ^

— /  sin* x ( l  — 2 sin̂  jc+sin* x) cos xd x  =

=  /  (sin* JC cos JC -  2 sin* jc cos :v+sin* x cos x) dx ■■ 

sin® X 2 sin® a: sin’ x
-+ C  =

3 5 7

=  —  sin® JC - — sin® JC-I-— s in ’ : c + C .
3 5 7

Ha az integrandus mindkét szögfüggvényben páratlan hat- 
ványú, akkor természetesen teljesen mindegy, hogy melyiket 
alakítjuk át. Most erre oldunk meg feladatot.

6. / sin®X cos’ x d x  = 1 Mindkét módszerrel meghatározzuk az 
integrált.

I, Megoldás:

f  sin® JC cos® x d x  =  j  sin^ x  sin x  cos® x d x  —

=  /  (1 -  cos^ jc) cos® X sin jc í/jc =  /  (cos® x  sin  x  -  cos® x  sin  x) dx =

cos^ X cos® X 1 . 1 ^= ----- ------- 1------------h C = ----- cos^ xH—  cos® x +  C.
4  6  4  6

II. Megoldás:

/  sin® X cos® x d x  =  j  sin® x  cos^ x  cos x d x  =

=  / s i n ® x ( l - s i n 2x )  c o s x d x =  /  (sin® x  cos x  -  sin® x  cos x )  í/x =

sin^ X sin® x  

= --------- 6 - ^ ^ -

c) sin̂ " X coŝ  ̂X alakú integrandus. Ha az integrandusban 
mindkét tényező páros kitevőjű, akkor a kétszeres szögfügg­
vényekre tanult azonosságokat használhatjuk fel az integrandus 
átalakítására:

sin cos a: =  y  sinzx;
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• 2 1 1 « sin‘‘x =  y  —^ c o s2 x ;

2 1 1 ocos'^x =  -:^+— cos2x.Á Á

Gyakorló feladatok

7. J  cos® X  dx — 1 A harmadik azonosságot írva az integrandus 
helyébe:

/ C ( \ 1  ̂ sin2x
cos® x d x =  / — I---- cos 2x =  — h----------- h C.

J  \ 1  1 )  2 4

8. / sin^^í/^ =  ? A második azonosságot felhasználva kapjuk:

J  sin® x d x  = j 1 1- - - c o s  2 ,
h ' í -

sin 2jc
-+ C .

9. J  sin® a: cos® x  dx = ^ Az integrandus előbb az első, majd a má­
sodik azonosság felhasználásával hozható könnyen integrálható alakra:

’ sin® 2x/ f  sin® 2x  1 í* ( 1 1
sm® x  cos® x d x  = / --------- dx = — / I----------

J  4 4 J  { 2  2
cos 4x dx  =

jc sin 4x
~2 8~~

X  sin 4x
+ C = --------- ;---- +C .

8 32

10. J  sin® X  cos® x d x  = J  (sin a: cos jc)® sin  ̂x  dx =

=  —  f  sin® 2x{ \  -  2 cos 2x +  cos® 2x) dx =
16 •/

=  — f  sin® 2x  d x ----- fsin® 2x  cos 2x í/a-f — f  sin® Ív cos® 2x dx.\6J 8 J 16J
Mindhárom integrált külön számítjuk ki. 

Az első integrál:

- fleJ
sin® 2 a: dx I

1 1
——  Y  cos 4x

1 /• 1 /  sin4x'
+ Q.

A második integrál integrandusa könnyen y '’(,Y)/'(: )̂ alakra hozható, 
ezért

f  sin® 2a: cos 2a' dx = -   ̂f  sin® 2a(2 cos 2x) dx =
8 J  16 J

1 sin  ̂2x  1

A harmadik integrál:

— fsin® 2a- cos® 2a: dx = — f  (sin 2x  cos 2,y)® dx =
16*/ 16J

1 r í  s \n4xY  1 /*  ̂ CÍ  ̂  ̂ \=  — / ---------  dx = — / sin® 4 xd x  = — / --------- cos 8x í/y
16J { 2  ̂ 64J  64J U  2 )

Í r  1 /  si
= ----  / (1 -  cos 8â ) dx  = ---- 1 jr-----

m J ^  1 2 8  V

sin 8a' sin 8;c 
1024

5a' sin 4.Y sin  ̂2x sin Sx 
sin® A' cos® dx =  ------T-:--------- ----------+  C,

A feladat megoldása tehát:

ahol C1+ C .4 -C3 =  C.

1 1 . /  sin^ a: í/a: =  ?

1 2 8  128 48 1024

sin 2 a: V r 1 1 ® 1 r / sin  ̂A' dx =  /

, 2 ) - - - C O S 2 . dx =  —  I sin® 2 x ( l  -  cos 2xYdx  =  
16 J

J J

=  J*(l - 2  cos 2 a: +  c o s® 2x) dx —

\ * 1=  — / 1 -  2  cos 2a- + ---- 1---- cos 4.
4 j  y 2 2

1 r í ^  1 ^=  — / ----- 2 cos 2â H----- cos 4â  I dx  =
4 J \ 2  2 I

dx —

( 3  2sin2A* sin4jf'j

3 1 1
=  — X ----- sin 2x-i------sin4A^-fC.

8 4 32
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12. + — cos 2xj dx —

=  — (1 +  2 cos 2^+cos2 Ix) dx =

=  — J ' | l + 2 c o s 2 ^ + Y + y  cos4jcj dx =

= T / ( f-4-2 cos l x -\—  cos Ax 
2

dx =

W  3 2 sin2jv sin4^\

3 1 .  1
=  — JC+ — sin 2 x + — sin4jc+C.

2. Trigonometrikus függvények
általános alakú racionális kifejezésének integrálja

A sinx, cos X, tgjc, valamint ctgx függvények tetszőleges 
/?(sin X, cos X, tgx, ctg x) racionális kifejezése integrálható. Még­

pedig mindig célra vezet a  ̂=  t g y  helyettesítés, amelynek segít­

ségével az integrandus racionális (egész vagy tört) kifejezésbe 
megy át — ennek integrálásával az előző II., ill. III. fejezetben 
foglalkoztunk — és ez mindig integrálható.

Ezzel a helyettesítéssel ui. — mint az könnyen belátható —

d x  =

2f

dt, sin X =
2t

l - t 2 ’ CtgX =

c o s x  =
l - t ^
1 + í ^ ’

2t

Gyakorló feladatok

1 +sin X
I.

J 1 - c“ COS a: 
nális törtfüggvény.

dx — 1 Az integrandus sin x-tq, ill. cos x-re nézve racio-

I
1 + sin X 
1 -  cos x

1 +
dx ■■

2t
T^TT 2dt 
1 - /*  ’ l - / *

■ /
/ » + l  +  2í

l +  í » - n - í ’* 1 +  /

* l + í »

2rfí p t ^ + l t + \C t » + 2 / + l  ^/'* +  2 í + l  ^
-  =  I -------------- 2e/t = I --------------dl.
» J  2 íH l +  í*) J /* ( '* + !)

Az integrandus í-ben racionális törtfüggvény, amit parciális törtekre 
bontunk.

/» + 2<+l A B Ct+D  
/* ( í* + l)  í » + l  ’ 

f »+2f+l  =  ^ /(< *+ 1 )+ B (í» + 1 )+ (0 + 2 ))/‘‘; 

í» + 2 /+ l = At^+At+Bt^+B+Ct^+Dt^-,

/» + 2 í+ l = iA + C)t^+{B+D)t*+At+B.

Az együtthatók egyenlőségéből kapjuk a következő egyenletrendszert: 

A + C = 0  

B+D  =  1 

/í =  2

Ebből C = - / 4 = - 2 ,  ésZ> =  1 - B =  1 - 1  =  0.

Behelyettesítve az együtthatókat:

=  2 1 n / - y - l n ( / » + l ) + C : + l n - ^ + C  =  
/ / » + l

X  
tg^—

1 ^ 2  X ^
= -------- + ln ----------- + C  =  - c tg —+ ln

;c X 2
t g y  *8*Y+1

X  X
= -c tg y H -2 1 n sin  Y + C .

sin* -
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Ellenőrizzük a megoldás helyességét!

í  ^  ^ V 1 1  1I - c t g  Y +2 1ns m—+ c j  ------------ ------------
sin* —

X 1 
^ • c o s y . y  =

s in y

X  X X
cos—  1+ 2 sin — cos—

1 1  2 2 2 1  + sin a:
— --------H--------- = -------------------

sm^ — sin— 2 sin̂  — 
2

1 — cos X
2 2

A feladatot tehát helyesen oldottuk meg.

í —J 1 + co
2. I - ---------dx=7

1 + cos X

/. Megoldás:

1 - / 2  2 d t  
cos X  = -------  es d x  —1 + /2

f — ‘—  rfx =  r — í— ~  =  f — — —
J  l+cosx  / H í *  •' l +  f í ' + l - í *

= J  (ü =  r+ C  =  tg-

írenciáljuk az

( ■ 4 - ) ' =

-+ c .

Differenciáljuk az eredményt!

1 1
X 2 X

coŝ  — 2 cos* —
2 2

1^  1 +  c o s a :  , 1
Mivel cos* — = ----------- , ezert ----------- = ------------

2  2  _ a: 1 +  c o s jc
, és fgy számítá­

sunk helyes volt. 
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2 cos* —

II, Megoldás:

Megoldjuk a feladatot egy másik módon:

X  1 +  COSJC 1
Mivel cos* — = ----------- , ezért -----------

2 2 1 +  cosjc
1

X
2 C0 S * y

= tgy+ C .

3. f -----í-
J  1 +  si1 +  sin X 

2t

- d x = l

dx =
2dt
í* + r

f  1 — i ± ^ f -  
J  l +  sinx / 2t / » + l  J  /* 

- /  ^

2dt
+  1 +  2/

(/+D*
-í// = —

r+l
+ c  = - -

t g - + l
+ c.

5 + 6 cos jc 

1-/*

d x = l

cos JC = dx =
2^/ 

1 + /*1 + /*’

f  5 +  6 cos x^^ f  6 -6 /*
J 5 +

2í//
cosjc / _ 6 -6 /*  1 +  /*

1 + /*

= /•______ ?______
J  5 +  5 í H 6 - 6 / ‘ J l l - / »

A /-re kapott racionális törtfüggvényt 11 kiemelésével alakítjuk át, hogy 
alapintegrálra jussunk.

Í r  Sdt

u n
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— f  _  * ry i l r f w s y í l  r  du
11 j   ̂ /  f y  ~  iTJ i-H > “  11 J i - u »

Un;
Az integrál | u | < l  esetén:

, 8»^TT ^ ^  SJ'ÍT  1 l +  « ^  
h  = ——— a r th « + C i =  — — In-------l-Q  =

1 1  2  1 - K

4 /11  ^"^l^ll 4 /11  /11 + í
=  In---- —------ hCi =  - —— In-— -----hC, =

11 j ___f _  11 i n - t
i n

4 m  • ' " + ■ ' 7

( ■ l l - t g y

Az integrál |</|>1 esetén:

, 8 /T I   ̂ ^ 8 / n  1 . t t+ 1
h  =  — —  ar cth w+Ca = ------- •— In------- hCa =

11 11 2 w- 1

4 /1 1  / l l ^ *  4 /11  /+ /1 1
In----------- + C , =  —— In------ = + C ,  =

11

i n
—  1 11 t - i n

4 / n
In-------------- + C ..

11
t g y - / l l

/ n
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Az első integrál értelmezési tartománya: 1«|<1, de u = -^=* 

 ̂ 1, vagyis |/ | <  J^ll.

Mivel / =  tg y , ezért 

«  arc tg 3,317 «  73° 1,27

X

" T
(radián), vagyis |jic|<2,54.

J ^ l l ,  amiből arctgf^l l

A második integrál értelmezési tartománya ebből következően \x\ >2,54.

/ —J  sm^csm X cos X
dx = l

L Megoldás:

A í =  tg — helyettesítést alkalmazva, vagyis ha

sm x :
2t

/ ^ + 1 ’
cos X =

1 - / 2

1+í^
dx =

2dt
r+T^

akkor

/ —J  smjccosx
-dx / I 2dt

~ 2 t  r ^ ’T+7^ 
T + 7 ^ 'T + 7 ^

Az integrandus parciális tört előállítása:

1 +  /* A
/(1 + 0 ( 1 - 0  ^ T “*"l +  í ’ 1 - r

B C

1 +  /*
/(1 +  / ) ( 1 ~ 0  í ( l  +  0 ( l “ 0  

Az azonosság a számlálók azonosságát is jelenti:
1 +  /2 =

1 +  /* =  ( C - ^ - 5 ) / * + ( ^ + C ) / + ^ .

Az egyenlő fokszámú tagok együtthatói egyenlők:

C - A - B =  1 

^ + C =  0 

=  1 

C - B  =  2 

5-hC  =  0

I.

II. 

III.

I. +  IL

2 C = 2 ;  C = l ;  ^ = - 1 .
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Az együtthatókat beírva:

•/ s i n j c C O S •' V / 1 +  í 1 - /
dt

=  l n í - l n ( l  +  0 - l n ( l - / ) 4 - C =  In - +  C =

In- + c.

2 t g y
Mivel tgjc = ------------- , ezért

1 - tg '

/ —J  s iiia : csin X cos X

2

d x  =  In
tg^

+ C =  Inl tgArl - ln2+C =  InltgArl +  Ci.

II. Megoldás:

Most /=cosA:-et helyettesítve alakítjuk át az integrandust racionális 
törtfüggvénnyé.

Az integrandust bővítjük sin ,\:-szel.

1 s m x

sin X  cos X  sin* x  cos x

Mivel cosjc=í, ezért sin  ̂:*: =  1 -  cos® ;c =  1 - /S és d t = - s i n  x d x .  
Mindezeket figyelembe véve:

sin a:
- d x

sin^jccosjc J ( l - t ^ ) t  J  t ( l - t ) ( l  + t )  

Az integrandust parciális törtekre bontjuk:

1
t i l - t ) i l  + t) 

1

A B C
= — + ̂ ------h

t 1 - t  1 + t* 

A i l - t ^ ) + B t { l  + t ) + C t ( l - t )
/ ( 1 - / ) ( 1  +  / )  t i l - t ) { l  + t) 

1 =  A - A t ^  + Bt-hBt^+Ct-Ct^;

1 = ( B - A - C ) t ^  + (B+ C )t+ A .

Az egyenlő fokszámú tagok együtthatói egyenlők: 

B - A - C = 0  

B + C = 0  

A =  1 

B-C==  1 

B + C =  0

1 1 
2 5 = 1 ; iB = - ;  C = - y

Eredményeinket felhasználva

J  sin X cos X 2 1 - /  2 1  +  / j

^  - I n /  +  Y l n ( l - 0  +  y l n ( l  +  í) +  C =  In + C =

=  In
sinjc

+  C =  In |tgx|H-C
cos a:

III. Megoldás:

A feladatot még egy harmadik módon is megoldjuk:

1

J  sinjccosjc I sinjccos^jc J
- d x  — In Itg xl + C

6. f -----------—J  1+2 tg;

I. Megoldás:

Legyen t g x  =

dx = .̂

2t
és dx

l + t^
-dt.
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/ * r 4 — í — ^ — 7 ^ " 'J l + 2 t g .  J  Il+ />

- / -

= / í

2  2

1 - /2 + 4 Í  1 +  í 
1 - í*

4 /2 -4

4 -4 /2
(1 +  /2 )(1 -/2  +  4^)-í//

-í//.
( H - /* ) ( /2 - 4 í - l )

A nevezőt gyöktényezős alakba kell írnunk: 

/2^4^_1  =  0

4 ±  1^16+4
íl,2 =  2 ± y S ;  í  ̂ = 2 + yS;  /̂  =  2 - / 5 .

.  4 /2 -4

J í / - 2 - l ^ 5 U / - :
: í//.( / - 2 - / 5 )  (/-2 -f]^ 5 )(/2 + D  

Az integrandust parciális törtekre bontjuk.

4 /2 -4  A

( í -2 - » ^ 5 ) ( / - 2 + y '5 ) ( í» + l)  / - 2 - / 5  Í - 2 + / 5  /» + l  ’

__________4 f« -4 _______ ^

( < - 2 - / 5 ) ( / - 2 + ) '5 ) ( / « + l ) "

_ /<(?«+l) ( f -2 + » ^ 5 )+ g ( t» + l) (< -2 - t^ 5 )+ (C f+ i) ) ( f« -4 f - l)  

( í-2 - y 5 ) (< - 2 + 1 ^ 5 ) ( í» + l)

4 í» -4  =  A ( t ^ - 2 t ‘+ t^ ] f5 + t - 2 + Í 5 ) +

+ B (r» -2 /» - /*  »'5 +  f - 2 - / 5 ) + 0 » - 4 C í » - a +

+ D t » - 4 D t - D ;

4 /> -4  = ( A + B + Q t * + ( - 2 A  + A y S - 2 B - B Í 5 - A C + D ) t ^ +

+ ( ^ A + B - C - 4 D ) t - 2 A + A y 5 - 2 B - B } Í 5 - D .
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Az egyenlő fokszámú tagok együtthatóinak egyenlőségéből: 

A + B + C = 0  I.

- 2 A + A ^ 5 - 2 B - B ^ 5 - 4 C + D  = 4 II. 

A + B - C - 4 D  = 0 III.

- 2 A  + A ^ 5 - 2 B - B y 5 - D = - - 4  IV.

I I .- IV .:  - 4 C + D + D  =  8; i)  =  4+2C.
D értékét a III. egyenletbe helyettesítjük:

^  +  5 - C - 4 ( 4 + 2 C )  =  0;

A - h B - C - 1 6 - S C  -= 0;

A + B - 9 C - 1 6  =  0.

Az I. egyenletet ebből kivonjuk.

16 8
- 1 0 C - 1 6  =  0; C = ----- = -------.

10 5
16 4

i> = 4 - -  = - .

A + B - j = 0 ,  A + B = j ,  A —  B.

Fredményünket a IV. egyenletbe helyettesítjük:

16 8^5  4 
- - + 2 B + — -----B ^ 5 - 2 B - B y s ------=  - 4 - 5

- 1 6 +  8 ^ 5 -  lOB^ 5 - 4  =  - 2 0 ;

BJ's =  100 /5 ;

4
^  =  T '

_  8 4 _  4

A keresett együtthatók tehát:

4 4 8 4
C - - ;  i . - - .
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Felírjuk az integrált: 
2

/ -dx -
l +  2 tg x  

4 1
T=r-\--

8 4
- y ' + y

í» + i
dt —4 J  \ 5  t - l - j f S  5 t - 2 + ] f 5

5 * ' 1 / - 2 - » ' 5  t - 2 + y S  f

5 J  t - 2 - Í S   ̂ Í - 2 + / 5  /» + l

Először a harmadik integrált számítjuk ki, mert azt még át kell ala­
kítanunk.

4 / • 2 / - 1  4 f  2/ 4 /• 1
5 /  / • + !   ̂ 5 / / • + !  5 i  1 +  í* ^

4 4
=  - y l n ( < » + l ) + y a r c t g í + C i .

I
4 4

- y  In ( /* + l ) + y  arc tg / + C =

4 / * - 4 / - l  4
=  — In---------------1—  arc tg /+  C =

5 í»+ l 5
X X

tg*— - 4 t g  — - 1
4 2 2 4 ^ _

=  — In -----------------------------1— arc tg tg — hC.
5 X  ̂ 5 2

t g * y - f l

IL Megoldás:

Legyen / =  tgor, így jc =  a rc tg x  és ekkor
dx

dt
T+7*

vagyis dx =

. Ekkor az integrál

/ l +  2 tg x
/ • - ? ____ rJ 1+2/ 1+/* J (l +  2 0 ( l +  í*)

-dt.

116

Az integrandust parciális törtekre bontva: 

2 A Bt+ C
(1 +  20(1 + /^) 1 +  2/ 1 + /2 ’

2 _  ^ ( l  +  /^) +  (J?/+C )(l +  2Q 

( l+ 2 0 U - f /^ ) “ (l +  2 /) ( l  +  í*)

azaz

2 = /Í(l4-r2) + (^^_|_c)(i+2í) =  iA-\-2B)t*+{B+2C )t+A^C,  

ami csak úgy állhat fenn, ha

0 = A + 2B I.

0 =  5 + 2 C  II.

2 =  A ^ C  III.

Az egyenletrendszer megoldása:

Ill.-ból

A = 2 - C ,  

ezt II.-be helyettesítve 

0 =  2 - C + 2 5  

Il.-t újból leírva

0 =  B+2C, ebből ^  =  -2 C .

5  = ----- ; A==— ,
5 5

Az integrál így

/ 2 S r  dt 2 /• 2 /— 1
l +  2 tg .v ‘̂ '* y i  l + 2 t ~ T J

S r  dr 2 ^ 2/ 2 r  1 ^
~ s J l + 2l 5 J l +̂l 5 J t*+l ‘ ~

8 ln l l + 2 /| 2 2
~  ~5------- 2----------^  ln(í*+  l ) + y  a rc tg í+ C .
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Mivel arc tg t= x  és /= tg  jc, ezért

2
I /£»: =  — In (l +  2 tg x )‘ - ^ l n ( tg » j c + l ) + 4 - * + C  = 

1+ 2  tgx  5 5 5

\ (1 +  2 tgx)* ,
In--------------- +JC

tg*JC+l
+ C.

V. EXPONENCIÁLIS ÉS HIPERBOLIKUS  
FÜGGVÉNYEK RACIONÁLIS  
KIFEJEZÉSEINEK INTEGRÁLÁSA  

1. Egyszerűbb speciális típusok

a) alakú integrandus. Amennyiben az integ-
randusban shx  páratlan és chx  tetszőleges egész kitevőjű 
hatványa van, akkor a sh x tényezőt átalakíthatjuk az alábbi 
módon:

sh2”+i X =  sh X sĥ " x =  sh x(ctí^ x  -1)".

Az átalakítás során felhasználtuk a hiperbolikus függvényekre 
tanult cĥ  x — sh^x =  1 azonosságot.

Az integrandus így a következő alakot veszi fel:

sh2"+i ;c ch  ̂X =  sh x(ch^ x -  I f  ctí  ̂x.

A kijelölt műveleteket elvégezve az összeg minden egyes tagja
— legfeljebb egy kivételével, amely alapintegrál — P ix ) f ' { x )  
típusú lesz, tehát az integrálás tagonként elvégezhető.

b) ch^"+^xsh^x alakú integrandus. Ha az integrandusban 
ch x  páratlan hatványa, shx-nek pedig tetszőleges hatványa 
lép fel, akkor a cĥ "̂  ̂x  tényezőt alakíthatjuk szorzattá:

ch2"+i X sh*̂  X =  eh x(sh2 x +1)" sh*̂  x.

A kijelölt műveleteket elvégezve, az integrandus minden 
tagja — legfeljebb egy kivételével, amely alapintegrál — /"(x)/'(x) 
alakú lesz, vagyis integrálja közvetlenül felírható.

Gyakorló feladatok

1. f s h ^ x c h * x d x  = ?

f s h ‘ x c h * xd x  = f  ch*x(ch^x—l)shA:<ic =

/ ch"̂  X eh® X
(eh® sh A' -  eh* ;c sh jc) dx = ---------------- h C.

7 5
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2. f  sh* x c h ^x d x  =^1

j sĥ  jceh® jcí/jc =  / sh^;>c(l4-sh^x) chxdx =

/ sh® jc sh’ a:
(sh^ ;c eh ;c+ sh® X eh x) dx =  —-— \-------- 1- C.

5 7

3 .  fsĥ xch'’x-dx = ̂

I. Megoldás:

Először a sh®jc-et alakítjuk szorzattá:

J*ch’ a: sh  ̂jc sh a: í/x =  J  eh’ ;v(eh2 :v— 1)̂  sh x í/a: =

= j  eh’ jc(eh* x — 2 eh  ̂a:+ 1) sh x í/x: =

=  j  (eh^  ̂jc -  2 eh® a:+eh’ x) sh x dx.

Legyen r=ehjc, akkor dt=s\\xdx.

I sh® jc eh’ jc í/x: =  / —2í®+/ ’) í/í =  ^  “
«/ •/ 12 10 8

=  — eĥ * X — —  eĥ ® x-\—  eh® x +  C. 
12 5 8

II. Megoldás:

A feladatot most a másik tényező átalakításával oldjuk meg.

j  sh® x c h ’’ x d x  = f  sh® xch^ x  oh x d x  = Jsh® a:(1 + sh^x)^ chxdx = 

=  Jsh® jc(l +  3 sh  ̂jc f  3 sh  ̂a:+ sh®x) c h x d x  =

= J(sh®x+3 sh’ jc+3 sh»Jc+sh^^x)ehA:í/x.
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Most í=shjc-et helyettesítünk, ekkor d t= chxdx,

f s h ^ x c h ^ x d x  = / ( r + 3 / ’+3/» + í^^)í/í =  

í® 3̂ 8 3/i«

=  — sh® x + — sh» .v+— sĥ ® x-h —  sĥ 2 C.
6 8 10 12

Az eredmények összehasonlítását az Olvasóra bízzuk.

c) sĥ ”x, ch^"jc, ill. sh^"xch^*;c alakú integrandus. Ameny- 
nyiben az integrandusban a sh^:, ill. ch x  függvényeknek csak 
páros kitevőjű hatványa szerepel, úgy az alábbi összefüggések 
felhasználásával alakítjuk át az integrandust:

, 2  c h 2 x - l  ,o  c h 2 x + lsh  ̂X = ------ r ----- , ch  ̂X = ------------- .

Gyakorló feladatok

4 .  f  ch^xdx  =  ? A feladatot — az összehasonlítás kedvéért — két 
féle módon is megoldjuk.

I. Megoldás:

Az exponeneiális alak felhasználásával: 

(e^ + e - ^ Y  e^^ + 2 + e-^^
ch^x =

J  c W xd x  = (e^^+2 + e - ‘^)dx  = ---- +2x+ 9 +c =

X
=  T + -

,2x ^-2xX 1
- +  C =

X 1
=  — I---- sh 2x +  C.

2 4
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A  hiperbolikus integrandust átalakítjuk a második azonosság szerint: 

•ch 2 x + l
i x  =

2 .

II. Megoldás:

Jc h ^x c ix  = J c j x  = ^  J i á i  l x +  1) dx =

s h 2 jc
-+;c + C  =

sh 2x X

A két eredmény tehát megegyezik.

5. j  sh  ̂xdx — ? Ezt a feladatot is mind a két módszerrel megoldjuk.

1, Megoldás:

Az exponenciális alak felhasználásával:

/ s h » ^ r f x = / ( - L ^ ) ‘r f , v = /

= - j f  {e^"-2 + e-^^)dx =

-dx =

—— 2x+

8
V 1 ê -"' — e '

•+C = ----- -f---------------
2 4 2

-+ C  =

1
=  _ _ + _ s h 2 x + C .

//. Megoldás:

Az integrandus átalakításával a harmadik azonosság alapján:

/ /• eh 2x -  1 1 /•
sh  ̂jv: dx =  J -----^ ~  ^  J 2,y — 1) dx =

1 rsh2x   ̂ 1 A'

A két eredmény tehát megegyezik.

6. Jch^^xdx =1  Tudjuk azt, hogy ch^A' = -----^ ; ezt írjuk az

integrandusba:
r  , /•rch2 ;c+ lV  1 r J eh*xdx = J I ---- ----- 1 dx = —j  ( c h 2 2 a 2 e h 2 x + 1)dx.

A fe n t i  l in e a r iz á ló  f o r m u lá t  is m é te l te n  a lk a lm a z z u k ,  m o s t  a  eh*  2 x - r e :  

r c h 4 ; c + l

= ! / (

4 (

e h  4 jc
+  2 ch 2 x +

I ' ) -
1 í'sh4AT s h 2 *  3  -J ^  1 ,  1 3

- + 2 — - + — x j  + C = - - s h 4 x + - s h 2 x + j x + C .

r  c h 2 A : - l
7 .  J sh*xdx =*> M o s t  a  sh*jc  = ---------  l in e a r iz á ló  f o r m u lá t  a lk a l ­

m a z z u k :

J s h * x d x  =  J (sh® .Jc)*ífjc =  J  —Ij cíx =

=  /  < = h * 2 . - 2 c h 2 . . H  ^  1  2 . - 2 e h  2 x + 1)

A  ch» 2 x  =

4

e h  4 x 4 -1

/ s h ‘ W . =  l / (

1 ^/-ch4;c ^ S'l
- 7 / ( —

a z o n o s s á g o t  f e lh a s z n á lv a : 

c h 4 j c + l
-2 c h 2 A :+ lU v

)•

W  s h  4 x  2  sh  2;c ^  3a:

4  I  8

3x\ 1
s h  4 x -------s h  2x-i-------x+ C .

4  8

8 . /  sh» x  eh* xdx  =  ? A  f e la d a to t  a  l in e a r iz á ló  m ó d s z e r r e l  o ld ju k  

m e g :

/ sh* x  eh* X dx ■■■sQ h 2 x -\  c h 2 j c - l
dx

ch*2A:-l/ eh* 2 a  

4
-dx =

\ C 1 p ( c h A x + \  ^
=  - / ( c h » 2 x - l ) ^ x  =  - j [ - ^ ------- =

I n  W  sh 4x
= - / ( c h 4 x - l ) r f . =  - ( — +  C =  — sh 4x— - x + C .  

32 8
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9. J  sh  ̂A- ch^ a: dx =  ? Felhasználjuk, hogy sh  ̂x  =  

ch2A:+l

c h l x - \
és

ch^x ■■

í  
-s
-í

shU'ch^jcí/x = / m
- I V  ch2jc+l dx =

ch2 2 jc -2 c h 2 jc+ l ch2jc-f-l
dx =

eh 4^+1  ̂ ^
--------------2ch2A:+l ,  ̂ ^

2 eh 2a -f i
dx =

4 2

=  — f  (ch 4 A :+ l-4 ch 2 * :+ 2 )(ch 2 x + l)íic  = ?
16 J

A feladatot az exponeneiális alak felhasználásával oldjuk meg. 

f  sh‘ X eh® x d x  =

-  -  f  ( ( —  \6 J  [{ :

= - í  \6J

-+ 3 -+ 1 dx =

(e**+l +  l +  e - ‘^)+ 

dx =

=  l f  
16J 4 ■ 4 4 4 4 

2e<* 2 e -‘’' Se'*’*

- 2 e " '- 2 e - * '+ 3

-6x 4̂ 4x _ 4^-4*
- - 2 - - -+

+  3|</a: =

2e** e** , 

~ 4=  - - í  16J

= — í  (e ’̂^ -2e*^ -e‘ ^ + 4 - e - ‘^ - 2e - “’  ̂+  e-*^)dx =  
64 •/

1 re** e'* e** e - ’®* e '* ’' e - ‘^ \  ^
=  — I--------------------+ 4 x + -------+ --------------- +C.

6 4 Í 6 2 2  2 2 ó j

dx =

2. Exponenciális fűggvényelc
általános alakú racionális kifejezéseinek integrálása

Amennyiben az integrandus az e* függvény jR(e )̂ racionális 

kifejezése, akkor a / =  e^ vagyis x = l n í  és =  ^  helyette­

sítéssel átalakítjuk í racionális függvényévé, és ily módon racio­
nális (egész vagy tört) függvényként integrálhatjuk.

Gyakorló feladatok 

■■

dt
Az = vagyis í/x =  —, helyettesítéssel;

/ 4 ^___f  A dt f  4dt p
e^^-4 J  7 ^ 7  " " J  7 ( /* -4 )  " " j  "

4 ^ /
r ( /* -4 )  J  í ( / - f2 ) ( / -2 )  

Az integrandust pareiális törtekre bontjuk:

4 A B C
= — + — ^ + -

/(/ + 2 ) ( / - 2 )  / ’ /+ 2  ■ t - 2

4 =  ^ ( /* ~ 4 )- f^ /( /-2 )  + a ( /+ 2 ) .

Az ismeretlen együtthatók értékét alkalmas t értékek (a nevező gyökei) 
behelyettesítésével határozzuk meg:

ha /= 0 , akkor 4 =  - 4 A ,  vagyis - 1 ;  

ha /=  — 2, akkor 4 = 8 ^ , vagyis

ha r=2 , akkor 4=8C, vagyis C =

Az integrál tehát

1 1 
=  - l n / +  — ln ( /+ 2 ) + — In ( / - 2 ) + C  =

■Z

. ^  . / e * ' - 4  In ---------- 1- C7 =  In ------------ H C.
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2. J  =1 A  t = e*; dx = ^ ,  helyettesítéssel:

/ 5 C  ^ C  ^ jf — 1  
í( /*+ l)

Az integrandust parciális törtekre bontjuk;

/(<»+1) ^  T  /» + l  ’

5 A O ^+ l)+ (B t + C)t  
/(<*+l) “  í(f* + l)

5 = A f + A + B t » + a ;

5 = (A+B)t*+Ct+A.

Az együtthatókat összehasonlítjuk: 

A + B = 0  

C =  0 

A = 5 

B = - 5

f - L - d x =  f i —----^ 1 * =  51n<-4ln«*+l)+C =
J «**+! J  I.Í í * + l j  2

=  5 1 n e * - y ln ( e " + l ) + C =  5x—|t o ( e ^ + l ) + C .

------- dx = l  A  számláló c*-ben magasabbfokú, mint a nevező,
e*+2

dt
ezért a dx = —  helyettesítés után a számlálót osztjuk a nevezővel. 

/ ---------í/x =  / — - • — =  / — dt,
J e*+ 2  ./ / +  2 í J t+2

t^:(t+2) =  / - 2

- 2 í  
q=2/T4 

+  4

Az integrál:

t* 1
=  y - 2 /+ 4 1 n ( í + 2 ) + C  =  y e “* -2 e* + 4 1 n (e* + 2 )+ C .

/• dt
4. / —-  dx — "I K t = dx = — helyettesítéssel: 

e +2  /

r  ^  r  t dt C t ^ 1 ^ ( 2 í + l ) - l
1 + 2 /

=  • T « * - 4 - í“ ll +  2e*| +  C.
2 4

/  =  e*; d x  =  — .
t

/• /• 3/ í/í /• 3í/í
J  J  T h í  7  -  J  7 5 7 1  -  3  • »  •* '+ < " '

»• /

= 3arctge*+C .

(e* + 2)» 

/. Megoldás:

d x  =  l

dt
A / =  e*; dx = - j  helyettesítéssel:

r __ ^ _  r   ̂ r í / /
J  (^+2)* ""“ J  ( í+ 2 ) * 7 “ J

1
“” ” 7+2 e*+2

(^ + 2 )*  J  (í+2)* /  J (/+2)»

;+ ^  =  —
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Az integrandus számlálójában a neve’zö belső függvényének deriváltja 
van, ezért az integrandus f \ x ) f ' { x )  alakú és a feladat helyettesítés nélkül is 
megoldható.

II. Megoldás:

- 1

+ C.

/ e +  4
------------------dx =  ? A / =  e*; </v =  — , helyettesítéssel:
e"*+4e“ +3

/

/ í+ 4  _  r
/2 + 4 í+ 3  t J

t+ 4
-dt.

2+ 4Í+ 3 t J /(í= + 4 /+3)

A nevezőben levő másodfokú polinomot szorzattá alakítjuk: 

,2 + 4í +3 =  0;

- 4 ± » '1 6 -1 2  _  - 4 ± 2  _  
/i,= -  ^

h = - i ;  h = - i .
,2+4/+3  =  ( /+ l)(f+ 3 ).

í + 4 r  t+ 4
/ /(/2 + 4 /+3) ' J  / ( /+ l ) ( /+ 3 )  

Az integrandust parciális törtekre bontjuk:

-dt.

r+ 4 A B C
=  ~ + ------ +  -

K /+ l) ( í+ 3 )  t t + \  t+3

t+ 4  _  A ( í+ l ) ( t+ 3 )  + B t{ t+ 3)+ C t( t+ l)
/( /+ !)( /4 -3 )  ~  / ( /+ l) ( r + 3 )

t+4  =  A (t+ l)( t  + 3) + Bt(t + 3) + Ct(t+\).

Behelyettesítjük a nevező gyökeit:
4

ha /= 0 , akkor 4=3/1, ebből 4̂ = — ;

ha í =  - 1 ,  akkor 3 =  - 2 5 ,  ebből B =  - y ;

ha / =  -  3, akkor 1 =  6C, ebből C = — .
6

J  /(/-hl)(/-h3)  ̂ J V3 r 2 /+1^6 /+3j ^
4 3 1

=  — I n / - — In(/+  1 )+ — ln ( /+ 3 )+ C  =
3 2 6

=  4 -Ine*—^ ln (e * + l)+ ^ ln (e * + 3 )+ C  =
3 2 6

4 3 1
=  — AT- — ln (e * + l)+ — In(e*+3)+C .

3 2 6

I
dt

—::^dx =  ? A t = e”; d x =  — helyettesítés után: 
e'(e**+7e*+6) t

/ * + / - !/ /* + ? - !  dt c  /*
’/ ( /* + 7/+6) /» (í*+ 7 í+ 6)

dt.

A nevezőben levő másodfokú polinomot szorzattá alakítjuk. 

/•+ 7 /+ 6  =  0

-7 ± F '4 9  -  24 -  7 ± 5
íx .,------------ ^ ^

/i=  — 1; t2— —6;

/Í + 7/ + 6 =  (/+!)(/4-6).

/2 +  / - 1
/ dx

/« ( /+ l) ( /  +  6)

Az integrandust parciális törtekre bontjuk:

/* +  / - !  A B C  D
tH t+ \) ( t+ 6 )  ^  ~t 7^ 7 + í  7 + 6 ^

At{t+  1) {t+6) + B{t +  1) (/-f 6)4- Ct^{t+6)+Dt^{t+  1)
m t + i ) { t + 6 )  ’

t  ̂+ t - l  =  A t( t+ \K t+ 6)  + B{t+l){t+6) + Ct^(t+6) + D t*( t+ ll

Az együtthatókat alkalmasan választott t értékek behelyettesítésével 
határozzuk meg (ezek közül 3 a nevező gyöke):

ha / =  0, akkor - 1  =  6B, ebből B = — — ;
6
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ha / =  - 1 ,  akkor - 1  =  5C, ebből C =

ha / =  - 6 ,  akkor 3 6 - 6 - 1  =  i)3 6 (-5 ); D = -
29

Legyen végül 1, és a már ismert három együtthatót helyettesítsük be:

6 5 180 3 5 90

210+126+29 365 73
=  14/4----------—--------=  14A------- - =  14A----- ;

90 90 18

91 91 91
—  = 14A; A = ------- = ----- .
18 18-14 252

A feladat megoldása:

í- t ‘ + t - l  _  i ' í 9 l  1 1 1 1 1  29 1 'l
J  t t̂^+7t+6) ‘ ~J

VI. N É H Á N Y  T O V Á B BI S P E C IÁ L IS  A LAK Ü  
K IF E JE Z É S  IN T E G R Á L Á SA

n _____
1. R{x , \a x+ b)  alakú íntegrandus

Ha az Íntegrandus a független változónak (x-nek) és \ax-\-b-nék

racionális függvénye, akkor az Íntegrandus a í =  \ a x  +  b új 
változó bevezetésével racionális függvénnyé alakítható.

n __________  fit__ Jy ^
Ha t =  \ax-\-b, akkor x  = --------és dx =  — 

a----------------- a
Gyakorló feladatok

1. j x  / 5 Í + 3 dx =  ?

252 '“ ' + 6 7 - T ‘" ' " ' - " - Í S ' " ' ' + «  + ̂  =

91 1 1 29

,-------  <*-3 Zt
t = Í S x + 3 \  = x  = - j - ;  dx = — dt.

A helyettesítést elvégezve:

_____ ^ ^ z_ 3  2t 2 r
x Í S x + ^ d x =  J - — t — dí = —J

Látható, hogy az új t változóban az íntegrandus racionális egész függ­
vény.

2 (t^ 3 /n
+ C =

C /-------  2 (t^f x Í 5 x + 3 d x  = - \ ^ - -

=  ^ ( 5 x + 3 ) ’ - ^ ( 5 x + 3 ) » + C  =

=  —  (5 x + 3)" V'5x+3 -  — (5x + 3)|^5x+3 + C =

=  _ ( 5 ; c+3)»^5x+ 3 y ( 5 x + 3 ) - l + c  =

=  l ( 5 x  +  3 )J^5 A :+ 3 (x - |-j +  C.
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2. / ( 3 x + 6 ) / 2 x ^ í / x  = ?  

Az elvégzendő helyettesítés:

í 2 =  2at- 4 ;  a- =
/*+ 4

dx ~  í dt.
Tehát

J (3 x + 6 )y 2 x -4 d x  =  --+ e j t-td t =

= / ( '
3 12/»

</̂  =  y y + — + C  =

=  — V(2jc-4)*+4V(2;f-4)’+ C  =

=  ( 2 x - 4 ) \ 2 x - 4 ^ ( 2 . - 4 )  + 4 + C =

=  2 (x -2 )  V 2x-4
n

3 . / ( x 2 - 2 x + 3 ) V ^ 2 J ^ í / A r - ?

A helyettesítés:

/ =  ^ 2 x - l ;  /2 = 2 .v - l ;  ;«• =
/2+1

dx t dt.

r r / ^ + n 2 ir / H 2 / + 1  »
( 2 ,

- / 2 - 1  +  3 ' • ' f-J 4 '  ̂+ 2 t^d t =

3 í* 1 í ‘ 9 ^  3 1 3 , ^
------------- + --------H------- r + C  =  -  — /= +  — í^ + — /®+C =

4 5 2 4 4 3  20 8 4

(2x - 1 ) Y 2 x ^ - y ( 2 x - l )  + y K 2 ^ + 3 + C =

(2a--  1) I  -  y  A-+ y  V "2F^ + 3 y j  +  C.

4. /(Zc-l)F'(3;c-3?ífo: = ?

Helyettesítünk:

,  =  / s F ^ ;  t» = y (5 x -3 )» ;  í« =  5 x -3 ;  x =
/»+3

<ic =  — tdt.

y ( r H 3 ) - lJ  { 2 x - l ) ] / { 5 x - 3 y d x =  J

= / ( f - T 4 ) l ' - / ( | - T ) 4 « '  

- / ( é - l ' i

25

=  - ( 5 x - 3 )» í 5̂a: - 3 +  c  =

_____-£ /x = ?
Í 6 x + ^

Helyettesítünk:

,_____ /* - 4  / ,
/ =  fó jc+4; /* =  6jc +  4; jc =  —— ; x - - - d t ,

o 3

r —
/ 6 x + 4  J t 3 J 9
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6. J ’x /5 x + 3 í& = ?  

Helyettesítünk:
4 ________

í =  /5 x + 3 , í* =  5x+3, X ebből dx = — dt.

/ *_____ r í*  —3 4 4 /•
x \ 5 x + Z d x  =  ' ' ( ' " - 3 ) *  =

4  /• 4  í  í»  < n
225 125

1 2
=  - / ( 5 . +  3 ) « - - / ( 5 . +  3)^+C =

=  1  (5x+ 3) / 5 ^  -  y  j + C =

4 *,-------  25JC+15-27
=  - ( 5 x + 3 ) / 5 x + 3 ----------- ------- + C  =

25 45

5(5;c+3)(25x-12)V '5x+3

3jc2 +  2
1125

dx==l

-f-

Í 6 x - A

Helyettesítünk:
» _______  í ’ + 4

, = j ^ 6 x - 4 ;  / *  =  6 x - 4 ;  a: =  ----------,
6

í/jc = ----í// = — dt.
6 2

ebből

3x* +  2

/6 ;c - 4

/ í»  +  4V

= / (
/« +  8/®+16 í ‘ +  8/’ + 16+ 24  t ,

------------------------ dt ■■
12 2

6 40^
+ — +  c  =

24

Í {6 x -A Y
24

1 8
— (6;e -  4)* +  — {6x -  4) + 20 
8 5

+  C.

A további átalakításokat az olvasóra bízzuk.

2. R
ax +  b
cx +  d

alakú integrandus

Az integrandust racionálissá tehetjük, ha új változót vezetünk be.

Legyen u =  

a x + b

ax +  b 
ex + d

(« =  2, 3, 4, ..., és ad 7  ̂ be), ekkor

u" = c x + d  
vényét:

, és ebből kifejezzük jr-et mint az « új változó függ-

u"{cx+d) =  ax + b;

exu^+du" = ax + b;

x{cif — d) — b — du";

b -d u "
c i i ' - a '

dx _  — n — á) — {b — du"") _
du {cû ' — á f

nu^~^{da — bc)
( c u ^ - a yi2 ’
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vagyis

(cm"-a )*  

Ha (előbbi feltételezésünkkel ellentétben) ad=bc,  akkor a 
gyökjel alatti tört a következő módon alakítható át:

Az íntegrandust parciális törtek összegére bontjuk:

ax +  b 
c x + d

b
x +  — a

d \
x +  — c

c

ugyanis — =  — miatt a tört egyszerűsíthető és a törtfüggvény 
a c 

helyett konstans van a gyökjel alatt. 
A feladatok megoldása során nem a végképletet, hanem a 

módszert alkalmazzuk.

Gyakorló feladatok

x - 3
; c - r

Kifejezzük jc-et mint az u új változó függvényét:

u ^x -u ^  = x - 3 ,  =  w*-3, ebből ;c =

Differenciáljuk x-ct u szerint, majd kifejezzük a dx-eV. 

dx 2u{u^-l ) -( tt* -3 ) .2 «

ebből

Behelyettesítünk:

t t * - r

4w

(«»->!)* i u + i y  I/+1 (« -D *  w ~ l

A ( u - \ y ^ B ( u +  l ) ( u - i y  + C(u+ !)* +  / ) ( « -  1)(«+ 1)*

”  (w + í)H « -l)"
( u - i y ( A  + Bu+B)+(u+ iy ( C + D u - D )

”  ( H + m u - ^ i y  ‘

A számlálók azonosan egyenlők, tehát

=  (u^-2u+ l){A -\-B u+ B H {u^+ 2u+ l)(C + D u-D )  =

=  Au^+Bu^ + Bu^-2Au-2Bu^-2Bu+A-hBu-\-B-h  

+ Cu*+Du^-Du*+2Cu+2Du^-2Du+C+Du-D  =

=  (B+D)u^+{A + B - 2 B + C - D  + 2D)u^ +

+ i-^2A-2B + B+ 2C -2D -}-D )u+ {A -\-B + C -D )  =

-  (B + D )u ^- \ - (A -B + C ^D )u ^+ (-2 A --B + 2 C -D )u +

+ (A + B ^ C - D ) ,

Az azonosság bal és jobb oldalán levő egyenlő fokszámú tagok együtt­
hatói egyenlők:

B+ D  = 0 I.
A - B + C + D  = 4 II.

- 2 A - B + 2 C - D  = 0 III. 
yí +  j» + C - /)  =  0 IV.

I. +  III.
~ 2 ^  + 2 C = 0 ,  vagyis A = C,

I. +  IV.
/í +  2 ^ + C  =  0, de/í =  Cés ezért 2^ + 25 =  0 ,v a g y i s ^ = - ^ = ~ C

I.-ből.
D = - B = C .

A Il.-be helyettesítve:

C+C+C+C = 4, C=l.
A keresett együtthatók:

A = l ;  5 = - l ;  C = l ;  2)=1.
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Az integrandus parciális törtekre bontva:

4w2 ^  1 ___1_  1  ̂ 1
”  ( u + \y  u + i ^ i u - i y  u - i  

A  feladat megoldása:

d u =  \

= /
------- - + ( u - i ) - ^  +

u + l

( u + i y  u + i  ( u - \ y  u - i  

1

du =

u - l
du =

----------In 1«+ 11--------- +  ln 1«- 11 + C =
u + l  u - l

u - 1+W +1 
í/2-1

+ ln
u - \
M+1

- 2 u
+ C =  —— -+ ln  1

u - l
u + l

+  C

Az eredményt az a: változó függvényeként is megadjuk: 

[ V ^ d x  = --------------- + l n - í : = ----- +C .
J K - 1

x - 1  r x - i

További átalakítást -nem végzünk.

2. í - \ [ ^ d x = ‘i 
-> f x + 1

Legyen ebből w® = -
x - l
X+ 1

Fejezzük ki x-et mint u függvényét.

i^x+u^ = x - l ;  jc(w*-l) =  - í /3 - 1 ;  
«®+l

du*

u ^ - l
3u^{u^-l)-(u^+l)-3u^

i u ^ - i y

3u^-3u^-3u^-3u^
i u ^ - l f

6u^
i u ^ - i y

ebből

dx : -du.
{ u ^ - i y  

Behelyettesítve ^:-et és dx-ct:

3

J X^f  X + l  J  («3+1)2 J  ,(«3+ 1)2  , J

Az integrandust parciális törtek összegére bontjuk:

(m̂ +1)2 “  (m+1)2(«2_íí+1)2 =

A B Cu+D Eu + F
+ -----7 + — ------- —

du.

(«+l)2  u + l  { u ^ - u + l f  u ^ - u + l "

ugyanis a nevezőben levő második tényező nem bontható valós gyök­
tényezők szorzatára.

Közös nevezőre hozunk a jobb oldalon, majd felírjuk az egyenlő fok­
számú tagok együtthatói egyenlőségéből következő egyenletrendszert.

A { u ^ - u + i y  + B{u+ l){u^ - u + l f
(u^+ iy  { u + i y { u ^ - u + i y

(Cu+D)(u+ i y  + (Eu+F)(u+ iy (u ^ - u +  1) 

(«+!)»(«’ - « + 1 ) ” ■

A továbbiakban már csak a számlálók azonosságát írjuk fel:

6«® s  {u ^ -u + iy {A  + Bu+B)+

+ (h+ 1)»[C «+ /)+ (£ h+ í O(k’*-«+1)] =

=  (u*-2 i^+ u^+2u^-2u+l)(A  + Bu+B) +

+ (u‘+2u+í)(Cu+D+Eu^ + Fu‘ -E u ^ -F u + E u + F )  =

=  (u*-2i^ + 3 u ^ - 2 u + m A  + B) + Bu] +

+ (u  ̂+ 2u+l)lEu^ + (F-E)u» + iC + E -F )u + (D + F )]  =
=  (A + B)u*-2{A  + B)u^ + 3(^A + B )u ^ -2 (A  + B)u+(A + B)+

+  -  2Bu* + 3Bu^-2Bu‘ + Bu+Eu'^ + 2Eu*+ Eu» +

+ {F -  E)u* i- 2{F- E)u^+ ( F -  £)«=>+{C+E-F)u^+2{C+E-F)u*+ 

+(.C + E-F)u+ (D + F)u^+ 2{D+ F)u+ (D +F)  =
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=  (B + E ) î + { A + B - 2 B + 2 E + F - E ) v̂ ^

+ ( -2 A - 2 B + lB + E + 2 F - lE + C + E - F ) i í> +

+ ( 3 ^ + 3 5 - 2 5 + F -E + 2 C + 2 E - 2 /^ + D + í) « ‘+  

+ { -2 A -2 B + B + C + E -F + 2 D -¥ 2 F )u + { A + B + D + F )  =

=  {B + E W + {A -B + E + F )U '+ {~ 2 A + B + C + F )i í ‘+

+ 0A + B + 2C + D + E )u*-> r(-2A -B + C + 2D + E + F )u+

+ ÍA + B + D + F ).

A bal és jobb oldal egyenlő fokszámú tagjainak együtthatói egyenlők, 
tehát

j8 + £ = 0  I.
A - B + E + F ^ O  II.
- 2 / l  + B + C + f = 6  III.
i A + B + 2 C + D + E = 0  IV.
- 2 A - B + C + 2 D + E + F = 0  V.
A + B + D + F ^  0___________ VI.

Az egyenletrendszert úgy oldjuk meg, hogy minden ismeretlent y4-val 
és jB-vel fejezzük ki, majd megoldjuk az igy kapható kétismeretlenes egyen­
letrendszert.

E = - B .
A II. egyenletbe helyettesítve:

A - B - B + F = 0 ,  ebből F = 2 B - A .
A Ill.-ba helyettesítve:

- 2 A + B + C + 2 B - A  = 6, ebből C = 3 ^ - 3 S + 6 .
A iV.-be helyettesítve:

3 A + B + 6 A - 6 B + 1 2 + D - B  = 0, ebből D =  6 5 - 9 ^ - 1 2 .
Az eddig kapott értékeket az V. és VI. egyenletbe helyettesítjük:

- 2 A - B + i A - i B + 6 + \ 2 B - \ % A - 2 \ - B + 2 B - A  =  0
A + B + 6 B - ^ A - \ 1 + 1 B - A  =  0

-1 8 /1 + 9 5 =  18 
- 9 ^ + 9 B = 1 2

V.
VI.

V I.-V .

Visszahelyettesítve a VI. egyenletbe:

6 + 9 5 = 1 2 ;  5 = y .

C =  - 2 - 2 + 6  =  2;

D =  4 + 6 - 1 2  =  - 2 ;

£. 2 4 2
3 ’ “

Az integrál:

J  jc* f x + 1  J  («’+ l)*

2 « - 2  - j " + 2
■ +3 («+l)» 3 « + l  («S_„+1)5 « 2 - « + l  

=  j ("+  i) *rf«+-^ f —í—íf«+ f  , ^

1 r  - 2 « + 6
+  ~  /  —-----------du.3 J  í /2 -^ -f l

A következő részfeladat az egyes integrálok meghatározása:

/ 2 u - 2  n 2u -
(u^-u+  n« ~  J  (ui_

du =

2 u - \

du =

/ 2u
(u^-i -du

(í/2 -í/+ l)2

-  f --------í------- duJ (u^-u

9A==-6; A = - j .

(tt*-«+l>« ■ J  („‘ - u + í ) ^

= f(2u-l)(u>-u+l)-‘ du- f ----- í------=
^  («*-«+ !)*

=  1 f  1 
u * - « + l  J  i)í
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Tudjuk, hogy

r  1 dx = —_____ -
J  +  ^ 2(fi x^ + a‘ ' 2a®

1 ^ ^H------arc tg — h C,
a

tehát az integráh helyettesítéssel ilyen típusra kell visszavezetni.

f ___________ L _  -  1

J (u^-u+iy
-du = - du.

Legyen v = u — és dv = du.

f ___________ ^

J (u^-u( u ^ - u + i y
-du

dv

\v^-h
l ) ‘

2v
a rc tg —zr+C  =  

1̂ 3

mivel V = u — ezért

4 2 ^
— + — — arctg — ü+C,
3 3 /3  /3

f —
du

(m2 - m+1)2

2 u - 2

1
" " T  4 2 _l----- -- arc tg

/ 2u 
(u^-

3 u ^ -u -h l  3 1̂ 3 

du -

1̂ 3 («-i + C.

------------------!-----—— !-------- l _ a r c t g - ^  (2u -  1)+ C 3 ,
(« 2 _ t t+ l)  3 u ^ - u - ^ 1  3 ^ 3  / 3

1 /• - 2 u  + 6 1 [ * 2 u - \ - 5
d) — / ------------- du = ------ I -------------— du =

3 J  û  — u + l  3*/ û  — u + l
du

- u + \  
2 u - \\ r  2u—\ 5 /*  ö

""“ t Í « + l
1 5

= ----- In 1m̂ - w+ 1|4- —
3 3

^  í/m

í R H ’

Az integrált helyettesítéssel számítjuk ki. 

Legyen v = u — és dv ^  du.

5 1 t;
-----arc tg — +  C =

10 2v 10 2 « - l
=  r ^ a r c t g — + C  =  — - a r c t g - — +C . 

3F3 1̂ 3 3 /3  /3

Vagyis

-2tt+6  ̂ 1 , , . 1 0  2« - l
-----—du = — - l n |u * - u + l |  +  — ^  arc tg — — + C f
u + \  3 3y^3 ,/3

A feladat megoldása tehát:

3

x + r  3 (« + l)  

1 \ 2 u - \

2 2
+  y  In 1«+ 1 |-

4 2 w -l
w^-w+1 3 3^3^^^^^ ^3

1 10 2 u - \
- — In |í/2-m+ 1|h----- 3  arc tg — — \-C.

3 iZ

Az integrált a: függvényeként kell megkapnunk, ezért u helyébe |A^^-^-et 

kell helyettesítenünk, vagyis:

T— =
J x + \

+ l

4 .f E l
 ̂ JC+1

+  1

2 ' ] / E Í _ ,
'  x + 1

+  1
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------—arctg-
3 >̂ 3

’ x + l  

)'3

- - i n
’m - y W i

+1
10

-í----- ra rc  tg
3)^3

i i / E í . ,
'  x + l

+  C.

3. R { x ,  \ a ^ — x ^ )  alakú íntegrandus

Ha az Íntegrandus a független változónak (x-nek), valamint 

}̂ a® —x*-nek racionális függvénye, akkor ^a* — x*= a j/ 1 — 

átalakítás után az — =  sin t, ill. — =  cos í helyettesítéssel a t  
a a 

trigonometrikus függvényévé alakítható az íntegrandus. 
Helyettesítés:

— =  sin í, X =  a sin t, dx =  a cos t  dt, ill. 
a

— =  cos t, X = a  cos t, d x  =  — 0  sin t  dt. 
a

Gyakorló feladatok

1.

X =  sin /; dx =  cos t dt;

j x ^ ^ X - x ^ d x  =  / »in*/f^l-sin* tcos td t  =  / sin* / cos* / 1// = ?

1 -co s  2/
Most a linearizáló formulákat alkalmazzuk: mivel sin* 1 = ------^------

1+COS2/ , 
és cos*/ = ------------- , Így

J  x^yi-x*dx=J 1-COS2/ l+ c o s2 í
dt =

A visszahelyettesítéshez' sin 4t értékét ;c-szel — vagy sin /-vei — kell 
kifejeznünk:

sin 4/ =  2 sin 2/ cos 2/ =  2*2 sin t cos r(cos* / -sin® /) =

=  4 s i n - s i n * / ( 1 - 2  sin*/) =  4 ; c / r ^ ( l - 2 x * ) .

y  x * y T ^ * d x  =  j [ a r c s in x - ( A : - 2 ; t» ) » 'r ^ ] + C .

2. f ( 2 x + 4 ) y O - x ‘y í /x  = ?

A helyettesítés:

jc= sin /; dx= cos fdt. így

/( 2 x +  4)y^(l -X*)® í/jc =  /  (2 sin /+ 4 ) |^(l-sin*/)®  cos / dt =  

f  (2 sin /+  4) cos* td t  = f  (2 sin / cos* /+ 4  cos* /) dt =

=  / 2  sin / cos* t d t + j  A cos* / dt.

Legyen 7i =  J 2 sin / cos* td t  és / 4 cos* / í//.

Az 7i integrál az f  P { x ) f ' { x ) d x  típusú, ezért

/ cos* /
2 ( -s in  t)cos*tdt  =  - 2 —^---- hCi.
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1 +  cos I t  W
- T - y  =

h  = J4cos*  td t =  J*4

/ n ( 14- cos 4t ^
(1 + 2 cos2/+cos*2 0 =  J  ll-f-2cos2íH------ ------ \dt

- 5
3 cos

Y + 2 c o s 2 / + — ^
4 / K  3

t+  sin 2 í+ — sin 4íH- Cg. 
8

j { I x + A )  ] ! ( \ -x ^ y d x  =■ - y  cos‘ <+Y  í+ s in 2 f+ Y s in  4 /+  C.

Ezt az eredményt sin /-bén kell kifejeznünk, hogy visszahelyettesíthessük 
az X változót.

Mivel X =  sin t, tehát cos r =  / l  -  sin* / =  1 -  a:*, ezért 
£

cosU = { \ - x ^ y  ;

sin 2í =  2 sin í cos / =  2x)/^l-x*;  sin 4t =  2 sin 2í cos 2/ =

=  2*2 sin í cos/(cos* í- s in * /)  =  4x )^1 -ac* ( 1 -2 x*).

A feladat megoldása tehát 

/ (2 x + 4 )/Ö ^ Í^ < * c  =

2   3 ___ _ 1 ____
=  - y  / ( I  -;c*)‘+ y  arc s in x + 2 x /1 - x ^ + — x ] l \ -x * ( l -2**).

/ x^
— - dx = ?  Az ;c= sin /; d x - c o s t d t  helyettesítéssel:

/ sin® / /■ . o .■ cos td t  == / siv? tdt,
J^l-sin»í

Az integrandusban csak a sin / páratlan kitevőjű hatványa van. 

j  sin® td t  = J s in  / sin* td t  = f  sin /(I  — cos* /) J /  =

=  J (s in /-s in /c o s*  / ) í / / = - c 0 s / + - j c 0 s®/+C.

Mivel A:=sin / és így cos / =  / l - s in *  / =  ^ l - x ^  ezért

C X® /(1-Jc*)® ,____
/  —= = - í / x  = ------ ---------- i l - x ^ + C .

J  l / l - v a  3

4.

/. Megoldás:

Az jí:=sin/; dx=cos td t  helyettesítéssel:

I* 2x i* 2 s in tc o s td t  2 s in / cos/ í//

1̂ (1 •' y ( l-s in » /)»  •' cos*/

/ COS“ ®/
2 s in /c o s" ^ /í//  =  - 2 ----- -— hC =

2 1 2 1
- - h C = ------ - + C .3 y /(l-sin»/)»  3

II. Megoldás:

Most közvetlenül x-ben tudjuk/^"^(jc)/'(jc) alakba átírni az integrandust: 

2jc

/ dx =  2 x ( l- ; t» ) ' * dx =  - J - 2 x ( l - x * f  * =

(1-x*) * 2 1

_ 2 _  3 |/(1 _;(•)»
2

4. i? (x , V̂ â  +  ;iĉ ) alakú integrandns

Ha az integrandus a független változónak (jc-nek), valamint 
Va^+x^-nek racionális kifejezése, akkor
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és az

=  sh í, ;c =  a sh valamint d x  =  a c h t  dt

helyettesítéssel a gyökkifejezés kiküszöbölhető. 
Először olyan feladatokat oldunk meg, amelyekben a = l ,  

majd az általános esettel foglalkozunk.

Gyakorló feladatok

1. j x i \ + x ^ d x = l  h  feladatot kétféle módon oldjuk meg: egyrészt 
x==sht helyettesítéssel, m á s r é s z t ( a : )  alak ismeretében.

7. Megoldás:

j  x i \ + x ^ d x  — Az jc=sh /, d x—á i t dt helyettesítéssel :

^ x  Í\-\-x^dx = / s h / / l+ s h * /c h í í f /  =  / sh tch^ td t .

Vegyük észre, hogy az integrandus m o s t a l a k ú ,  ezért

II, Megoldás:

Az u =  1+Jc*; du—'lxdx  helyettesítéssel:

--fC.

+ c .

Vigyázat! A második módszert most azért alkalmazhattuk, mert a 
gyökös kifejezés a belső füg^ény, az (1+a:*) deriváltjával volt szorozva. 
Ilyen esetben viszont ez az eljárás gyorsabban vezet célhoz.

2. j x ^ Í \ ' \ - x ^ d x  = l  A z  jc = sh í helyettesítést alkalmazzuk, amely- 
lyel d x = c h td t \  í= a rsh jc .

/ sh » í l^ l  +  sh»/ch/<íf =  / s h ' í c h * / * = ?

c h Z * - !  c h 2 x + l  
Mivel sh»x = ------ ; ------ és ch*jc =  -------; ------, ezért

2 2 

c h 2 í - l  c h 2 f + l
j  x^Í\+x^dx = j

1 r ( c h 4 t + l  i  í r  u A is *

</í =  - ^ j ’(ch*2í- l> í/í

sh4/
—  t + C.

Most vissza kell alakítanunk az eredményt úgy, hogy abban az x  változó 
szerepeljen.

Mivel Aí=sh t,̂  és sh 4/ =  2 sh 2/ eh 2/ =  2*2 sh / eh / (sh* /+ch* t) — 
=  4sh  f í^ T T sh ^ (sh » /+ l+ sh * /)  =  4jc/Í+3^(2x*+1),

f  x ‘ = — [x y i+ x *  (2**+ l ) - a r  sh;e]+C.
J  8

3. f  2x^ y(l+x^y*éx = ?  Az x = sh < ; d x = c b td t ;  f= a rsh jrh e- 
lyettesitéssel adódik:

/2 sh2 íV '( l  +  s h » / ) ? c h /*  =  /2 s h * f c h « /< / r= ?

Mindkét hiperbolikus függvény páros kitevőjű.

c h 2 í+ lc h 2 í - l  fi
sh», = ------— j c h * / = J -  ^

A felírt azonosságokat behelyettesítve:

- ) •

r  ,-------- r  Ch2í-1/ch2/+lVJ 2x^y(l+xTdx = J  2 ---- ----- [----------1 dt =

=  - i ^ ( c h » 2 f - l ) ( c h 2 / + l ^ *  =

=  - ^ J ( c h 4 r - l ) ( c h  2 t+ l ) d í  =

=  - iy *  (c h 4 /c h 2 /-c h 2 /+ c h 4 /- l)< / / .
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Az integrandusban levő szorzatfüggvényt a megfcieiő azonosság felhasz­
nálásával összeggé alakítjuk.

Mivel

e z é r t

chjcch>^ =

e h  At e h  2 /  =  —  (e h  6 / + e h  2 / ) ,

t e h á t  a z  in te g r á l :

/ 2 x 2 / ( Í T 5 y í Z * : = =

=  Y  J * ^ - y c h 6 /+ Y c h 2 /“ C h 2 /+ c h 4 / - l j í / /  =

= e h  6 í— ^  e h  2 / + c h  4 /  — 1 j  í / /  =

1 Z' s h  6 í  s h  2t s h  4 /

- r l - i 2 — Í -+ — - r ^ -

=  — (sh 6 í -  3 sh 2t+  3 sh 4 í - 12/)+ C.
96

A  k a p o t t  e r e d m é n y t  x  fü g g v é n y é v é  k e ll a l a k í t a n u n k :  e h h e z  f e lh a s z ­

n á lh a t ju k  a  s h ( jC i+ X i)  =  s h j f i c h j c 2 4 - c h x i s h  jsfa ö s s z e fü g g é s t ,  s h  6 / =  

=  s h ( 4 / + 2 0  =  s h  4t e h  2 í + c h  4 /  s h  2t.

/  2x»/(!+;«•)*<& =

=  — ( s h 4 /c h 2 /+ c h 4 /s h 2 / - 3 s h 2 í+ 3 s h 4 /- 1 2 /) + C  =
96

=  — [sh 4/ (eh 2f +  3)+ sh 2í (eh 4/ -  3) - 1 2 / ] + C. 
96

További alakítások:

s h 4 /=  2 sh 2 /c h 2 / =  4 s h / |^ l  +  sh * /(2 sh « /+ l)   ̂

=  4;c(2x*+l) / T + ^ .  

c h 2 /= 2 x * + l ;  sh2t = 4 x y i + ^ ;

eh 4/ =  eh« 2/+sh» 2/ =  (2 sh» /+  lji>+4sh / »^l+sh» / =

=  ( 2 x « + l ) '= + 4 x i 'T + lc « .

J  Ix^YíJ+^’̂ r dx =  ^{(8a:»+4x)F 'Í+^(í«^ + 4)+

+  [(2xi“+  1)*+ 4;cJ^l+x»-  3] -  12 ar sh x} +  C.

*■ / - d x = ^

l. Megoldás:

Az x=sh  t helyettesítéssel dx=^ohtdt, és így

f  —- ------dx = f  eh td t  =  f  sh td t  =
^  ^1+x^  •' / l  +  sh*í •'

=  c h / + C =  /T + sh ^ + C = =  y r + j^  +  C.

//. Megoldás:

Az integrandus könnyen átalakítható f^ '" \x ) f ' ix )  alakúvá:

f  --------dx =  f  x ( l+ x ^ )" ^ d x  = -^  f  2*(l+x*)’ ^í*r =
J  / i+ jcí  J  2 J

1 (1+JC*)*
2 J_

2

+ c =  r ' i + x ' + c .

A két megoldás valóban megegyezik.
JC*

’■ / ' »^(l+x*)» 
oldjuk meg:

d x =  1 Ezt a feladatot az x  = sh t  helyettesítéssel

A:=sh/; /= a r s h x ;  dx= ch td t .  

sh* teh  td t r  sh  ̂t eh td t
/ / ( l  +  sh*0®

sh  ̂rch '2  /t// =

dt =  í - t h í + C  =

sh t
t — ~ + C = í -  _̂_____

ch í l^l +  sh^í

sh / X
+ C =  ar s h x -----  4- C.
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/
5;*»

K4+9a 
vezőböl 4-et kiemelünk:

- d x ^ l  Az integrandust úgy alakítjuk át, hogy a ne-

/
5jc»

-dx
J^4+9jc* / -dx.

3x
A gyökjel alatti kifejezés l +  sh*/-vel egyenlő, ha — = s h /  új függ­

vényt vezetünk be; ekkor
2 2 

X — — s h í és dx - — ch td t .
3 3

/ -dx
1/^4+9jc»

8

/ — sh®/
■

^ l +  sh»/

-e h /
40 r

dt = —  I sh^td t. 
8 l J

Az integrandust szorzattá alakítjuk, majd felhasználjuk a eh* í -  sh* / =  1 
azonosságot.

/ S x” 4 0  /* 4 0  /*
--------------- dx =  —  f  sh* t s h td t  = —  I (eh* t — í) s h td t  =

4 0  /• , , 4 0 / 'c h » f  ^ '
=  —  /  ( e h * / s h í - s h  t)d t  =  —  I — ------e h /

81V 81 \  3 j

M iv e l e h  t = í ' l  +  s h * /  =  ^ * +  [ y ]  •

+ C.

ezért az integrál mint az jc

függvénye:

/
5x^ , 40

-------------- dx =  —
y"4+9x* 81 - R f + c .

A további átalakításokat az Olvasóra bízzuk.

5. y x ^ -a ^ )  alakú integrandus

Ha az integrandus a független változónak (x-nek), valamint 
a*-nek racionális függvénye, akkor a győkös kifejezést

először kiemelésével átalakítjuk a alakúra, majd

—= c h í  lij változót bevezetve, a gyökkifejezést kiküszöböljük,

és így i?(shí, ch t)  alakú integrandust kapunk, amelyet már 
tárgyaltunk.

Gyakorié feladatok 

1. /

/. Megoldás:

Az integrandus az előbbiekben említett típushoz tartozik, tehát az előbb 
említett helyettesítés eélhoz vezet. Legyen

jc= ch í; ekkor í= a rc h jc ; d x = sh ta t .

/3 e h /» 'e h « / - l s h /< / í  =  /3 e h /sh » < rfí.

Az integrandusban eh t első hatványa (páratlan kitevőjű hatvány) és a 
s h í második hatványa van. Ilyenkor sh t=u  helyettesítést alkalmazunk, 
ekkor du—chtdt^  vagyis

d t.
du
e h /

j  3xy 'x*-lífe  =  J  3u»du=  3 j + C =  «»+C =

=  s h » /+ C =  » '(c h « /-I)» + C =  y{x*-iy>+C.

IL Megoldás:

A feladatot egyszerűbben megoldhatjuk, ha a gyökjel alatti kifejezést 
helyettesítjük.

u =  du=2xdx,

J =  Y  J 2 x f x ^  dx =  y J ‘íu =

3 u* f_ ______
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IIL Megoldás:

A legegyszerűbb az integrálás, ha az integrandust / "  { x ) f  (x) alakba írjuk:

3 /• -
— j  2jc(x«-D* dx : -+ C  =

2
T

A megoldások valóban megegyeznek.

2. / x^ ] fx^ - l  dx =1  Az A:=ch í helyettesítést alkalmazzuk, mellyel: 

í=archA : és í/^ = sh /í//;

/ =  / ch» / sh / rfí =  / ch» / sh* t dt.

Az integrandus eh /-ben páratlan, sh r-ben páros. Legyen ezért 

u==sht; du= chtd t .

f x ^ ^ x ^ - l d x  =  /c h ^ /s h ^ íc h í í / r  =  / ( l  +  sh* í) s h * /e h /í / í  =

= J  (! + «»)«»r/« = J  {û + u*)du = j + j + C  =

=  Y  sh® í + y  sh® /+  C.

Mivel x = ch  /, ezért sh / =  l̂ ch* / — 1 =  /jr*— 1, és így

J  =  y  + y  |^ö^T)® +  C.

r  5x
3. /  -^ z = = -  í/;c =3. / —= = = -  dx = *! A  feladatot kétféle módon oldjuk meg:

]fx^‘
1. jc= eh / helyettesítéssel. 2 . x ^ - l  = u helyettesítéssel.

/. Megoldás:

Legyen x = c h í ;  és dx—sh td t ,

C , /• 5 c h r s h /í /r  C ^ j  / -  =  / ......  ......—  =  5 eh td t  =
J ^ x ^ - 1  •' l^ ch * í-l •'

u = x ^ - \ \  du=2xdx.

//. Megoldás:

2 J ~ 2 J  yZ~
5 ‘ , 5 ,____

= y j t t  • < /« = y — + C =  5)^«+C= 5J^;c«-l+C.

A két megoldás valóban megegyezik. Megoldhattuk volna az integran­
dus/'(x)/"(;<:) alakra hozásával is.

; - d x = l  Az x=^Qht helyettesítéssel d x = ú i td t ,  és

/ _ J ^ _ _ d x  -  r c h » í s h / í / í  r c h ^ t s h t d t  ^
J  J^(ch* / - 1)» sh* /  ”  J  sh* í

Az integrandusban most eh t páratlan kitevőjű hatványa és sh í páros 
kitevőjű hatványa van. Ekkor w=sh r helyettesítéssel megoldhatjuk a fel­
adatot:

tt=sh /; du=ch t dt.

Ennek megfelelően alakítjuk át az integrandust: 

rch® / . r  ch^ t eh td t  /• (1-f sh* t) eh td t/ch® /^^_  n ch^ teh  td t  ^  /•
sh* t J  sh* /  J  sh* t

1 1  1 ,____
= ----- + tt+ C  =  — — + s h í+ C  = --------------+ t^ x « -l +  C.

u s h t

x * - 3 x
- d x = l  A nevezőből kiemelünk 25-öt, így

5 s h / + C =  s / x ^ - l  +  C.

5 .  f- ________________

'' |^16jc>-25

»^16x*-25 =  5 m  — 1; amennyiben ez után a ^  =  eh / helyettesí-
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0,6  0,6

/ I arc sin xdx — [x arc sinx]o\l— I —z=z=z- dx =
J  1 _  v20,2 0,2  ̂  ̂ ^

=  [x arc sin x]S;| - [ - ^ 1  =

=  0,6 arc sin 0 ,6 -0 ,2  arc sin 0,2+ ^  1-0,6^ - 1^1-0,22.

Először visszakeressük 0,6, ill. 0,2 arkusz szinuszát; a táblázatban fok­
ban kapjuk meg a szöget, ezt át kell számítanunk radiánba:

arc sin 0,6 ^  37° ^  37-0,0174 «  0,644 (rád);

arc sin 0,2 11,5° ^  11,5-0,0174 0,2 (rád).
0.6 ______ _________
/  arcsinjcí/A: 0,6-0,644-0,2-0,2-fV" 1 -0 ,3 6 - ^ 1 - 0 ,0 4  

0,2

0,3864 -  0,04 + 0,8 -  0,98 =  1,1864-1,02 =  0,1664 ^  0,17.
4 4

11. f  arc tg x d x — f  l a r c t g x d x = l
0,3 0,3

Legyen w=arc tg a:; m' =
1

1+X2

4 4
J  arc i gxdx  =  [x arc tg x]},s ~ J  ^

0,3

=  [^arc tgx]í,3 - y ln ( l+ ;c 2 )

0,3
4

=  4 arc tg 4 — 0,3 arc tg 0 ,3 -  — In 17 +  — In 1,09.

4 arc tg 4 % 4-76-0,0174 5,3;

0,3 arc tg 0,3 0,3-16,7-0,0174 ^  0,087;

— !-In 17 +  — In 1,09 — í--2,833 + — -0,086 -  1,373.
2 2 2 2

És így a végeredmény 5,213-1,373 == 3,84.

184

12. j  2ixshxdx = J  1 ar sh dx =  ? 
2 2

Legyen « = a r sh x; «' =
1

y i + j
v ' = l ;  v=x.

ö ó 
/ ar sh jc í/x =  [x ar sh jc]| — / — dx =

2 2 Í^+X'-

= Ix ar sh x]l-  =  [x In U +  =

=  31n(34-j/IÖ )-21n(2+F '5)-)/ÍÖ +F '5

31n(3 + 3 ,16)-21n(2+2,24)-3,16+2,24 =

=  3 In 6 ,16 -2  In 4,24 -  0,92 3 - l,8 2 -2 -l,4 4 -0 ,9 2  =  1,66.
4 4

13. j  axohxdx = j  1 ar eh x d x  =1

Legyen « = a rc h x ; u ' —
1

v ' = l ;  v=x.
Í x ^ - \

4 4
/  archxdx = [x ar eh x]i — I — dx =

J i  Vx»-1

=  [xarchx]|-[}^A:“- l ] a  =  [x l n ( x + / j c * - l ) ] á - í ] a  =

= 4 I n (4 + /Í 5 ) -2 In (2 + t^ 3 ) - |^ Í 5  + f3

4 In (4+ 3 ,87)-2 In (2+1,73)-3,87+1,73 =

=  41n 7 ,87-2  In 3,73-2,14 4 -2 ,06 -2 -l,32 -2 ,14  =  3,46.
0,4 0,4

14. j  ar th X űfjc =  j  1 ar th .y í/jc =  ?
0,2  * 0,2

Legyen í/=arthjv:; « ' = ------- ; v '= l;  v—x,
1 -x ^

185



0,4

/
0,2

J  ar th A' dx  =  [x ar th a*]?;! — j  ~—— dx 
►,2 0,2

1 2x
=  [AarthA:]S:t+y J  =

0,2

=  [A ar th AJS;| +  - -  [In (1 -  a-2)]S:í =

1 1+x
2  1 —A

Y [A ln ( l+ A )-A ln ( l-A )  + ln (l+ A )+ In (l-A )]S ;2 =  

y  [(1 + x )  In (1 + x ) + n - X )  In (1 - x ) ] l ’, í  =

=  Y  (1,4 In 1,4+0,6 In 0 ,6 -1 ,2  In 1 ,2-0 ,8  In 0,8) =

=  y  (l,41n 1,4+0,6 In 6 -  0,6 In 10 -1 ,2  In 1,2 -  0,8 !n 8 + 0,8 In 10) ía

Rí y ( l , 4 - 0 ,3 4 + 0 ,6 - 1,80-0,6-2,30-1,2.0,18-0,8-2,08+0,8-2,30)«í

«  y  (0 ,475+1,08-1 ,38-0 ,216-1 ,664+1,84) =  

=  y  (3,395-3,260) =  y -0 ,135  =  0,0675.

Ha

2. Integrálás helyettesítéssel

b
J  f ix )  dx

kiszámítása során egy x =  q>(t) helyettesítést végzünk, akkor
— (p inverz függvényét ^-^-gyel jelölve — t =  (p~^(x);

dx =  (p'(t)dt; az új határok pedig az alábbi módon adódnak: 
& zx —a alsó határnak megfelelő / érték t =  (p~^(a); 
az x = b  felső határnak megfelelő t érték t =  q>~ (̂b).

Megjegyzés: Megtehetjük természetesen azt is, hogy először 
a határok figyelembevétele nélkül a helyettesítési eljárással ki­
számítjuk az integrandus határozatlan integrálját, majd az ered­
ményt visszaalakítva az eredeti változó függvényévé, az eredeti 
határokat helyettesítjük be.

Gyakorló feladatok
2

1. J  (3a+4)®í/a =  ? Az integrandus egy elsőfokú függvény hatvány-
1

függvénye; ilyenkor az « =  3a + 4 helyettesítést alkalmazhatjuk, ekkor

d x  — —  d u .

A megfelelő határok kiszámítása:
Ha A = l ,  akkor «= 7 ; ha a= 2, akkor «=10, tehát

10 10

1 1 7600 
=  — (10‘ - 7 ‘) Rí - (1 0 0 0 0  -  2400) = ------Rí 633.

12 12 12

/ —  J (2a 4(2a +1)^
í/a  = ?

1
Legyen u =  2 a+ 1 ; vagyis d x  =

Ha a= 2 , akkor w=5; ha a = 3 , akkor u—1,

f — / ^  =  1  
J (2x+iy J 2u* 2 j  2 - 3

1 1 ’ 1 1 1 1 1 1 '
T

—----
6 .343 125,

343-125
= ------------- 8 ,5.10-^

6-343.125

A feladat megoldható/ ^ " ^ ( a ) / ' ( a )  alak felhasználásával is.
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u

>■ I : d x — ? A feladat megoldható helyettesítéssel, valamint
2

f" ix)f '(x)  alak felhasználásával.

/. Megoldás:

Legyen « = tehát — x ^ - 2; x^ = u^-\-2, ebből

3x^ dx =  2u dii, vagyis x^dx — — u du.

Az új határok:

Ha x = 2, akkor í/ =  }̂ 8 —2=  V̂ 6; ha :v=3, akkor u—Í l l  — 2 = 5,

3 h ^ u d u  b
r  x^ /• 3 2 /•

J y ̂ 3 _  2 w 3 ./

=  — M V  =  - ( 5 - 1 ^ 6 )  ^  0 ,67(5-2 ,45)  =  0,67-2,55 1,71.
3 f 6 3

II. Megoldás:

Az integrandus könnyen p { x ) f ( x )  alakra hozható:

f  — ' ----dx = —  f  — =  l  f  Í x \ x ^ - 2 ) ~ ^ d x  =
J  3 J  3 J

( x ^ - z y
=  | [ / r a ] ’ =

«■ /
-í/jc = ?

/. Megoldás:

Legyen tehát du=ie^^dx, vagyis ^ ^ d x  = — du.

Az új határok:
Ha x = \ ,  akkor ha x = 2 , akkor u=e^,

2 , e® — du p6

f ^ d x =  f  —  =J  e® '+ l ^ « + l  3 J  « + l1 e» e“

=  ön («+ l)]e3 Ri — [In «]̂ 3 =  -^  (In e« -  In e’) =  ^  (6 -  3) =  1.
J ó ó ó

II. Megoldás:

A számlálót a nevező deriváltjává alakítjuk, majd integrálunk.

2 „ „  . 2

y  Inle^-^+l!

=  — [In (e®+ l ) - l n  (e^+1)] ^  —  (In e®-ln e^) = — ( 6 -  3) =  1.
O D Ó

A
du

Legyen u=e^,  ekkor du=e^dx  és így dx = — .
u

Az új határok: ha x =  - 1 ,  akkor u =  — ; ha x= 0 ,  akkor w= 1.
e

f ^ — d x = f
J  e ^ J  u +\  u J u{u+\)

- d u ^ ' ]
l/e ” • - l/e

A feladatot az integrandusnak parciális törtekre bontásával oldjuk meg.

3 _ ^  ^  ^
Í/(W+1) U M + l ’

3 ^  A{u+ \)  + Bu 
u{u+\) u{u+\)

3 s  A{u+ l) +  5w.
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Legyen w=0, ekkor látható, hogy ^  =  3; és legyen ~ 1, ebből adódik

f  — -— í/jc =  f i —------ =  3 D n « - ln ( í /+ l) ] \  =
j /  e * + l  V" w +U  V

=  3 f l n l - l n 2 - l n — + ln í- i^ + l  
e \ e

- ln 2 + ln -

=  3 I n - y  3 In 1,86 3-0,62 =  1,86.

II. Megoldás:

A feladatot — ellenőrzésül — más helyettesítéssel is megoldjuk.
0

S t . d x = l

du du
Legyen most u — e * + l, akkor du—é^dx^ és dx — —  — ----- - .

e* M-1

Megállapítjuk az új határokat: ha x = - \ ,  akkor « =  — h l, és ha

;c=0, akkor w=2. 
0 3 du

-1+1 i + i

Parciális törtekre bontjuk az integrandust: 

3 A B
u { u - \ )  u u - \

3 =  A(,u-\)-\-Bu.

Legyen «= 0 , akkor / í = —3, és «=1 esetén ^ = 3 .

7+^ 7+ ^

In 1 -  In 2 -  In — h In

Eredményünk az előbbi módszerrel kapott eredménnyel megegyezik,, 
ihol a számértéket is meghatároztuk.

-dx = ?Í  - —  í  Í 5 x - A

Legyen « =  5a:- 4 ;  vagyis x  =  és í/a: = — du.
5 5

Az új határok: ha x = l ,  akkor u = l ;  ha x= 4,  akkor «=16. 

u+4  14 16-—----- d u   ̂ 16

/  /  f u  25 J  y -

1 4 ^  1 -JL)

1
Ys

1
25

1
Y5

— -+ 4 —
1

16^ 1 

1
y  16 .4+8-4-

128 2  ̂
- + 3 2 - - - ,

1 (\26  'J 66
=  — I------h 2 4 1 =  — .

25 i  3 j  25

’• / -
2jc2

, _____- dx =  ? Az integrandusból az x = s h t  helyettesítésse!
o i  +

a gyökkifejezést kiküszöbölhetjük. Legyen tehát jc=sh t, akkor d x~ch  t dt^ 
Az új határokat csak jelöljük:

A  | / i  J

2sh‘ t

/ l  +  sh^'í
- eh td t

0,5  ̂ ti

Az átalakítás során figyelembe vettük, hogy

/ r + s F 7  =  eh /.

- /
Ish U d t ,
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c h 2 / - l
Mint tudjuk, sh  ̂ t = ----------- , ezért

f2 12 
r  2 s h U d t =  j  ( c h 2t - l ) d t  =

sh 2t
- - t

=  [sh ích /-? ];2  =  [sh /V 'l+ sh2 /-/];2  =  [x»^H-x2-arshx]Ő,5 =

=  2 |/5 - In (2 + V 5 )-0 ,5 V 'Ü 5  + ln(0,5 + V 'í^ )  «  

s» 2 -2 ,2 4 -ln 4 ,2 4 -0 ,5 -l,1 2 + ln l,6 2  «

«  4,48-1,44 -  0,56 + 0,482 =  4,962 -  2,00 =  2,962.

4 ___
8. j  Z x ^ Í x ^ - \ d x  = 1 Most az x = á i t  helyettesítés célszerű, mert

a  ch^z-sh^ / =  1 azonosságot felhasználva, az integrandus sh / és e h / 
racionális kifejezése lesz.

x = c h / ;  d x—ú \td t .

Mivel most adott jc-hez tartozó t érték megállapítása elég nehézkes, 
«zért a határokat nem fejezzük ki az új változóban, inkább majd vissza** 
térünk a régi változóra.

4 2̂ b
J3x^yx' ‘̂ d x  =  J  3ch2/V'ch'“/ - l  sh /í//  = j  3 cĥ  / sh® / rfí.
3 <1 'J

l+ c h 2 /  , c h 2 / - l  
Mivel ch<‘ t = -----------, es sh  ̂/ = -----------, ezert

Visszahelyettesítjük a régi változót és határokat:

r  3x^ dx = ^  [eh t »^ch*/-l (2 ch» í - 1 ) -  /]í? =J 8

=  — ^ » ^ A :* -l(2 * * -l)-a rch x ]J  =
8

O

=  -^ [4 F 'l5 (3 1 )- ln (4 + /Í5 )-3 K 8 (1 7 )  +  In(3 +  /8)]O

R5 — 1124.3,8 7 -ln (4 + 3 ,8 7 )-5 1 -2 ,8 3  +  ln (3+2,83)] «
8

3 3
«  — (480-ln  7 ,8 7 -1 4 4 + In 5,83) «  - (3 3 6 -2 ,0 6 + 1 ,7 6 )  =  

8 8

=  y  (336-0,30) =  SS 126.

F  3 PJ 3cĥ  tsh  ̂tdt = — J ( c h 2 / + l ) ( c h 2 í - l ) í / í  =
h  '1

3 r 3 /^( ' l+ch4í   ̂ ,
=  - / ( c h ^ 2 , - l ) r f / = - j  ------- ljdr =

ch4r 1 
~ 2  ~2

3
dt = — f  (eh 4/ — 1) í// — 

8 J

sh 4r 
~ ~ 4  ^

2 sh 2 /eh 2t
—  t

2 s h 2 í c h 2 /  =  4 sh íc h /(ch 2 /+ sh 2 í )  =  4ch/V'ch2 ? - 1  (2ch*“/ - 1).

192
13 Integrálszámítás

193



IX. IM PR O PR IU S INTEGRÁL
2. f  — dx = lim f  — dx — lim [In x]f

J  X  B-^ +  o o y  X  B -  +  00

1. Végtelen integrálási intervaUum

Legyen az f { x )  függvény m inden B:=^a-rdi az [a, B] intervallum­
ban integrálható. H a a

B

a

határérték létezik és véges, am it úgy is m ondunk, hogy az integ­
rál konvergens, akkor az [a, °°] intervallumbeli im proprius 
integrál definíció szerint ezzel a határértékkel egyenlő:

+ 00 B

J  f { x ) d x =  \ \ m ^ j  f{x)dx.
a a

Hasonlóképpen
a a

j  f{x) dx =  ^Hm  ̂ J  f(x) dx,
— 00 A

és
00 B

J  f(pc)dx =  ^Um  ̂ J  f(x)dx,  
b Z + Z ^

ha a  megfelelő integrálok és határértékek léteznek.

Gyakorló feladatok

-llB
1. f  ~ d x =  lim f  \ d x  

J  B-*- +  oo J  x^
limJ5-̂  + oo - 1

r B r 1 1 '
lim =  lim — —+ —

B-*-\-oo JC 2  B-«-+oo B 2.

Az improprius integrál tehát konvergens, és értéke — .

lim [In In 1] = + 00.
B-̂  + oo

Az integrál tehát divergens.

+ 00 , B
3. f  ------- d x =  lim f  - -  -  dx = lim [arctgJc]o =

J  l-hX^ B^ + ooJ 1+X^ B^ + 00

=  lim (arc tg arc tg 0) =  — 0 =  — .
B- + 00 2 2

1  r  1  1 / 1

J  2 5 b ^  + ooJ  25-hx^  b-^ + oo25*/0 0 0 1+ — I

A feladatot helyettesítéssel oldjuk meg: « = — ; dx—5du\ ha ;c=0, 

akkor w=0; ha x=  + oo, akkor « =  +  «>; ha x= B ,  akkor

r _ L _ r f ^ =  i f _ ^ =
J  25+x^ b '-  + co 2 5 J  l-fí/2 B' ^ + 0 0  5 J  l +  í/2

=  lim [arc tg w]f' =  lim — (arc tg B' -  arc lg 0) =  
B'-> + oo 5 B'-  ̂+ oo 5

1 7T n

r 2 n 2
/  ::------ ; ^ =  [ 2 a rc tg ;v ] ®  =•/ I+a:® b-^+oo J  Í + x  ̂ b-^+oo

.4— 00

=  lim [2arctgJ9~2arctgy4]® =  2 I =  27t.
B-^+oo \^2 2 )
A-* —00
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4-00 +®®  ̂ ® 4
6. f  ------d x =  f  x " * d x =  lim f  x  * dx

J  a _  J

lim
B-̂  + oc

lim
B-- + OC

lim
B-. + 00

- 3
3 _

3 _3_^

h

f * .  i «  / í : .  i™
J  ;c» B^ + oo J  B-̂  + oc - 2

lim
B - + 00 2x^

® . r  1 n  1
i ' bÍÍ+ coI ' i ö ^ ^ t ) "  2 ’

+ 00 ^ d
8. f  ----- — í/at =  lim f  =  lim f  i x - 2 ) - ^ d x

J  ( X - Z y  B-  ̂+ ooJ  (X-2)» B-̂  + eo J

iim
B-̂  + oc

lim
B - + o<

(:^ -2 )-i
- 1

- 1

B

=  lim
- 1

8 B-+00 x - 2

1

+ 00

*• /

iT -2  3 - 2

2

=  1.

(X-3KX+4)
dx= ^ l  Az  integrandusnak az [5; +  <«] interval­

lumban nincs szakadása. Parciális törtekre bontva integrálunk:

2 A C
(jc- 3 ) ( ac+ 4) x - 3  x + 4 ’

2 =  ^ (jc+ 4)+ C (;c-3 ).

Ha x = 3 , akkor 1=1  és így ^  x = - 4 ,  akkor 1 = -1 C ^

és így C =  - y .

r (A _ L _ A _ L ]^ =  ,i. A r f J ___ L ],,,
J  ^ 7 j t - 3  1 x + a)  b-^+co 7 J  U - 3  x + a)
5 6

=  lim — Dn(jc--3)-ln(jcH-4)]? =  lim — 
B-. + CO 7 B - + 00 7

x - Z
In-

a:+ 4

=  lim — 
B-̂  + oo 7

1In _ - I n
B + 4  5 + 4

=  y  ln4,5 SS 0,285*1,51 «s 0,43.

3
B - i  ^~~B 

Felhasználtuk, hogy lim ------- =  lim ---------- =  1, és In 1=0.
B - + CO B+A  B - + 00

B
5

10* I ------------------ í/jc =  ? A feladatot az előbbi módon oldjuk
J  ( x - í ) ( x + 5 )

meg:
A B

r+-( x - l ) ( x + 5 )  x - 1  x+5*

5 =  A (x - i-S )+ B (x - l) ,

Legyen jc = l, akkor 5=6A, és így A = -^ ; h a  x =  - 5 ,  akkor 5 = -6 J5 ,
6

tehát B = — —.
6

Eredményeinket felhasználva:
+ 00  ̂ +00

/ (x - l) ( jc + 5 )

4  / ( j _ _ '
B-̂ +oo 6 J  x + s )

5 5
lim — [ ln (x - l ) - ln ( jc + 5 ) ]? =  lim —

B-̂ -+oo 6 B-̂ ' + oo 6
x - 1

hi-
JC+5.
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5 í  B - l  , 3 - n
=  hm — l l n ---------- I n ------

B-^+co 6  V B-^5  3 +  5,
Hm —

B-̂  + oo 6

1
^~1 b 2

in— - i n -

+ 00

=  4 - f o - l n —]  =  4 - ln 4  í=« 0,835-1,4 1,17.
6 \  4 /  6

intervallumon belül az

integrandusnak nincs szakadása. Az integrandust parciális törtekre 
bontjuk:

1 A B
( jc + l) (x -3 )  “ jc+1 J c -3 ’

1 = ^ ( x - 3 ) + jB(a:+1).

Legyen j c = - l ,  akkor l = ~ 4 / í ,  és A = — legyen x= 3,  akkor
4

1=4S, és 

Tehát

_/  (,-n)(.-3) ( - 7 : ^ n í í ö ) * -

=  Hm 4" /* -----x-+=<, 4 y  V ^-3  jc + lJ  4

.. 1 - 2 - 3  , A - 3 \
= hm — In—-— - - I n —— - I  =

4 - 2 + 1  A + l )
lim —

4

: lim — 
A-^~oo 4

x - 3
x+ 1

In 5 - In

3

- 7

—  In 5 ^  0,25*1,62 =  0,405. 
4

12. r —
J  x^~ 2x + 2

- d X  :

denütt folytonos. A feladatot helyettesítéssel oldjuk meg: 

Legyen u = x - 1 ,  így du=dx;  ha x-^±oo;  akkor «->±oo.

í  ------------- dx =  Hm f -------------- dx =J  (x -1)2+1 B-v + co y (a:-1)2+1
A --o o ^

/? 5
=  lim / ----- - í/w =  lim [5 arc tg u]^' =

B'-* + oo J  í/2+1 B'-  ̂+ oo

=  lim (5 arc tg 5 ' -  5 arc tg ^40 =  5 í — H---- 1 =  5;:.
B ' -  +  oo V 2  2;

— 00

+ 00 B
13. /* e ~ ^ d x =  Hm f  e ~ ^ d x — Hm =

J  B-  ̂+ 00 J  B-̂  + co

=  Hm (-^ -®  +  ̂ - i ) = — «  0,368.
B- + 00 e

+ 00 B
14. f  5e-^^dx== Hm f  5e~^^ dx = lim 

J  B-  ̂+ ooJ 3-^ +

B-
- 3

5 2 5
0,0458.

2e* 54,6

15. í  dx = Hm /* dx = lim =
J  A - ^ - 0 0  J  A-^-oo

16.
+ 0 0

/
u=é^; du=e^dx.

A határok: ha x=  1, akkor u=e;  ha ;c= +  <», akkor «=  +  <».
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+ 00

I
+ 00

dx
du

Hm [-a rc th w ]? :
B-* +  oo

lim
B-̂  + «

- l l n í í - ^
2 m -1

1 , B - í  1 , e - n  ( 1  , e - 1  ^
=  lim I -  — In—— + — In— r l  =  -----— ®I2 B + l  2 e + l )  1,2 e+1 )

J - l n M ?  =  i . ( l n  1,72- I n  3,72) f» (0,542-1,33) -0 ,4 . 
2 3,72 2 2>
0 0

17. f  3^ dx -  lim f  3^ dx = lim
J  A - ^ - o o  J

=  lim
1

A-*^-oo\n3

18. J

[1 -3 ^ ]

In 3

0,91.

dx
( x ^ ^ Í ) ( x - i y  

1 A

In 3 1,1

? Az integrandust parciális törtekre bontjuk;

B Cx+D
+ z-------- T7 : + -(jc*+l)(;c-l)* JC-1 (Jc-1)* jc*+l ’

1 =  ^ ( ;c- 1 ) ( x* + 1 )+ 5 ( jc*+1) + (Cx +2))(a:-1)*.

A kijelölt szorzásokat elvégezzük, majd felírjuk az egyenlő fokszámú 
tagok együtthatóinak egyenlőségét. Az így kapott egyenletrendszert 
megoldjuk.

1 =  ^ ( jc» - jc*+x - 1 ) + 5 ( ; c*+1)+(C x + /))(jc* -2 jc+1);

1 =  ( A + C ): ^ + ( -A - h B + D - 2 C ) x * + ( Á - 2 D + C ) x +

+ ( - A + B + D ) ,

A + C = 0 I.

- A + B + D - 2 C = 0  II.

A - 2 D + C  = 0 III.

I IV

í.-in.:
2D =0, Z)=0.

V .-II . :

2C =0; C =  

I.-be behelyettesítve:

A + C = 0; A = - — .

IV.-ből:

I I

Az integrál 
-1

/ dx

= /  

4 /

I 1 I I 1 X
:+ — Z-------- 771 +  -2JC -1  2 ( x - i y  2 x ^ + 1

d x ^

1 1 1 2x
+ -( x - i y  x - l  2 x^ + 1

dx ■

lim — 
A-*- — eo 2

- lim — 
A-*- — OO 2

- ^ - I n | : í - l | + l l n ( x « + l )
-1

A

1 1 1  1
—- I n 2 + —ln 2 + —— + l n ( l - ^ ) ----- ln(^»+ l)
^ Jm A 1 J,

1 n  1 ,  1 , \ - A  \
=  hm — h r ~ ^ í “ 2 + - — - + ln  — . 

~ 2 l 2  2 A - \

Mivel lim —— ^ =  0 és lim In ^  =  In 1 =  0,

-1

/ dx
(x*+lX x-l)« 4 4

A— ~ ÍA * + \

4 — 4-1“ 2 «  0,25 -  0,17 =  0,08.
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+ 00
« •  /  xe~^ dx = ? Az improprius integrált parciálisai! integráljuk:

10
Legyen u=x;  m'=1; v'=e~^; v——e~^.
Most a „lim” jelölést csak a feladat megoldása végén vezetjük be, 

ami megengedett.

10

=  [-:c e -* ]íi~ +  /  e - ’‘ dx =  [-xe-*]iro~ +  [ -e -" ]ío “  =
10

=  l im  { [ - x e - ^ f o + I - e ' ^ l f o }  =
B-̂  + oo

B-- + 00

A határérték kiszámításakor felhasználjuk, hogy 

lim 5 e ‘ ® =  0.B-v + oo
Ennek bizonyítását bármely — határérték számítással foglalkozó 

könyvben megtalálhatja az olvasó.

/  x e - ’‘ dx = We-^K
10

Az integrál tehát konvergens.

20. r ~ ^ — d x =  f  : ^ d x =  lim f  ^ d x  = 
J  jclnx J  \nx  A-*̂ +oo J  \nx

+ 00 ---

l im  [In  In  =  l im  (In  In  >4—In  In  4 )  =  +  «>.
A- '̂ +  oo A-̂  + oo

Az integrál tehát divergens.

? Az integrandust helyettesítéssel alakítjuk át./
dx

3*' X ^ l ^ X

Legyen u = y i + x ,  ebből x = u ^ - l  és dx=2udu.

Az új határok: ha x=3,  akkor w=2, és ha +  akkor

+  00 . +«> ^ . +CO
2dudx

-f
^  ir 2 ud u

x ] f l + x  /

B
r  2 d u

lim / - =  lim
B -- +  00 Ĵ

i
l B -  + 00

Í / -1 1 B

lim In -------- = lim
B-> +  oo w - f l 2 B - ^  +  oo

- I n
14+1

M-1

I n ^ ^ - i - l n —- ]  
J5+1 2 + l j

=  0 - l n y  =  ln3 1,1.

22,
-r w

■ I
dx

=  ? Helyettesítés u = y i+ x ;  tehát ebből x - u ^ - l
8 x ^ ^ l + x  

és dx=2udu.
Az új határok: ha a:=8, akkor w=3, és ha + akkor u-* + oo.

+ 00

/ íix p 2udu r

 ̂ x ^ ÍT + x  J  (« •-!)»«  J

Az  integrandust parciális törtekre bontjuk:

2 2 A

2du

(«*-!)» (« + ! ) « (« - 1)» u + l  (tt+1)* t t - 1  (« -!)>

A jobb oldalt közös nevezőre hozzuk, majd az egyenlő fokszámú 
tagok együtthatóinak egyenlőségét felírjuk:

2 =  .4 (« + l) (« - l)* + ^ (i/ - l)» + C (tt+ l)* (« - l)+ /) ( tt+ l)* ;

2 =  A(u+l)iu<‘- Z u + í)+ B (u * -2 u + í)+

+  C(«‘+ 2 « + l)(« - l)+ Z )(« » + 2 « + l);

2 =  A (i^+ u*-2u*-2u+ u+ i)+ B (u^-2u- \- í)+
+ C ( i^+ 2 u ^+ u -u ^-2 u - l)+ D (u * + 2 u + l) ;

2 = A ( u > - u » - u + l ) + B iu ^ - 2 u + l ) + C ( ^ + u * - u - í ) +  
+B(í/»+2h+1).

2 =  (A + C ) u’‘+ { - A + B + C + D ) û + ( - A - 2 B - C + 2 D ) u+ 
+ (A + B -C + D ) .
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A + C = 0  

B - A + C + D = 0  

2 D - A - 2 B - C = 0  

A + B - C + D  = 2.

IV .-I I .:

2 A - 2 C  = 2 

A - C =  1 

A + C = 0

I.

II.

III.

IV.

(I.)

2 A = V ,  =  C =  - y .

IV.-böl:

B+ D  = 1.

Ill.-ból:

2Ű —Í - 2 ő + y  =  0; D - B  = 0

2 D = U  ű  =  y ;  5 = y .

A kapott együtthatók:

. 4 .

/
2du

0 ? ^

lim /
B'^ + co J

1 1 1 1 1 1 1 1
7+-

=: lim .
B'-> + oo 2 .

2 « + l  2 («+!)• 2 « - l  2 (tt-l)> 

1 1

du

In ( « + l ) - l n ( i i - l ) -
u + l  u - \

lim •—
B-*-\-oo 2

In
u+1  1 1
u - 1  u + í  w -1

1 (  B '+ l  1 1 4 1 n
=  hm — lln ------- — ------------------------- In— i------1— |

B . . + 0 0  2 V B ' - l  ^ '+ 1  B ' - l  2 4 2 )

=  y ( 0 - 0 - 0 - l n 2 + | )  =

- ^ - ^ l n 2  «  0,375 -  0,5.0,69 =  0,030.
8 2

2. Nem korlátos függvények impropríus integrálja

Legyen az f(x )  függvény minden [a,b—z] intervalliimban 
(ahol £ > O é s é — 6  > a )  integrálható, és legyen f{x )  a b  pontban 
nem korlátos (vagyis f{b)  =  +  «■ vagy - o o ) .

Ha létezik és véges a
h-B

lim r  f{x )  dx
c-*»0 •'

határérték, akkor az [a, b] intervallumbeli (improprius) integrál 
definíció szerint ezzel a határértékkel egyenlő:

b —e

f  f(x )  dx =  lim f  f(x ) dx.

Ha f{x )  az a pontban nem korlátos és minden [a-\-e,b] in­
tervallumban integrálható, akkor hasonlóképpen

o o
f  f ix )  dx =  lim f  f(x )  dx ;
a a + e

204

ha f (x )  sem ű-ban, sem é-ben nem korlátos és minden 
[a +  £i, 6 - 6 2 ] intervallumban integrálható, akkor

b b—S2
f  f {x )d x  =  ^  f  f{x )d x \

ha pedig f {x )  egy belső c pontban ( a < c < 6 ) nem korlátos,
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akkor az integrál két improprius integrál összegeként határoz­
ható meg:

b c b
f  f ix)  dx =  J  f (x ) d x +  J  f(x)dx.
a a

Gyakorló feladatok

dx
6 - e

. f ----- ^  =  lim f
y  ]f25-x*

dx

Í25 -X *
= ? Tudjuk, hogy J

dx

5 - c

lim r
dx

__  _____  Hm
»'25-Jc» «-*ol

X
arc sín —

(  5 - e
: lim I arc s in -------- arc sin
c-̂ o V 5

in o j = arc sin 1 =  - y

2. f  — --------=  ? Az integrandus egyik határon sem korlátos.
/lO O -x*

10 , 10-Í2 j
f  — ^ =lim

_ i  /Too-x* yioo-x^ llZl
í  . lO-fia . - 1 0 + f i i^

=  lim la rc sm ——----- a rc sm ------—-----1 ==
ei-^o V 10 10 j

X
arc sin— 

10

=  arc sm 

1

n ( 7T
sin 1- a r c s in ( - 1 )  =  — 2 ) ~

/ j
-~z:dx = ? Az  integrandus az jc=0 helyen nem korlátos.

0

1 1 1  j 1 ^

/ - ^  dx =  lim f  —z: dx = \\m f  x  * dx =
„ }fx « -o y  }fx «-*o/

= lim =  lim (2 / 1  - 2 / e )  =  2.
c->0 e-̂ -O

r  1/ ------dx=  ? Az i]integrandus pozitív jc-re — , negatív x-i&

, x=0-ta  pedig nem korlátos. Az integrált tehát két részre
)!- X
kell bontanunk.

/ 1 I
“ 2 /W  Á  0

A két improprius integrált külön-külön számítjuk ki.

® 1 0 1 -g  ^
f  - = d x =  f  ( - x f ^ d x = =  lim f  ( - x f ^ d x :

=  ] i m [ - 2 » '^ ] : j  =  l im (-2 J ^ + í +  2V '3 =  2 /2 .
£-*-0 6—0

f  — dx =  lim f  X  ̂ dx lim [2/í]® =
^  Yx y  e-^0

:lim (2 /3 -2 } ^ e )=  2^3, 
£-0

Tehát

/  1
/  — d x  =  2 / 2  +  2 | / 3  =  2 ( / 2 + 1 ^ 3 )

J 2 M- 2

2(1,41+1,73) =  2-3,14 -  6,28.

8

0 1̂:
lim

0

3 3
- Y x ^

(3 3 __ 3  3
— /6 4 ----- Yb‘
2 2 )

=  6.
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/ dx
—  =1 Az  integrandus az x = 0  helyen nem korlátos, ezért
V  

-2  \ x
az intervallumot két részre bontjuk fel:

_ 2  - 2  0 

A két improprius integrált külön számítjuk ki.

® 1 
f  —  = íim f  X  ̂dx -  lim 

J 3,— e-̂ 0 £-*-0

3 3

3 3 -  
— ix^

/ 3 3 _  3 3 _  3 3 _

A feladat megoldása tehát:

dx 3 3 _  3 3 _
—  =  — V"9----- V̂4 «  1,5(2,08-1,59) =  1,5-0,49 =  0,735.
3, _ 2 2

-2

7. f  =  ? Az integrandus nem korlátos az 1 helyen.

f  = lim f  - = lim f  ( 1 - x )  ‘ dx =
J  ^ \ - x  £ - 0  J, i \ - x  «-0 •/„

= Hm t - 2 / l - x ] i 7  =  lim (-21^1 - 1  + £ +  2^1 +  2) =  2)^3 3,46.
e-O E -0

tJ

I
dx . 3

z = r  =  ? Az integrandus nem korlátos az a: =  — helyen. 
4/3 4

f ( 3 . - 4 ) - T * .
/  > '3x-4  }^3;c-4
¥  T + ' 3 + '

s /  2 _____ 2 ________\
4 =  !im — / 1 5 - 4 - — »^4+ 3í-4  =  

e-ov3  3 ;

=  j l ^ l l  0,67-3,32 =« 2,22.

I ------  dx Az  integrandus az x= 3  helyen nem
3  / ( x + l ) ( x - 3 )

korlátos, másrészt f ' (x ) f ' (x )+  alakra hozható.

-dx =

3 + e

3 i x ^ - 2 x - i

6 1 «
=  lim — f  { l x - 2 ) { x ^ - 2 x - 3 ) ~ ^  dx-\- f  

£-*0 2 J J
3 + £

A két integrált külön határozzuk meg.

1 f  - i .  
hm - -  / (2 jc-2)(jc2-2jc-3) " dx =
e-*0 2

1

F '(x - l)» -4
dx

3 + c

=  I im - [2 / jc » - 2 x -3 ] ^ .  =  / 3 6 - 1 2 - 3 - f ^ 9 - 6 - 3  =  / 2 1  ==4,583.c-0 2

Í ( x - \ y - A  2 m -dx.

- 1

208
14 Integrálszámítás

209



A t ■■
x - 1

helyettesítéssel x — l t W  és dx—ldt\ ha ;^=3, akkor

t —\ és ha jc=6, akkor

A / =  1 helyen az integrandus nem korlátos. Tehát a második integrál 
helyettesítés után

5/2 g

Hm — I ------ — = lim [ar eh —
fi-o 2 f t ^ - 1  £-0

e-^0

A  feladat megoldása:

- I n l  =  ln
5 +  /21

e x  5 +  ^21 9,6
/ .....-.. — d x = ] l 2 \  + \a ----- ------« 4 ,6  +  ln— =

J y(x+l)(x-3) 2 2 

=  4,6+ln4,8 Rí 4,6+1,57 =  6,17.

r  2x
10. / —--------dx =  ? Az integrandus egyik határon sem korlátos;

i \ - x ^
az előjeltől eltekintve p { x ) f ' ( x )  alakú:

Y -
- 2 x

^ 1 - x ^
-dx =

=  lim [ - 2 ^ 7 ^ ; ; ^  =  0 - 0  =  0.
í-̂ O
X A

11. I ' l n x d x  — lim J  \ n x d x = l  Az integrál improprius, mert 

lim ]n x = -o o ,  A feladatot parciális integrálással oldjuk meg.
x^O

1 1 
f  \ n x d x — f  W nxdx ,
0 0

Legyen w=In jc, és r=A:, vagyis m '=— és v '= \,
X

1 1
J  1 \n x d x  =  [xlnA:]J- j  \ dx = [jcInjf]J =  - M i  =
0 0

=  lim {[x In a:]J -  [x]í} =  lim (1 I n l —c ln e —l+ e )  =
e—0 c-̂ O

=  lim ( — ̂  In fi - 1  + fi),
«-̂ o

lim fi In fi =  ?
6-̂ 0

A szorzat egyik tényezője (c) nullához, a másik tényezője pedig 
(In fi) mínusz végtelenhez tart. A szorzat határértékét a L’Hospital- 
szabállyal állapítjuk meg, de ehhez előbb átalakítjuk kifejezésünket:

lim fi In fi =  lim — .
Ĉ O £-0 1

fi

így átalakítva a szorzatot olyan törtet kaptunk, amelynek számlálója 
és nevezője abszolút értékben egyaránt végtelenhez tart, ha fi-^0. Most

1
In fi fi

lim ----=  lim -------=  lim ( — fi) =  0.
£_̂ o 1 £->0 1 8-*n

fi fi2

A megoldás tehát:
1

f  Inxí/x =  lim ( - f i  In fi—l*f fi) =  — 1.
0

2

/ dx
—--------=  ? Az integrál improprius, mert a nevező helyet-

1

tesítési értéke az x = l  helyen nulla. Az integrandust helyettesítéssel 
alakítjuk át.

Legyen ,r= c h /; vagyis d x= sh td t .  Kiszámítjuk az új határokat: 
Mivel í= a rc h x , ezért

/, =  arch 1 =  ln ( l +  j / l - l )  =  0, és

h =  a t c h l  = In (2 +  ^ 4 ^ )  =  In (2 + ) '^ .

210
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Az új határokat — bár értéküket ismerjük — csak jelöljük. 

p dx sh t dt r dt

Az átalakítás során felhasználtuk^ hogy bármely /-re
s h í

1.
♦^ch*/-l

(/=0-ra a tört határértéke ennyi!) Az új változóra már nem improprius 
az integrál, mert a nevező bármely t értékre nagyobb vagy egyenlő egy- 
gyel.

Az integrandust exponenciális alakba írjuk:

J eh í J J ê -he-* J e*‘-hl
ti tx — - —  tt ti

Az integrandust újabb helyettesítéssel alakítjuk át:
Legyen u - ^ ;  d u ^ é d t .  Az új határokat Wi, ilL Wa-vel jelöljük.

<1 »i 

Mivel íi =  0 és /, =  In tl+ y 's ) ,  ezért

/
dx =  2 arc tg 2 arc tg e" =

=  2 arc tg (2 + 1 ^3 )-2  arc tg 1. 

arc tg 3,73 «s 75° 75-0.0174 «  1,3, és arc tg 1 =  ~  «  0,785, ezért

2

/
dx 2 .1 ,3 -2 .0 ,785  =  2 ,6 - 1 .5 7 -  1,030,

X. A H A T Á R O Z O T T  IN T E G R Á L  
A L K A L M A Z Á S A

1. Területszámítás

Ha egy [a, b\ intervallumban értelmezett folytonos f{x )  függ­
vény görbéje, az a és határpontokhoz tartozó ordinátaszaka- 
szok, valamint az A"-tengely által határolt (előjeles) területet 
akarjuk meghatározni, akkor a függvény a-tól 6-ig vett határo­
zott integrálját kell képeznünk: 

b
T =  J f ( x ) d x .

a

Az előjeles terület azt jelenti, hogy ( a < é  esetén) az A"-tengely 
feletti terület pozitív, a tengely alatti pedig negatív előjelű (2.,
3. ábra).

2. ábra
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Ha a görbe paraméteres alakban adott, vagyis x = x { t )  és 
y  =  y(í) ,  akkor a ti és paraméterértékekhez tartozó 
í*[^(íi); és P[jcOa); y{tt)] =  P (Q  pontok által
határolt görbeszakasz, az x { Q  és xit^) egyenesek és az X-tengely 
közötti terület (4. ábra)

T= j  yiOmdt,
ahol x(í ) az jc(0 függvény í szerinti deriváltját jelenti: x(í ) =

dx
l i '

Ha a szektorterületet a sikgörbe polárkoordinátás alakja 
ismeretében akarjuk kiszámítani, akkor a következő formulát 
kell használnunk (6. ábra):

1 ?  
T = ^ j  r^dcp.

<Pl

Itt r=r((p) a. rádiuszvektor nagysága, mint a polárszög függ­
vénye.

Ha ún. szektorterületet akarunk meghatározni (5. ábra), és 
ismert a sikgörbe paraméteres egyenletrendszere, akkor a követ­
kező módon járunk el.

Legyen x = x { t )  és y —y{t) ,  akkor a íj és t̂  paraméterekkel 
megadott / ’[x(íi); y{ t i ) ]= P ( t^  és PlxQz); y(t2)] =  P(t2) pon­
tokhoz az origóból húzott egyenes szakaszok, valamint a sík- 
görbe által határolt terület a következő határozott integrál ki­
számításával kapható meg:

1 rT = ^ í  { x y - y x ) d t .

(Az ábrán T  a satírozott terület!)
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Gyakorló feladatok

I. Határozzuk meg 2űl y —Sx  függvény és az A"-tengely által hatá­
rolt területet az a=0-tól 6= 6  abszcisszájú pontig (7. ábra).

=  — 6 ^ 6 - 0  4.2,45 =  9,8.

Az x = 6  abszcisszához tartozó ordináta, dOL y - f x  függvény görbéje 
és az X-tcngely által határolt terület tehát 9,8 területegység.

2. Határozzuk meg az ;------ függ\ény görbéje, az A^-tengely

és az ű = 0 ; 6=0,6  abszcisszájú pontokhoz tartozó ordináták által hatá­
rolt sikrész területének mérőszámát (8. ábra).

/  —J  1-JC2 dx =  [ar th =
1 1 

— In
2 1 - x

0,6

0

1 1,6 1 1 1 1

A keresett sikrész területe tehát 0,695 területegység.

3. Határozzuk meg az ~  függvény görbéje, az Z-tengely

és az ű=  1,2; 6= 7  abszcisszájú pontokhoz tartozó ordináták által hatá­
rolt terület méröszámát (8. ábra)! Vigyázat! A függvény az előbbi példa 
integrandusával megegyezik, a határozatlan integrálja azonban nem, 
mert most |ac|> 1 .

T =  J  Y ^ d x  = [aTCthx]l,a=̂  ~
1,2 ^

In-
JC-1 1,2

1 (  8 2,2^ 1

y  (1 ,3 9 -1 ,1 -2 ,4 ) =  0 ,5 .(-2 ,11) =  -1,055.

4 .  Határozzuk meg az ,v =  — függvény görbéje és az ^-tengely közé

eső területet, a következő intervallumok felett: [0; oo]> [0; a], [a\ + H  
(9., 10. és 11. ábra).

f  \ c \
T i=  I — dx = íim / — d x -

y  X e-*o J  Xe-*0 •/ X 
» A ^ o o B

= lim  linx]^  =  H m  ( I n ^ í - l n c )  =  oo +  oo =  oo.
e-̂ O e-̂ 0

A -* o o  A -* o o

8. ábra
9. ábra
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a  1 fl j

Tg =  f  — í/jc = Hm I — dx =  lim [In x]t =
J X E-*0 •' X s^O 0 £

=  lim [In ö -  In e] =  In íz +  «> =
e-̂ O

oo 1 A ^

f  -~ d x  =  lim /  ~ d x  =  lim [\nx]^ =
J X  A - o o  J X A-^oo
a a

=  lim [ In /l - ln ű ]  =  oo —Ina =  oo.
A - o o

Ezek az improprius integrálok tehát divergensek.

5. Határozzuk meg az >> =  — függvény görbéje és az A"-tengely közé
X

eső területet a következő két intervallumban: [3; 10], valamint [ — 2; —1] 
(12. ábra).

/  7 dx==l

Az — függvény primitív függvénye negatív x  értékekre In (-jc ), ezt 

felhasználva:

T2= J  — í/x =  [ l n ( - J c ) ] : J = ln l - l n 2  =  - ln 2 ;^ - 0 ,6 9 .
-2

A terület azért negatív, mert a függvény görbéje ebben az intervallum­
ban az >¥-tengely alatt van.

6. Határozzuk meg az y  = függvény görbéje és az JT-tengely közé
X*

eső területet, ha az intervallumok a következők: [0; «o], [O; a], [a; oo]. 
(13., 14., 15. ábra.)

Ti = f  — dx = lim f  — í/jc =  lin 
J X* J  JC* e-

A-oo«
lim

A -* o o

=  lim
e-O

A-^oo

1 1
" 7 ^ 7
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13. ábra

p l  r  1
T 2 —  I  — dx — Hm / — dx — lim 

J  x^ e ^ o J  x^ e-̂ O

=  lim 
£->0

1 1 
a e a

y   ̂ r  1^ 3 = 1  — dx = lim / — dx = lim 
J  X^ A-^ co  J  X^ A ^ o o

=  lim
i4->oo

1 1
=  o + ~  =  — .

a a

7. Határozzuk meg az függvény görbéje, és az >̂ =  x + 2  egye­
nes által határolt területrészt (16. ábra)!

Az intervallum végpontjait a két görbe metszéspontjainak abszcisszái 
adják.

16. ábra
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Az egyenes és a parabola metszéspontjai: 

=  x + 2 ; 

x * - x - 2  -  0

1±»^T+8 1 ± 3

>-1=4;

Xi =  2; X, =  - 1 ;

A metszéspontok: /*j(2;4), P s(—1; !)•

^ \ ’T ^ * ü ^ é n y ^ ^ g ^ k o n j?  közötti terület egyenlő a  v á l tó s  ábra 
szerint i  y = x + 2  egyenes és az JT-tengely közötti területnek, valammt 
az y=x*  parabola és az Jf-tengely közötti területnek a  különbségével.

T  =  f  (x + 2 ) á * -  /  x * d x -  /  {x+ 2 -x ^ )d x  -  
- 1  - 1  - 1

[:í* JC»V 8 M  n

=  6 _ A + A _ - L  =  7 y - 3  =  4 y  területegység.

Az integrálandó függvényt úgy határoztuk meg, hogy a kü­
lönbség az adott intervallumban pozitív legyen.

g. Határozzuk meg az y * - 2 x - 4 y + 6  =  0 parabola és az y =  - x + 3  
egyenes által határolt síkrész területét (17. ábra).

17. ábra

Az ábrából látható, hogy a két metszéspont: P i(l;2 ), P2(3;0).
A parabola egyenletéből — teljes négyzetté kiegészítéssel — kifejez­

zük y-t:

y ^ - 4 y  =  2 x - 6 ;  

y2 -4y jr4  = 2 x - 2 ;

( y - 2 y  = 2 ( x - í ) ;  

y - 2 =  ± Í W ^ y ,

y =  ± 2 | / ( x - l )  + 2.

A függvény kétértékű és az alsó szár, valamint az egyenes közé eső 
síkrész területét keressük. Az integrálás határai: [1; 3].

o a
T =  f  i - x + i ) d x - f  [ ~ ^ 2 ( ^ ^ )  +  2]dx

1 1

= J  í - x + l + ^ 2 ( x - i y } d x  =

9 2 Í2  \ 8 2
=  - - - + 3 + —— K2»+— - 1 - 0  =  - 2 + — =  — területegység.

Á i  Á ő i

9. Határozzuk meg az .v=sin.\: függvény görbéje és az ;if-tengely 
által határolt területet a [0; n] és a [0; 2n] intervallumok felett (18. ábra).

n
Ti = f  sin.ví/x =  [ —cos.x]o = -c o s  TT + cos 0 =

0

=  —( —1)+1 =  2 területegység.
2tc

T z=  f  sinxí/.v =  [-cosx]5" = - c o s  2;r4-cos0 = - 1  +  1 =  0.
0

18. ábra
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A Tg terület nem azért nulla, mert a sin x függvény görbéje és az 
JV-tengely közötti terület nulla, hanem azért, mert a pozitív és negatív 
terület (az >¥-tengely felett levő és az alatta levő) megegyezik, és így összege 
nulla.

A feladatot tehát úgy kell megoldanunk, hogy a [0; n] és [n; 2n] 
intervallumokra számított területek abszolút értékének összegét kell

2ic
képeznünk. Ekkor — mivel /  sin xdx  értéke szintén 2 — az eredmény

n

Tg= 4  területegység.

10. Határozzuk meg az és az görbék által határolt terü­
letet (19. ábra)! Mindkét görbe parabola, csak az y=x^  parabola ten-

19. ábra

gelye az y-tengely, míg az y^ = x, vagyis y = ±]fx  parabola tengelye az 
Z-tengely. Könnyen belátható, hogy a két parabola egymást a Pi(0; 0) 
és A ( l ;  1) pontban metszi, és 2lz y ^ f x  parabola [0; 1] intervallumhoz 
tartozó íve az y~ x ^  parabola ugyanazon intervallumhoz tartozó íve 
felett van. Ezért

1 A A
T  =  J  ^ x d x -  J  x ^d x =  J  i i x - x ^ ) d x  =

■2
- x i x - - = —-----Í- —0 + 0 =  — területegység.

3 3 3

J  1+a:» 2 J  1+̂ 2

=  y  (In50- I n  1) =  y l n 5 0  ^ 3 ,9 1  =  1,955 területegység.

3 3
12. T =  /  (e’̂ - i y d x =  /  (e»*-2e*+ l)rfx  =

-~ 2 e ’‘+ x
“ é  e*

=  — -2e»  +  3 - — + 2 f 2 - 2
2 2 2

410 52
^ — - 2 - 2 0 - f 3 - y  + 2 .7 ,4 -2  =  2 0 5 - 4 0 + 3 -2 6 + 1 4 ,8 -2  =

=  222,8—68 =  154,8 területegység.

3 3 r---------

13. r  =  J  ]f9 -x^dx  — 3 ^  feladatot helyette-
-3 -3 ^-3

sítéssel oldjuk meg. 

x
Y  =  sin /; X  = 3 sin /; dx = 3 cos tdt.

A határokat ül. /2-vel jelöljük.

- sin  ̂t 3 cos td t  = 9 f  cos^ td t  =

1+cos It
(1+cos l t ) d t  =  — t+-

sin I t

Most a kapott kifejezést visszaalakítjuk úgyfht)gy a független változó 
ismét legyen.

x  X  ' \ f  ( x \ ^
t — arc sin — sin 2/ =  2 sin t cos / =  2 — ^  1 — - - 1 .
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Ezeket behelyettesítve:

9 X
arc sin— +

-  —  [arc sin 1 + V 0 -a rc s in ( - l)+ )^ 0 ]  =

^  — n ^  4,5-3,14 ftí 14,1 területegység.
2 1,2 2 }  2

5 j

14. T  = f ------------- dx =̂ 1 A  gyökjel alatti mennyiséget helyette-

sitéssel alakítjuk át:

u = z 2 - x ;  x ^ l - u \  d x = - d u ,

A  határokat Wi-gyel és W2-vel jelöljük:

»'2 1

du — —
Ml Ml

3 _____V ( 3 ____ 3 _ ^
3J^2-;c.2 =  - l 3 y ' - 3 - 3 / 0 j

8,_
= 3}^3 3-1,44 =  4,32 területegység.

15. r =  /  yx^-\-Sx+12dx = f  y x ^ -h S x + í6 -4 d x  
1 1

= f  = 2 J  ] / ( “ )* -  J dx.

Mivel ch*jc—sh*jc= 1, és ebből ch®Af—1 =  sh^ x, ezért a eh m =
x~\~4

■■------- helyettesítéssel új függvényt vezetünk be:

Af =  2chw —4; dx—lsh u d u .

226

Az új határokat csak jelöljük:

T  = 2 f  |/ch® u —1 2 sh udu — 4 j  sh^udu -
«i

ch 2w -l
-du = 2

sh 2u
=  4 /

«1
A kapott kifejezést x  függvényévé alakítjuk vissza:

s h 2 „ . 2 s l . . c h , . 2 Í ^ ) / ( í ± í ) ' - T ;

r  =  2 

=  2 

=  2

’x + 4 \ [  ( x + 4 Y  x + 4  
— 1 - a r c h ------

2

’x + 4

:v + 4 y  |x-h4

=  2

2

2  ̂ 4 

9 
2 

9

=  2 (19 ,8 -ln  8 ,9 -5 ,7 5 + In 4,8) =  2(14,05-2,18 +  1,57) =  

=  2(15,62-2,18) =  2-13,44 =  26,88 területegység.
 ̂ , 5 5 ,

dx r  dx r  dx16. T =  í ----
J  JC«+ 6JC+10 

1

■ / = / ;:»:>+6x+9+l J  (x+3)*+ l
3

. Mivel

az integrandus - alakú, ezért új változóként az « =  x+ 3-at vezet- 
«•+ !

jük be, és a határokat csak jelöljük.
H =  .v+3; du=dx.

r  du

Ml

15*
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A feladat megoldásához meg kell határoznunk Wi és értékét.
Ha Xi=3, akkor i/i= 6 ; ha ^ 2 =5, akkor —

T  =  [arc tg w]S =  arc tg 8 -a rc  tg 6 ^  8 2 , 9 ‘ - 8 0 , 5 ' ’ =

=  2,4° ftí 2,4-0,01745 0,042.

17. Legyen egy görbe (parabola) paraméteres egyenletrendszere a 
következő: jc=5í; y =  10t+ 3t\  Határozzuk meg a = 0 és /2 = 4 para­
méterértékekhez tartozó ordináták, a görbe íve és az X-tengely által hatá­
rolt terület méröszámát (20. ábra)!

20. ábra

I. Megoldás:

Mivel x = 5 , ezért
4 4

r  =  /  (10 /+ 3 /» )5 rf/=  5  /  ( \ Q t + ' i t ^ ) d t  =
0 «

=  5[5/*+í*]í =  5(80+ 64) =  720 területegység.

//. Megoldás:
Kiküszöböljük a t paramétert, vagyis meghatározzuk >>-t mint .v függ­

vényét; ehhez kifejezzük í-t az egyik egyenletből és behelyettesítjük a 
másikba:

X  IOjc

Ha /i = 0, akkor a-i=0; ha /2=4, akkor X2-10. Integráljuk tehát az 

y =  — x  ̂+ 2x függvényt a [0; 20] intervallumban:
20

X^l( X  \ y ^  ( 4  \  400*9
— -f. 11 =  400 + 1 j ^— =  720 területegység.

Valóban a kétféle képpen kapott eredmény m egnézik . Ez természetes, 
hiszen a görbék és a határok megegyeztek, csak a görbék megadási módja 
nem.

18. A kör paraméteres egyenletrendszere, ha a kör sugarát r-rel, és 
a sugár ^-tengellyel bezárt szögét /-vei jelöljük:

.Y= r cos /; =  r sin 

Határozzuk meg a negyedkör területét (21. ábra)! A paraméterértékek: 

f i = y , es /2= 0 .

21. ábra

A hatarokat azért választottuk ilyen sorrendben, mert amíg t értéke
n
~  -töl 0-ig csökken, addig a /-nek megfelelő pont balról jobbra, vagyis

az Z-tengely pozitív irányításának megfelelően megy végig a görbén, 
tehát így lesz a számított terület előjele pozitív.

x =  - r  sin r.
0

r =  / r s i n / ( - r s i n O í / / =  j - r ^ s \ n ^ t d t
Jt/2 «/2
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Alkalmazzuk a sin*/ 

« /2

1 -c o s  2t

T =  J  r» 
0

1 -  cos 2/

azonosságot.

« /2

d t = ^  j  (l-cos2í)rfí =

r* sin I t  1«/* 2̂ r^nf ---------- e  __ ----- 0 - 0 + 0 = ----
T 2 2 2 4

területegység.

r*7T
A negyedkor területe — , tehát a teljes kör területe — eddigi ered-

4
Idényeinkkel megegyezően —

19. Határozzuk meg adott ellipszisnegyed területét. A területet az 
ellipszis paraméteres egyenletrendszere alapján és a derékszögű koordi­
nátákban adott egyenlet alapján is meghatározzuk.

/. Megoldás:

A la  nagytengelyű és Ib  kistengelyű, origó középpontú ellipszis para­
méteres egyenletrendszere:

x —a c o s u  >^=^siní.

Itt / a 22. ábrán látható szöget jelenti. Az integrálás határai: és 0. 

x =  —ű sin /.
0  0 

r =  /  b ú n t { - - a s m t ) d t  -  /  ( - a 6 s in * / ) ( / /=
nl2 íi/2

*/2 */2

ab J  s i n ^ í d t ^ a b  J  
0 0

1 -  cos 2/

ab=  — sin 2t' 
t ----------

ab=  — — - 0
2 2 2 .2

-dt = 

abn

Eredményünknek megfelelően a teljes ellipszis területe: abn.

II. Megoldás:

A 2a nagytengelyű és 2b kistengelyű ellipszis egyenlete:

ebből ^ = ± ^ 1 - - .

22. ábra

Az ellipszisnegyed területét megkapjuk, ha meghatározzuk az ellip­
szisív A"-tengely feletti, 0-tól ű-ig levő szakasza, valamint az AT-tengely 
közötti területet.

Az integrandusból helyettesítéssel a gyököt kiküszöböljük. Legyen
X
—= s in / ,  ebből jc= űsin r és dx=a cos tdt. Az új határok: ha jc=0, 
a

n
akkor sin /= 0  és /= 0 ; ha x=^a, akkor s in /= l ,  és  ̂ ~

a r------— w/2

T = b J ^ l —^ d x  — b j  / l - s i n ^  / acos r í / / =

=  ab

nl2 nl2
r 1 +  cos 2/

/ cos^ td t  
J

^ a b  / 
J0 0 L

t sin 2/' n/2 ’ n
-]— = — + 0 - 0

.2  4 . 0 .4

dt =

abn
4 ’

ebből a teljes ellipszis területe: abn.
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20. Határozzuk meg a Neil-féle szemikubikus parabola, valamint 
az Z-tengely által határolt területet, a ^2=3 paraméterértékek
esetén (23. ábra).

A terület tehát:

23. ábra

A szemikubikus parabola egyenletrendszere x=at^, y=bt^; legyen 
most a—1 és b—3, ekkor

x=t^; y = 3 t \

I. Megoldás: 

x = 2t.
3 3

’ =  J  3t^-2tdt== J  6t*dt =
5

=  A  =  A .242  =  =  290,4 területegység.
5 5 5 5

//. Megoldás:
Most küszöböljük ki a t paramétert, és oldjuk meg így a feladatot!

x = t ^ ;  y  = t = Íx ,  és így .

Az integrálás határait úgy számítjuk ki, hogy az x=t*  összefüggés­
ben t helyébe 1-et, ill. 3-at helyettesítünk. Ha / i= l ,  akkor X i= l,e s
ha ^2=3, akkor X2=9,

T =  J  3x‘ d x =  3
1

=  3«— [(|^9)®-(]/T)T =  - ( 2 4 3 - 1 )  =  290,4 területegység.

A két — különböző módon kapott — eredmény tehát valóban meg­
egyezik.

21. A hiperbola paraméteres egyenletrendszere: x = a c h t ;  y ~ b s h t  
(24. ábra). Ugyanis az

hiperbolaegyenletet a hiperbolikus függvényekre vonatkozó ch^ / —sh  ̂t= l
X  y

azonossággal egybevetve észrevehetjük, hogy az — = c h í  é s — = s h í
a b

paraméteres kapcsolat kielégíti a hiperbola paraméteres egyenletrend­
szerét.

24. ábra

Határozzuk meg a=3 és b = 2 esetén a /i= 2  és ^2=3 paraméterértékek 
közé eső területet:

í2 3 3
T =  j  y x d t ^  f  2 s h t - 3 s h íd t  = 6 f  sh^tdt,  

í l  2 2
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c h 2 / - l  
Mivel sh* t = -----—— , ezert

3/ eh 2/ — 1 /•
----------- í// =  3 /  { c \ i2 t - \ ) d t

2 2 

sh2í sh 6 sh 4
- 3 -------- -f2

1
400 —

400
sh 6 = -----------200;

55
sh 4 =  ---- ------27,5.

— 1

=  3*85 =  255 területegység.

22. Az X-tengelyen csúszás nélkül gördülő kör kerületének bármely 
pontja cikloisívet ír le. A ciklois paraméteres egyenletrendszere a 25. 
ábrán látható módon kapható meg.

Legyen egy ciklois paraméteres egyenletrendszere:

X =  4 (í~ sin  í); y  = 4(1 -c o s  t). (26. ábra.)

25. ábra

Határozzuk meg a cikloisív és az Jif-tengely közötti terület szám- 
értékét, ha í i= 0  és /2=27t, vagyis a teljes ív alatti területet keressük.

2íc
T -  j  y x d t — f  4(1 -  cos 0 4 ( 1 - cos r)</r =

2tc
=  1 6 /  ( l - c o s / ) * r f /=  16 /  ( l - 2 c o s /+ c o s * / ) r f / :

2íc
=  1 6 / 1 - 2 cos t+

cos 2 /-hl

=  16 

=  16

^ . sm 2/ / 
/ - 2 s m / + ——

4 2

sin 2t 3
—-------2 s in / - f  — í

4 2

=  487T 48*3,14 ^  151 területegység.

23. A 2a tengelyhosszúságú asztrois paraméteres egyenletrendszere: 
x=acos^ t; >^=í7sin® t (27. ábra). (Az asztrois szimmetrikus az origóra.) 
Határozzuk meg az asztrois területül 

A szimmetria miatt elegendő a negyed asztrois területét meghatározni, 
ennek négyszerese a teljes asztrois területe.

Legyen a=5  és ^ i= y »  ^2=0.

jc =  15 cos* / ( —sin t)  =  —15 sin t cos* t.
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Í2
T =  f  y x d t ^  j  5 sin^ í ( - 15 sin r cos2 =

fi nl2,

0

=  - 7 5  J  ún^ tcos^tdt.
n/2

Mindkét trigonometrikus tényező páros hatványa lépett fel, ezért 
a linearizáló formulákat alkalmazhatjuk.

(

1 — cos I t  — _
2 l+ c o s2 í 
, ill. cos  ̂t =  -------

^ * n - c o s 2 í  Vl - c o s 2 í  \2 l +  cos2/
dt =

j i/2

=  7 5  r  iZ fS lZ L rf ,  = - .  r  ( l-c o s^ 2 /)(l-c o s2 í) í//.
J 4 2 8 y

236

Ismét alkalmazzuk a linearizáló formulát, ugyanis cos^ 2t =  
1-fcos 4í 

----------------  ̂ tehát

7t/2
1 +  cos 4r

4 7  ( -  .

1 cos At

0

7T/2

(1 -  cos 2t) dt =

- ? / ( ■

(1 -  cos 2t)dt  =

1 cos 4í cos I t  cos 4/ cos 2t-------- -̂-------- -̂--- p-----------------

Az integrandusban két szögfüggvény szorzata van, ezeket szög- 
osszegek szögfüggvényévé tudjuk alakítani az alábbi összefüggés fel- 
használásával:

cos a cos )& =  ~  [cos (a -  )5) + cos (a + p)].

Alkalmazzuk az előbbi összefüggést az integrandus megfelelő tagjára, 
akkor

cos 4/ cos 2t = —  (cos 2t + cos 6/).

1 cos 4/ cos2í cos2/ + cos6r --------_ - f --------------------------

0

7t/2

í//=:

75 /* /1  cos 4/ cos2í cos6A
~ T Í  ( y  2 4

75 t sin4í sin 2/ sin 6/ 
y  8 8“ '^~ 24~

75 f 7T sin 2n sin n sin 3;r 
j [ ~ 4  8 f ~ ^ ~ 2 4  ^ 

15n 75*3,14

7 5 / tt

7 U

7,35 területegység.32 32

A teljes asztrois területe tehát: 4*7,35 =  29,4 területegység.
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Most olyan feladatokat oldunk meg, amelyek eredményének 
helyességét eddigi ismereteink felhasználásával könnyen ellen­
őrizhetjük.

24. Az origó középpontú és r sugarú kör paraméteres egyenletrend­
szere:

x = r c o s t ;  y = r s m t .
Határozzuk meg az r= 5  sugarú körbe rajzolt 30”-os nyílásszögű kör­

cikk területét (28. ábra)!

28. ábra

x = 5 c o s / ;  j-= 5 sin /. A határok: f i= 0 ; h= ~ ^-  

j t= - 5 s in í ; ^ = 5 c o s / .

*'• 25 f
T  = —  f  (2Scos.*t+25sm*t)dt = — j  íd t  =

2 y  0

25 .. 25 n
2  ̂ 2 6 

Ugyanezt kapjuk a körcikk területképletével is. ugyanis: 

rí rra. r*a
^  =  T  =  - 2 - =  - T ’

ahol a a körcikk radiánban mért középponti szöge, tehát 

n
5* —

6 IS n

25, Határozzuk meg az ellipszis területét a szektorterület integrál- 
képlete alapján!

Az ellipszis paraméteres egyenletrendszere:

x=^acost\ y^^bsm t.

A deriváltak:

x = —a s m t \  y= b cos í.

A határok (ha a teljes ellipszis területét akarjuk meghatározni): 0 
és 2n. Most is úgy választjuk meg a határokat, hogy a paraméter növe­
kedésével a görbeponthoz húzott sugár pozitív (óramutató járásával 
ellentétes) elfordulást végezzen.

2n 2n
1 z’ ab í* ab

=  —  / {ab cos^  t-^ab sin^ t) d t  =  —  I d t  =  —  2 tz =  abn,
2 J 2 J 2

26. Határozzuk meg a negyedasztrois területét mint szektorterületet, 
ha paraméteres egyenletrendszere:

x  = a cos^ /; y= a  sin® t (29. ábra).

2 6

A deriváltak:

x=3a  cos* /( — sin t ) = —3a sin ícos* t; 

y = 3a sin* / cos /.
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j nl2
T  -  —  J  (3o- cos^ t sin^ /-f sin  ̂/ cos^ t )d t  =

3a^
71/2

J  cos-/ sin^/(cos-z +  sin^/) í / / =

fJ  cos21 sin-1 dt =  —  J
3ö2 l+ c o s2 r l - c o s 2 í

dt =

3a  ̂ 7  r l + cos4 /^
=  - /  (l-c o s^  2 ,) . . =  - /  [ l ---------=

nn

I
3a  ̂ r  l - c o s 4 /  3̂ 2

-------- dt = -----
2 16

Sa­

sin At

3ű2

l ó ( f - » 32
- 7T.

27. A lemniszkáta egyenlete: / = a /c o s2 ^  (30. ábra). Határozzuk meg

a lemniszkáta (px— ----- és (pi= — polárszögek közé eső szektorterületét.
4 4

30. ábra

Azért választottuk ezt a két szöget, mert - - n é l  nagyobb szögekre
4

~7T-igj, és - ^ - n é l  kisebb szögekre |^-^7r-ig

 ̂= Y  J  r^díp =  Y  J  cos 2(P d(p =  Y  J  cos 2(9 d(p =

vény.
nincs értelmezve a függ-

7t/4 

/-Itl^

sin 2(p «/4 2̂ . ^sm ----- sin
n '

2 - r c / 4  4 2 r " 2 '.
=  - ( 1 + , )  =  - .

28. Egy logaritmikus spirális polárkoordinátás egyenlete: 

r =  2e»^

Határozzuk meg a ^ i= 0  és ^2 polárszögek által határolt szektor­
területet (31. ábra)!

1 ^2 j 7t/9 n/9
r = y  J r^d(p:= ~  J d c p ^ 2  j  é 

í>i 0 0

=  2

„/« j j
=  -e«)  «  — (22‘» 9 - l )  :

0 3 3

1 7,1
— (8,1 - 1 )  = —  Pí 2,4 területegység.
<3 3

16 Integrálszámítás
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29. A kardioid polárkoordinátával megadott egyenlete: 

r =  2 ( 1  + cos (p).
Határozzuk meg a ^ i= 0  és ^2= — polárszögek által határolt szektorte­

rületet (32. ábra)! ^

r^2(itco$tp)

32. ábra

1 1
T ^ — j  r ^ c í (p = -^ J  [2(l^cos(p)Yd(p =

(Pl
nl^

= 2 f  (l-i-2cos(^ + cos2

ít/4 . 

- / (
1 +  cos 2(P

=  2

1 -f 2  cos (p + -

3  sin 2<p
-(p-{-2s\n(p+ ———

d(p =

n
sin —

3  7T . 7T 2
--------h 2 sm ---- 1-----;;------ 0
2 4 4 4

=  ^ + 4 ! ! ^ + ^  Í - . 3,14+2.1,41+0,5 «  5,68 területegység
4 2  4 4

30. Egy Pascal-féle csigavonal polárkoordinátás egyenlete: 

r  =  3 cos (p+A,

Határozzuk meg a ^ i= 0  és í?2 = — polárkoordináták által határolt szek­

torterületet (33. ábra)!

33. ábra

<Pi

nlZ

=  Y  j f  (9cos2 g>+ 24 cos 16) dq>
0

7t/3
1 ^ l +  cos2 ^

^~2 J 9 -------— 24 cos q>-\- lő j  d<p =

41 9
— — sin 2^+24 sin©
2 4

«/8

0

I M I  7T 9 . 27T ^

10,7-1-0,97+10,4 =  22,07 területegység.
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5 sin* q> , „ . . ^ r
31. Határozzuk meg az r = ---------egyenletű cisszois ^ i= — es

cos^  4

= Y  polárszögek által határolt szektorterületét (34, ábra)’

34. ábra

n /3

- /
1

- - 2 + C 0 S * ^dq> =

= 12,5

=  12,5

3 sin 2(p
t g r /7 -  — ^  + ----- ------

2 4

t /3

t/4

27t n
sin —   ̂ sin —

7t 3 7Z 3 7t 3 TC 2
t g _ _ _ . _ +  -  tg — +  y — —

0,866 1
1,73-1,57+-^’-------1 +  1,5-0,785------

4 4
12,5

3,85 területegység. 

2 . Ívhossz-számítás

Ha az ^ és ^  pontokkal határolt AB vonaldarabba — például a 
35. ábrán látható módon — beírt poligon hosszának van felső 
határa, akkor a vonaldarabot rektifikálhatónak mondjuk és 
a vonaldarab ívhossza ezen felső határral egyenlő.

1 P  1 25 sin^ <p 
T = —  / r^d(p = —  / ------ -̂--- d(p =2 J 2 J coŝ  (p

nl3

/ Sin* (p C 
-----^ d ( p ^ \ 2 , 5  /

( 1  — cos^ (py
COŜ (p d(p =

7t/3

-  12,5 /
71/4

1 — 2 cos* (p+cos*(t
COS* ^
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Ha egy y = f ( x )  függvény az [a,b\ intervallumban folytonos 
és differenciálható, továbbá a differenciálhányadosa korlátos, 
akkor azaé&b  abszcisszák által határolt vonaldarab ívhosszát az 

b
5 =  f  f í ^ ^ d x

a

határozott integrál adja meg. 
Ha a görbe paraméteres egyenletrendszerrel adott, akkor a 

h  és ti paraméterértékeknek megfelelő pontok közé eső görbe­
darab ívhossza:

___
s = J V¥+y^dt .  

Ha a görbe egyenlete polárkoordinátákkal adott, akkor a 
(cpi; Ti) és pontok közé eső görbedarab ívhossza:

4>a

s = J  + d(p.
91

Gyakorló feladatok
1. Határozzuk meg az y —x* függvény görbéjének az Xi= l  és Xa=4 

abszcisszájú pontjai által határolt ívének hosszúságát (36. ábra)!
y=x*; y = 2 x .

4  
s =  f } f l  + {2xy dx = *í Az  integrandust helyettesítéssel alakítjuk át:

1

Legyen 2jc=sh w, akkor x = - ^  sh u, és d x = ~  eh u Jw. A határokat csak

jelöljük, és a visszaalakítás után helyettesítünk.
“a 1 1 “íp  _______1 1 r

s =  J  y i  +  sh* «— chwí/tt = - y  j  ch^udu
Ml Ml

1 Ji’ c h 2 « + 1  1 r ...................... ....
=  — I ----------- du = —  I (eh 2u-b 1) du =

2 J 2 4 J

sh2u
- + u

M2 1
=  — [sh eh w +  m]“* =  

Ml 4 ^

í  =  4 -[2 * / l + ( 2^)‘ + ln (2 A:+F'(Z«)»+l)]í =  
4

=  — [2 * / 1  + ( 2 x)*+ar sh 2x] t .

=  — [2 -4 /l+ 6 4 -M n (8  +  / l + 6 4 ) - 2 / l + 4 - l n ( 2  +  / l+ 4 ) ]  =
4

=  4-[8 |^W +3n(8 +  » '6 5 ) - 2 /5 - ln ( 2  +  |^5)] «
4

0,25(8-8,05 + ln 16,05-2-2,24- I n 4,24)

0,25(64,4+2,78-4,48-1,45) =  0,25(67,18-5,93) =

=  0,25*61,25 % 15,31 hosszúságegység.

2. Határozzuk meg az y = c h x  függvény-görbe jci=0 és jCa=3 absz­
cisszájú pontjai által határolt ívének hosszát (37. ábra)!

y==chx; /= s h jc .
3 3

í  =  /  |^H -sh‘ A:íic= /  c h x í ic =  [shxR =
0 0

2 0 -1
2 0

= ----------- Rá---------- 1 0  hosszúságegység.
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37. ábra

3. Határozzuk meg az y = x “ függvény görWjének az és a-j 4
abszcisszájú pontjai által határolt ívének hosszúságát (38. ábra)!

■ = / V ^ 3 9
T ‘T

O  _̂_ 8  150,4
^  _ i( |^ ÍÖ Ő Ö -]^ T ^  - (3 1 ,7 -1 2 ,9 )  =  «

27 27

5,56 hosszúságegység.

38. ábra

4. Határozzuk meg az x^+y^ =  25 kör ívének hosszát az Xi=0  és 
Xz=5 abszcisszájú pontok által határolt szakasz felett (tehát az 5 sugarú 
negyedkör kerületét) (39. ábra).

y^ = 25-x^;  y ^ ' ^ l S - x ^ ;

1 - -  - X
/  =  — ( 2 5 - A - 2 )  2 ( _ 2 ; c)  =

1^25- J
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- í Í ' ^ é 7 - - S Í
15-x^+ x^  

25- x ^
dx =

Í 2 5 - x ^
dx 4 / -dx =

• ^ 5 arc sin — 
5

=  5 (arc sin 1 -  arc sin 0) =

=  5 — - 0  
2

5n
= — hosszúságegység.

Ez valóban az 5 egység sugarú negyedkor íve.

5. Határozzuk meg az y = \ n x  függvény ívének hosszát az Xi—2 és 
Xz=6 abszcisszájú pontok által határolt szakaszon (40. ábra)!

y  =  In^:; /  =  — .
a:

2 2 2

Helyettesítést alkalmazunk: =  /*; így
_________  1 .  1  - i .

;e =  = ( / “- ! ) * ,  ebből í/x =  y ( í ‘‘- l )  ^ -2 td t  =

tá t

40. ábra

Az új határok Xi=2, ezért /i=)^5; és Xs=6 , ezért h = \ y i .

f  f .

ys
Mivel |/1 >1, ezért

í — ln
t - 1

/37  +  1 /5  +  1

6,1 — In —  2,24 + In
7,1 3,24

«  3 ,86-ln  5,1+ ln  7,1 +  ln 1 ,24-ln  3,24 «

*s 3,86—1,63+1,96+0,215—1,17 =  3,23 hosszúságegység.

6 . Határozzuk meg az y= e*  függvény görbéje Xi= 0  és ;Ci,=3 abszcisz- 
szájú pontjai által határolt ívének hosszát (41. ábra)!

3
j '  =  e*; /  =  e“ ; s =  /  f l+ é ^ ^ d x .

0

41. ábra

250 251



Ilyen alakú integrandusra általános eljárást nem ismerünk; mivel azon. 
bán tudjuk, hogy I^T+sh® w =  eh w, a következő helyettesítéssel próbál­

kozunk: legyen e* =  sh«, vagyis x = ln s h «  és amiből

d x= —— au. 
shw

Az új határokat egyelőre csak jelöljük. így

p  c h ^ «  ^ p  s h » « + i  ^  u  ,
5  =  I ------- du = I ------------ í/u = I I sh « +  —— I du —

J  shu J  sh M •/ V sh « j
Ml

“ap  P  1
=  I sh udu+ I —— du, 

J  J  shu
Ml Ml

A második tag integrálja:

I
Ml

«a 1 m2
du =

sh u I - du
u u 

Ml 2 sh — eh — 
2 2

du — In

így az eredeti integrál: 

eh* u/ cn^w ,
—~ d u - =  
sh u

Ml

u
eh « + ln th —

2

/sh»« +  l + — In
2  )^sh»«+l + l

In

ŷ c» +1 + — I n ------- / e » + l~ — In -----«»
2  ^e* + l +  l 2  /go +  l +  l

2  2 0 + 1  2  } / 2 + l

2 21 2 2,41 2 21-0,41

1 1 68 
18,59 +  y  ln5,3 18,59 + - ^  =  18,59 + 0,84 =

=  19,43 hosszúságegység.

7. Határozzuk meg az >^=lnsinAc függvény görbéje a:i =  — és ^2=  —
6 2

abszcisszák által határolt ívének hosszúságát (42. ábra).

7c/2 ít/2 r
í =  / /Í+3;'^í/a;=  f  V l  + I ------

V J  ̂ vsmjc,
ícosx

n/6

n/2

7T/6

dx=^

u/ 6 '  n/í '

í t/2

-  /  —•/ sm X

42. ábra
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Most az /^(sinjc) alakú integrandusra szokásos helyettesítést végezzük:

Legyen /= tg  —, ekkor

2 tg — cos* —
X X  2  2

sin^í =  2  sin — cos— = -----------------------
2 2 , X X

sin* — h cos* — 
2é

2 /

sin* —
1 +  /

A f= 2 arc tg /;

+ 1

cos* —

dx 1 2
tehát — =  2  ------- és dx =  ------- di\

dt 1 +r* 1 +

ha ;c =  — , akkor í =  tg — =  tg 15° 0,268,
6 12

ha X =  akkor < =  t g ^  =  tg45° =  1.
2 4

így
tg 45°

=  j  — — /  Y  =  [ '" l 'l l t l í s " '^ P “ 'lo,268 =
tg  15“ tg 15°

=  In 1 -  In 0,268 =  -  In 0,268 =  -  In
2,68
l ő

=  In 10-ln2 ,68  2,3-0,986 =  1,314 hosszúságegység.

8 . Határozzuk meg az >^=ln(x*—1) függvény Xi=2  és at2 = 4  abszcisz- 
szájú pontjai által határolt ívének hosszúságát (43. ábra)! (Az integrandus 
értelmezési tartománya |x l> l ,  tehát értelmezve van az egész integrálási 
intervallumban.)

4  .
s == f  i l + y ' ^ d x .

:^ = ln ( jc * - l) ;  /
jc* -l

•2x.

43. ábra

-dx =

-  / Í í l 5 í ± l * .  f í ü ' * .  f í z l ^ l
J J jc*-1 J x ‘ - 1

=  lx]i + 2

= 4 - 2 - 2 1 n |/ ^ + 2 1 n |/y  =

1 5 5=  2  + ln — •— =  2  +  ln — =
3 3 9

=  2 + ln 5 - ln 9  ^  2+ 1 ,61-2 ,2  =

=  1,41 hosszúságegység.

Most paraméteres alakban adott függvények ívhosszának 
iszámításával foglalkozunk.
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9. Határozzuk meg a ciklois ívhosszát (44. ábra)! A ciklois paramé­
teres egyenletrendszere:

X =  űE(/-sin/); y  =  í7( l-c o s r )-

A deriváltak és négyzetösszegük:

x = ű[(l—cosO; y = asint .
= a^{l—2 cos / + cos2 t) + â  sin =

=  a^-2a^ cos t+a^ cos^ s'm̂  t = 2a^(i-cost) .

A határok: 0 és In  (ugyanis t a körnek radiánban mért elfordulás! 
szöge).

2tc _ 2/r
s =  j  ^ 2 ^2 (1 - cos /)í// =  a i l  /  Í \ - c o s t d t ,

0  0

Az integrandust átalakítjuk, ugyanis

1 - c o s /  , t  ̂ • 2 ^---- ^-----=  sm  ̂ vagyis 1 -c o s  t =  2  sm  ̂— .

2n 27t .--------- j
= Í \ - c o s t  dt = a i l  J  ^  2sm^ — dt

2n
=  2 űf sin — dt =  2 ű

0 

í
cos — 

2

27t

= -4ű(cos 7T-COS 0) =  - 4 ű ( - l - l )  =  8ö.

1 0 . Határozzuk meg a negyedkör ívének hosszát (45. ábra). 
A kör paraméteres egyenletrendszere:

x —rcosí;  y = r  sin t.

=. [ r ( -s in  t)]^+(r cos íY  =

_  Itl2 JL n
5 =  /  i r ^ d t ^ j  r ^ r  =  [ r /y  = r _ .

0 0  2

45. ábra
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Valóban! A körön ívhosszat úgy számítunk ki, hogy a közép­
ponti szöget [esetünkben (tt/2)] szorozzuk a kör sugarával.

11. Határozzuk meg a kővetkező egyenletrendszerrel adott asztrois 

/i= 0  és tartozó pontjai által határolt ívének

hosszát (46. ábra).

x=5cos® /; >^=5 sin®/.

A deriváltak négyzetösszege:

X =  15 COS* / ( - s in  /) =  —15 cos® t sin /;

y=15  sin® / cos /.

17 Integrálszámít ás
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46. ábra

=  225 (sin* t cos* í+sin* / cos* t) =

=  225 sin® t cos® /(cos® í+sin* t) -  225 sin® í cos® /.

jt/3 n/3
5  =  J  /225 sin® ícos® íd t  = 15 f  sin / cos td t  =

0 0

=  15
T 15 /  7T ^  3

=  — sin®----- sin®0 =  7,5—  =
0 2 \  3 J 4

=  7,5-0,75 =  5,625.

12. Határozzuk meg az x=2t;  y - 3 t ^  paraméteres egyenletrendszerrel 
adott parabola / i = 2  és 2̂ = 5  paraméterértékekhez tartozó pontjai által 
határolt ivének hosszát (47. ábra).

5 5 5
s =  f  ix * + y ^ d t=  j  /4 + 3 6 /» í/í =  2 /  y 'l+9í*rfí.

Az integrált helyettesítéssel alakítjuk át.

Legyen 3 /=sh «; vagyis sh w; ekkor y  eh u du.

«2

=  2  y* / 1 +  sh® M — eh 1/ í/w ;

l + c h 2 «
Mivel ch*w = -----------, ezért

eh* udu.

du
111 Ml

Visszahelyettesítjük a / változót:

tt =  ar sh 3t =  In (3í +  »'9Í*Tl); 

sh 2u 2  sh 1/ eh w

« +  -
s h 2 «

= shi/chw = sh wj l̂+sh*« = 3//l+9í®. 
z  z

Í =  y  [ln(3í+ /9/»  + l)+ 3 //T + 97iJÍ =

= y  [ln(l5 + j ' 2 ^  + 1 5 ^ ^ - l n ( 6 + / 3 ^ - 6 / 3 ^ «

«  y  (In 30 +  225 -  In 12 -  36)

1 189 92
y  (0,92+189) =  — j —  ^  63,31 hosszúságegység.
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13, Határozzuk meg az x = í* ; y=2t^  paraméteres egyenletű Neil-féle 
szemikubikus parabola / i = l  és í ,= 3  paraméterértékekkel adott pontjai 
közé eső ivének hosszát (48. ábra)!

x=2t;  y = 6 í \

3 3 3
s =  f  y ¥ + ^ d t  =  /  V4f* +  36/*rf/ =  /  2 ty i+ 9 t^  dl = 

1 1  1

^ [ / ( l + 9 / * ) * ] í  =  ^ ( 8 2 / 8 2 - 1 0 /ÍÖ ) «

- ( 7 4 2 ,6 - 3 1 ,7 )  52,6 hosszúságegység,

14. Egy parabola paraméteres egyenletrendszere:

x=]/2l*; y =  l~t.
Határozzuk meg a  tx= \  és f*=3 paraméterértékekhez tartozó pontjai által 
határolt ív hosszát (49. ábra)!

x =  2 »̂ 2 / ;  y = - l .
3 3

í  =  /  /* * + > « < * =  /
1 1

49. ábra

/ =  —̂  sh u és d t=  — z" 
/ 8

Az ívhossz:

^ ------------eh w 1 r  ,
=  /  V̂ sĥ  w +  l — — du = —zr I eh* udii =

J  j/^8 ^ 8»"8

c h 2 « + l  , 1 
----------- du =

| / 8  „if 2  2 n

“ 1

s h 2 u

Az eredeti t változót visszahelyettesítve: 

sh lu
=  s h « c h « =  / 8 íy^8 /* + l ;

u =  a r s h ^ S í  = ln(v '8 í + y 8 <* +  l).

j  =  [y'S / y 8 r«+T + In(fS  t +  y& t*TÍ)lí =
2 K' 8

=  [3^8 IÍW + 111( 3 / 8  +  ̂ 7 3 ) - 1 ^ 8 ) ^ - l n ( / I + y ^ ]  R» 
2 / 8
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«  — 3[3-2,83.8,55+ln(3.2.83+8.55)-8,5-ln(2,83 + 3)] «  
2 / 8

«  [72,6+In (8.5 + 8,55) -  8,5 -  In 5,83] «
2 / 8

«  Í64.1 + l n ^ )  (64,1 +ln 2,92)
2 /8  V 5,83 j 2 /8

17,05\ 1
I------ I SSÍ —
5.83 j  2V

1 ............. ......  65,17
— ^(64,1 +  1,07) -------«  11,5 hosszúságegység.
2 /8  5,65

15. Határozzuk meg az alábbi paraméteres egyenletrendszerrel adott 

függvény görbéjének a  /i =  ~  és ~  paraméterértékekhez tartozó 

pontok közé eső ivének h o s s z ú já t  (50. ábra)!

jc = /s in /;  y = t  cos t.

X =  sin /+/COS /; =  cos / - / s i n  /.

5  50. á b r a

A  k é t  d e r iv á l t  n é g y z e tö s s z e g e

=  ( s i n / + / c o s / ) * + ( c o s / - / s i n / ) *  =

=  s i n * / + 2 / s i n / c o s / + / * c o s * / H - c o s * / - 2 / s i n / c o s / 4 - / * s i n *  /  

=  !+ /• .

_______  */3 ______
/ i * + ^ d f =  /  / ! + / * * .

«/4 »/«

A /=shw  helyettesítéssel, figyelembe véve, hogy ekkor dt=chudu,  

s=: f  } fl+sh^uchudu = /  ch*«í/tt =

- / ■
Ml

Mivel 

sh 2u

c h 2 w +  l , 1

‘'“ - T

«1 

sh 2 m

ezért

=  sh wch w =  /)^/* + l, és w =  a r s h /  =  In (/ +  //*  + 1 ),

í  =  _ [ / / í «  +  l + l n ( / + / í ^ í  =
2  4

Behelyettesítve a — 1,05 és — «  0,785 közelítő értékeket, a keresett
3 4

ívhossz:

5 w Y [l,0 5 /l ,0 5 *  + l+ ln (l ,0 5  +  / l ,0 5 * + l ) -

-  0,785 /0,785« +1 -  In (0,785 +  /0,785* + 1)] «

«  0 ,5 [l,0 5 /l,l +  l+ ln ( l,0 5  +  / l , l  +  l ) -

-  0,785 /0 ,6 2 +1 -  In (0,785 +  /0 ,6 2 + 1)] =

=  0,5 [1,05 Í2 ^ + In (1,05 +  / ^  -  0,785 / I ^ ö  -

- I n ( 0 ,7 8 5 + / ! ;^ ]  «  0 ,5(l,52+ ln2,5 -  0 ,9 9 6 -ln 2,055) =

=  0,5 ^ 0 , 5 2 4 + l n ^ j  =« 0,5(0,524+ln l,22)«0,5(0,524+0,2)«» 

=  0,362 hosszúságegység.
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16. Határozzuk meg az archimedesi spirális ívhosszát a ^ i= 0 , ^ a= l 
határok között (51. ábra)!

r=a<p\ r=a.
}  _____ 1 _______ 1

5 =  /  /  Ía*< p‘ + a f d 9  =  a  f  !</« ..
0 0 0

A gyökjel alatti memiyiséget helyettesítéssel alakítjuk át.

51. ábra

Legyen ^= sh  t; ekkor 9>*+l =  sh* í+ 1  =  eh* /, és dgf=ch tdt,  
A határok kiszámítása: ha ^ i= 0 , akkor íi= 0 ; ha (p̂ —\,  akkor

1 =  sh Í2 =

=  1 — /2  a valós számok körében nem oldható meg. Tehát

/ /• c h 2 /+ l  
ch^td t — a I ----------- dt = a

0 0 ^
fsh l,7 6  \

=  a I — ------h 0 ,4 4 -0 j =

sh t '
~ r ' " y

0,88

0

‘)

a +0,44 a

= a [-^ + 0»44j = 0(0,7035 + 0,44) = 1,1435a *» 1,14«.
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Legyen a =10, vagyis r—\0(p\ akkor

s = j  +  dq> =  1,14*10 =  11,4 hosszúságegység.
0

17, Határozzuk meg az r=^2e^(p egyenletű logaritmikus spirális ívhosz-

szát, ha (52. ábra).
6

52. ábra

r = 2 e»” ; f = 6 e®*.

íc/ 6 it/ 6 ic/6

í  =  /  Í l * ^ d < p =  /  /4e** +  36e*»dp= /  í'40e‘» «/«. =

/4 0  /  e*»í/p =  »̂ 40 
0

/40 6,32
«  ^  (« • •" - ! )  «  (4 ,8 -1 )  «  8.

18. Határozzuk meg adott hiperbolikus spirális és ^ 2= -^  polár-
ó í

szögek által határolt ívének hosszúságát (53. ábra)! A hiperbolikus spirális 
polárkoordinátás egyenlete:

5 . 5
r =  — ; r = —q, ipt
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53. ábra

ni6 ji/a r - ------ —

= /  = 5 J  =
n/S niZ ^ ^

nl2 ^

-* I
niZ

Legyen q>=shu; tekintetbe véve, hogy d^= c h u  du (arról, hogy a hatá­
rokat is átszámítjuk-e «-ra, vagy pedig visszahelyettesítjük a q> változót, 
később döntünk), az ívhossz:

|^sh««+l }*
---------eh. udu — 5 I® u J

"1 «i

sh* w +l 
sh* w

du ■

Behelyettesítjük a határokat: ha ^ i= — , akkor

i/i =  a r s h ^  =  ln (^  + / ^ 2 _f_i) =

=  ln ^ y + |A ^ y j*  + l j  «  In (1,05 +1^1,05*+  l)

« s ln ( l .0 5 + /l ,l  +  l)  = In(1,05 + / ^  «  

«í In (1,05+1,4^ =  In 2*5 «  0,91,
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ha ^ 2= -y»  akkor

w ln(l,57+»'l,57* +  l )  «5 ln(l,57 + / Í 4 ^  «

«  In (1,57+1,86) =  In 3,43 «  1,23.

Az ii-ra kapott értékeket behelyettesítjük:

í  =  5 [i/-c th  w]J;íf =  5 (l,2 3 -c th  1,23-0 ,9 H -c th  0,91). 

További részletszámítások:

3,42 +  0,292 3,712 ^
C th  1,23 =  1,19;

cth0,91

3,42-0,292 3,128 

+  2,48 +  0,404 2,884
1,38.

2,48 -  0,404 2,076

5  =  5(0,32-1,19+1,38) =  5(1,70-1,19) =  2,55 hosszúságegység.

19. Határozzuk meg az r= 2 ( l+ c o s ^ )  egyenletű kardioid g>i=0 és 

^ 1 = -— polárszögekhez tartozó pontok által határolt ívének hosszát 

(54. ábra)!

r  =  2 ( l+ c o s ^ ) ; r = - 2 sin^ .

54. ábra
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Először az integrandus gyökjel alatti részét határozzuk meg:

r*+r* =  [2 (t+ co s^ )P  + ( - 2 sin (py =

=  4(14-2 cos í? +  cos* í?) +  4sm2 ^ =

=  4 + 8  cos ^ + 4 cos® ^ + 4  sin  ̂ (p — 8 (l+ co s q>).

«/2

- Tí  =  /  |^r»+r*
0 0

«/2  __________

=  2 ) ^ 2  J  i  l+COS (p d(p.

y'8 (l+cosí>)</í» =

Mivel 2 eh* Y  =  1 +cos ezért 

«/2„ /2  -̂--------- nl2
= 2Ĵ 2 j  y = 4 j  ch^d9 =

s h ^

R5 4(e0,7í5_g-0.786) s , , 4 ^ 2 ,1 9 - ^ j  «s 6,936 hosszúságegység.

3. Forgástestek felszíne

Csak olyan felületek felszínének meghatározásával foglalko­
zunk, amelyek valamilyen folytonos y = f { x )  görbe JiT-tengely 
körüli forgatásával vagy Jc=^(>’) görbe 7-tengely körüli for­
gatásával keletkeznek.

Ha egy folytonos függvény görbéje valamely [a, b] szakaszon 
rektifikálható, akkor az X-, ill. F-tengely körüli forgatásával kap­
ható forgásfelületnek (vagyis a forgástest palástjának) a felszíne 
is meghatározható.

Ha az y = f { x )  függvény görbéjének Z-tengely körüli forga­
tásával keletkező forgástest palástjának felszínét akarjuk kiszá­
mítani a z a ,b  határok között, akkor az alábbi határozott integ­
rál értékeként kapjuk meg: 

b
F,(a,b) =  2n J  y ] f \ W ^ d x .

268

Ha a forgástengely az 7-tengely és a szakasz végpontja 
y  =  A is  y  =  B, akkor a palást felszíne

D
F^{A, B) =  2n j  X dy.

ahol X az y = f { x )  függvény inverze, vagyis x = f  ‘0 ')= g (j) ,

valamint x ' = ^  (55. ábra). 
dy

55. ábra

Ha a függvény paraméteres alakban adott, akkor a. ti é& 
paramétereknek megfelelő pontok által határolt görbe A'-ten- 
gely körüli forgatásából adódó forgástest palástjának felszíne

F^{h,ti) =  2n f  y i O Y x ^ O + f i O d t .

Gyakorló feladatok

1. Határozzuk meg az =  Í 2 5 - x ^  félkör forgatásával keletkező gömb 
felszínét (56. ábra)! Az integrálás határai - 5  és 5.

/  =  4 - (2 5 - ;c*)‘ * ( - l í )  =
2  »^25-x*
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56. ábra

F = 2n f  / 2 5 - x « V l  +  — =
J f 25- x ^

- 5

5  
= 2n f  y i S - x ^ + x ^ d x  =  lOnlxY-s =  IOOtt területegység.

Az r= 5  egység sugarú gömb felszíne valóban F = 4 r^ =  IOOtt.

2. Határozzuk meg z.z y = l i x  parabola Jf-tengely körüli forgatásakor 
keletkező forgási paraboloid felszínét, ha az ív két végpontjának absz­
cisszája 0 és 4 (57. ábra)!

az integrandus

=  2 / j c y i + — =  l Í x + \ ,

270

57. ábra

A forgásfelület felszíne:

4
F = l n  j  2 Í x +  \d x  = An j  +  dx = An 

0 0

=  ! í [ , . , „ í ) U 5 í ( 5 t _ , I - )  =

(X + 1 ) ‘

- (5 |^5 _ l )  as ^ (5•2,24—1) «5 85,5 területegység.
3 3

3. Határozzuk meg az — \— =  1 ellipszis Xi=0; Xz=3 abszcisszájú 
9 4

pontjai által határolt ívének JT-tengely körüli forgatásakor keletkező for­
gásfelület felszínét!

Először az implicit alakban adott függvényt explicit alakra hozzuk:

y = ± j ] Í 9 - x ^ .
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Az A'-tengely feletti ellipszisív egyenlete: 

y  = j  

A derivált:
2  1 - 2 x

3 2 3 ^ 9 - x ^
A felszín:

í/a: =

0 0

. 9 . 9
Legyen------=  sin w, vagyis jc =  —̂  sin u; dx = —ír cos u au.

9 /5  ^5
Az új határokat «i-gyel, ill. í/2-vel jelöljük. 

“ 2

/ ,-----------  9 367T r
V1 -  sin^ u ---- cos u d u — -----  / cos* udu =

1/^  l/s •/
1

/
36tc ? 1 + cos 2u 1 Sn__ I ----------
1̂ 5 „{ 2  ,^ 5

sin 2 m

Kiszámítjuk Ui és W2 értékét, majd behelyettesítünk:

ha jci =  0 , akkor Wi =  a rc s in -^ jc i  =  0 ;

^5 2,24
ha jca =  3, akkor U2 =  arc sin —  arc sin - y -

í^arc sin 0,75 48,5-0,0174^^0,844 (radián). 

sin 2 «i=sin 0 = 0 ;

sin 2 « 2  =  sin 2-48,5° =  sin 97° =  sin 83° =  0,99.

F = ^  |o,844+^|?—oj 25,2(0,844 + 0,495) =

=  25,2-1,339 «  33,8 területegység.
A felületdarab felszíne tehát 33,8 területegység.

4. Határozzuk meg az >^=chx függvény 0 ^ x ^ 3  abszcisszákkal meg­
határozott ívének Í̂T-tengely körüli forgatásakor keletkező fo/gástest pa­
lástjának felszínét!

>^=chjc; / = s h x
3 _______ 3

F = 2 n  f  c h x ] í l+ s h ^ x d x - ^ 2 n  /  ch^xdx =
0 0

3

=  2 . /
eh 2  a: + 1

- dx — n
sh 2 A:

-~]rX

(sh 6
4 0 0 --

400
- +  3

3,14-103 324.

A felszín tehát 324 területegység.

5. Határozzuk meg az y=3x^  parabola Xi=0  és jc2 = 5  abszcisszájú 
pontjai által határolt ívének az Jf-tengely körüli forgatásakor keletkező 
felület felszínét!

y=3x^; y = 9 x \
5 5

F = 2 «  /  y^l+y'‘ dx = 27i /  3x»yi+Slx*dx.
0  0

Az inte^andus átalakítható ú ^ ,  hogy a gyökös tényező szorzója 
éppen a gyökjel alatti kifejezés deriváltja legyen, tehát f% x ) f \x )  alakúvá:

o
• = 2 . /

3-324;í»
324

J l̂ +  81;c*ífe =

2n
ÍÖ8

(1+81;^^)* —

4,42 *10® területegység.

18 Integrálszámítás

272
273



6 . Határozzuk meg az y=x^  parabola j^i=0 és 3 2̂ = 4  ordinátájú pontjai 
által határolt ívének az y-tengely körüli forgatásával keletkező forgás­
felszínt!

Ha a görbét az y-tengely körül forgatjuk, akkor ismernünk kell jc-et 
mint az y  függvényét, ugyanis

Fy = 2n f  x ( y )y i+ x 'H y )d y .
0

Mivel y  =  ezért x  = y; x '  ^  ^  —  y  * =  — —.
dy 2 2 Í y

Megjegyzés: A z függvény inverz kapcsolatban
X =  ± i y ,  A függvény kétértékű és szimmetrikus az y-ten- 
gelyre. Mi most a  pozitív Z-tengely feletti ívet forgatjuk az 
y-tengely körül, ennek egyenlete x  =  i y .  H a a negatív A"-ten- 
gely feletti ívet forgatnánk az y-tengely körül, akkor x  — — i  y  
lenne, és a  felszín számértékének mínusz egyszeresét kapnánk, 
ennek abszolút értéke lenne a keresett felszín.

Fy = 2n j  \ - \ - ^ d y  =  In  j  ^
0

Í ( - t )-
- 2 , / ( , + ! ) ■ dy =  In

4n
T

A második tag értéke az elsőhöz képest kicsi, valamint figyelembe véve, 

hogy y  1̂ 76 8,7 a keresett felszín:

4n-SJ
36,5 területegység.

7. Határozzuk meg az y=x*  parabola jci=0 és ;cj=4 
pontjai által határolt ívének az Z-tengely körüli forgatásával keletkező 
forgásfelületét!

y=x^; y = 2 x .

4 4
F  ̂= 2n f  yil+ y*dx  = 2n f  +4jc*í£c.

0  0

A gyökös tényezőt racionálissá alakíthatjuk, ha a 2 jc=shf< helyettesí- 
sh 1/ 1

tést használjuk: legyen d x= -^d ixudu  és

In  f ---- - ^1 + sh* u — eh udu =J 4 2
Ul

2n r* ^  r= —  / sh^ uch^ 14 du = — / 4 sh* « eh* udu =
8  J  16 J

” r* ” ?*ch4«-l=  — / sh® 2udu = — /
16 J 16 J

«i
du = ^  

2 32
sh 4u

Most kiszámíthatjuk az és w* határok értékét: shi#=2;c, tehát «=  
=  a r s h =  In (2x4-}l4x*-\-í)\ ha jc=0, akkor i# = ln l= 0 , ha jc=4, 
akkor i/ =  In 

Tehát

n «i Jt Inís+l'sö
n

U
8 8  “J0

32

n
32

ln l6 _

0  “■ 32

16«—
1

16̂ , (16* hl 16^

7T16*=256n ̂  805 területegység.
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8 . Határozzuk meg az y = ) n x  függvény y i = l  és >̂2 = 2  ordinátájú 
pontjai által határolt ivének az K-tengely körüli forgatásával keletkező 
forgásfelületét!

y = ln x ;  x=é^.

2

F , =  2w /  x ^ l+ x '^ d y ,  ahol x=é> és x ' =  ^  =  e”.

2

F , =  2 jt /  é>]fi+^*dy.
1

Legyen = sh w, akkor dy=ch u du,

Fy>= In  j  +  sh* wch udu — 2n j  eh* udu ==

J?ch2w +1 r*
f -----------du = n J  (eh 2 í#+1) du =  n

sh lu
- + w

A határokat fejezzük ki u-ban! Mivel ^ = s h « ,  ezért w = arshe^=  
=  h i ( e ^ + ^ é ^ ) ;  y ^ ^ l ,  tehát =  ln (e + /^ * T Í )  h i (2,72+2,9) =  
= ln  5,62í^l,73 és >̂2= 2 , vagyis

I/, =  ln{e^ + ̂ é^TT)  l n ( 7 ,4 t /5 2 T I )  ln(7,4+7,3) 2,69.

Fy = n -+ «

--------------- ^.2.69-----------

218 -  0,0046 32-0,0313 ^
«  ; r l --------^ ------- +2,69--------------------l,73j

71(54,5 +2,69 -  8-1 ,73) =  47,46n ^  148 területegység.

9. Határozzuk meg a cikloisív Jf-tengely körüli forgatásakor keletkező 
forgásfelület felszínét* Mint tudjuk, az ív két végpontjához tartozó para­
méterértékek: í i= 0  és tt=2n  (58. ábra).

58. ábra

A ciklois paraméteres egyenletrendszere: 

jc =  ű ( / - s in /); >» =  ű ( l - c o s O ;

i  =  ű ( l—cosr); y = ű s in / ;  

x^+y^ = ű * ( l - 2 cos í+cos*/)+ö*sin*/ =

=  ű * -2 ű *  co s í+ ű * (co s*  /+ s in *  / )  =  2ű* - 2 ö* cos /  

=  2 ű * ( l - c o s  / ) .

2

F, = 2»1 /  ű(l-cos t )Y 2 a * ( l - c o s t )d t  =
0

2n
= 2 Í 2 na^ f  (1 - c o s í ) *  dt.

Mivel

ezért
\ T

F^ = 2nâ J  Sl 2 s in * — J  * < / / =  Sttű* J  s i n * y í / / .

Az integrandust átalakítjuk:

sin* 4 " =  sin* sin =  í l  -cos*  4 -| sin-^
2 2 2 V 2j  2

=  sm ——  cos* — sm ~-.
2 2 2
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2n 2 k

F  =  Sttű* I sin® — dt = Sttű* / I s in ----- cos® — sin — ) dt
J  2 J  {  2 2 2 )

=  8 wa*
- t 2 t '

-  2 cos Y + y  cos y

=  87ta* 2 c o s  J t + y  cos* k + 2 co s0  —- ^ c o s ’ o j  =

=  ina* ^2 - y + 2 - y j  =  8 « a * y  =

10. Legyen egy kör paraméteres egyenletrendszere:

jc= 6 cos/; ^ = 6 sin/.

Határozzuk meg az >^>tengely feletti félkörív Jf-tengely körüli forgatása­
kor keletkező gömb felszínét!

A félkörív határpontjaihoz tartozó paraméterértékek:

^ = 0 ; ía=7r.

F^ = 2n f  y ^ ¥ ^ d t .  
h

Á:=“ 6 sin /; y = 6 cos/.

j ,2 3 5  sin* /+ 36  cos* / =  36.

n K
F = 2 n  j  6 ú n t* 6 d t  — 12n f  s in íd í  = 72n[-cos t]o —

0  0

=  727r(l +  l) =  14471.

Valóban a 6  egység sugarú gömb felszíne F =  47t*36 =  144;r terület- 
egység.

11. Határozzuk meg a / i= 0  és 2̂ = “  paraméterértékekkel határolt

asztroisív Jf-tengely körüli forgatásával kapott forgásfelület felszínét! 
Az asztrois paraméteres egyenletrendszere:

x = a  cos® t; >^=a sin® t.

A deriváltak:

X = 3a cos* / ( —sin t) — - 3 a  cos* t sin /;

y=3a  sin* / cos /.

_  9fl2(cos* / sin* /+sin* / cos* /) =

=  9ű* sin* / cos* / (cos* /+sin* /) =  9a* sin* / cos* /.
« /2  ____________  j /2

Fx = 2n f  a sin® t /9a* sin* / cos* t dt — In  3ű* J sin^ / cos / d t . 
0 0

= 6a*7c 

6a^n

sin® / 6ö*7r
ŝin® Y “ SÍn®oj =

6a^n
(1 - 0 ; = ------ területegység.

5 5

12. Határozzuk meg az x= cos2 /, >^=sin/ paraméteres egyenletrend­

szerrel adott görbe / i = 0  és /a= — paraméterértékekhez tartozó pontjai
4

által határolt ívének az X-tengely körüli forgatásakor keletkező forgástest 
palástjának felszínét (59. ábra)!

jc=cos2 /; >^=sin/.

J c = - 2 sin 2 /; >^=cos/.

59. ábra
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j/4 _____ « / 4 _____________
= 2n J y ix^+ y^  dt — 2n J sin/}^4 sin^ 2í+cos^/í/r.

0 0

A gyökjel alatti kifejezést átalakítjuk:

4 sin* 2Í+COS® / =  4*4 sin* t cos* r+cos* t =  cos* / (16 sin* / + 1).
nlá

F;̂  — 2n j  sin / cos / )^16 sin* t+ \d t  —

nl4.
=  — f  32 sm / cos /(16 sin* /+ 1 )  dt. 

16 J
0

Az integrandus / ”( / ) / '( / )  alakú, ezért

(16sin*/+l)T n
4 TT \(  1 U  4rl

3 Il6.y+lj* -(0+1)*
T 0

=  ~  (27 — 1) =  ^  3,4 területegység. 
24 24

Most legyen ekkor du = —^ s in /í // .  Ennek megfelelően

alakítjuk át az integrandust.

=  _ ? ^ / V r =
Ml

w* du.

Ismét helyettesítünk. Legyen «=sin z, ekkor du=coszdz.
Z2200n c  -----—

F ^ - -----—  J  y i-sm * z c o sz í/z  =

200;: y  IQOn p
j  cos»zrfz =  - —  j dz =

IOOtt rJ  (cos2 z + l) í /z  = -
1 0 0 ;t sin 2 z

-+ z

13. Tekintsük az jc= 5cos/, >^=4sin/ egyenletrendszerrel megadott

ellipszisnek a / i= 0  és paraméterértékekhez tartozó két pontját.

Forgassuk meg a két pont közötti ívét az JT-tengely körül és számítsuk ki 
az így keletkezett forgásfelület területét!

;c= 5 co s/; >^=4siní.

i  =  —5 s in í; ^ = 4 cos/.

« /2  _____ ji/2 _______________
Fx = 2n f  y i dt = 2n j  4 sin/y^25 sin*/+ 16  cos* í =

0 0

j /2 ____________________
= Sn j  s in í /2 5 ( l - c o s * í)  +  16cos*/í/í =

0

----------------------- i f  / 3 c o s / y
= Sn J  sin / 1̂ 25 — 9 cos* tdt = %n J  5 sin í ̂  1 — I---------1 dt,

A A '

IOOtt
- —^  [sm z cos z 4- z]**.

z =  arc sin « =  arc sin — cos

ha í= 0 , akkor cos t= 1 és Zi=arc sin — -  arc sin 0,6^0,645(radián);

sin Zi =  — és cos Zi

ha ^==y> akkor co s /= 0 , Z 2=arcsin0=0; sinzarsO ,cosza=l.

3
IOOtt

IOOtt H2100ttF3 4
J - + 0 . 6 4 5

IOOtt 1 125
(0,48 + 0,645) = ------118 területegység.

» , 6 4 5 j  =
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14. Határozzuk meg az x=2t^, >^=3/+l paraméteres egyenletrendszer­
rel adott parabola / i = l  és 2̂ = 3  paraméterértékekhez tartozó pontjai által 
határolt ívének A"-tengely körüli forgatásakor keletkező felület felszínét!

x=2t^; ^ = 3 / + l .  

x=4t;  y=3.

3 3
F^ = 271 f  y^x^  + y ^ d t ^ Z i :  f  ( 3 /+ l)» 'l6 /» + 9 í/í =

1 1

3 _____ 3 _____
= 2n f  3tÍ\(>t^ + 9dt+27t j  / l6 f* + 9 < //= / ,+ / * .

1 1

A két integrált külön-külön számítjuk ki.

A = 2;t J  3tU6t*+9dl  = ^  /  32/(16/»+9)^<// =

in
16

y (1 6 /» + 9 )*

/ ,  =  271 J  y i 6 t ’‘+ 9 d t = 2 n  J  s j / ^ + l * .

4t
A — =  sh « függvényt helyettesítjük.

3 3
/ =  — shw; dt — — chudu,

4 4
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Az új határokat csak jelöljük:
fl2 2  «2 

it = 6n J  Vsh*íi+1 eh u du = -^ J  eh* i/
«1 Ml

9;r
j  (ch 2 í/+ l)í/í/ =

9n /• ch 2 í/+ l
? /

Ml Ml

4
sh 2 m

- + «
U2 97T

— [shttchw+f/]“J.
Ml

Mivel M =  ar sh — / =  In
4 1/16

, tehát ti — 1 -re

« 1  =  l n ( j + y y + l )  =  I n [ y + y |  =  In 3 «  1,1; shui =  - i ; e h « , = - | .

/a =  3-ra pedig 1/2 =  In (4 + / I 6  +  I) In 8,12 «  2,1; sh w* =  4; eh </2 =  
=  J^Í7 «  4,12.

Í2 =  ^  [sh tteh í/+«];;} =  ^ |4 - |^ 1 7  +  2 , l - y - ^ - l , l j

«  7,06(16,5+2,1-2,22-1,1) =  7,06(18,6-3,32) =

=  7,06-15,28 «  108.

így a keresett felszín

=  / 1 + / 2  =  695+108 =  803 területegység.

15. Határozzuk meg az jc=3/*, y=4t^  egyenletrendszerrel adott görbe 
1̂ = 0  és Í2= l  paraméterértékekkel meghatározott ívének JT-tengely körüli 

forgatásakor keletkező forgásfelület felszínét (60. ábra)!

x=3/*; y = 4 í \

Sc=6t; y=^12t\
1 1

F^==2n /  y Y l^ T f ^ d t  = 2n f  4t^^36t^-hl44t*dí  -  
0 0

1  
=  487t /  í*}/l+4t*dt,

0
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F* = 487T f  —sh*ttĵ l + sh*w~ch«í/w =
J 16 2

3 *** 3
=  -^  J  sh^ « eh* udu = J  4 sh* w eh* u sh* udu —

Ma

Áttérünk az exponeneiális alakra, elvégezzük a kijelölt műveleteket és 
integrálunk!

“a

- ¥ /
“- 2 +C-*” e*“- 2 + e ‘

284

= ^  f  (e*“-2e*“+ e - ““- 2 e ‘“+ 4 -2 e -* “+e*“-2 e -* “+ e-*“)rftt =  
128 •/

“ 1

3n
= 7 ^  f  (e*“- 2 c ‘“-c* “+ 4 -e - > “-2 e -* “ fe -* “)í*/ =

128
Ml

3;r 6̂u e-*“ 2 e " ‘“ c-*“
128

3n
----- [2e*“ ~  6e*^ -  6 e*“ 4 - 48« + 6 ^" *“ +  -  2e" •“]“*.

128-12 “ 1

Mivel 2í=shw, ezért « = ar sh 2 r=ln(2r+ )^4/*+ l); 

ha / i= 0 , akkor Wi=ln 1 = 0 ;

ha Í2= l ,  akkor =  ln (2 + /5 )  «  In (2+2,24) =  In 4,24 1,44.

F .  =  ; ^  Í2 (2 + |^5 ) '-6 (2 + » ^5 )‘ -6 (2 + » '5 ) ’ +48.1,44+

6 6 2 

(2+1^5)* (2 + 1̂ 5)* ~ (2+|^5)' "

- 2 + 6 + 6 - 0 - 6 - 6 + 2  ,

Részletszámitások: (2+r^^* «  4,24* «  5 8 0 0 ; ( 2 + «  4,24* «  325;

1 1 1

512

(2 +  / ^ ‘ ’ (2+)^5)‘ ’ ( 2 + /5 ) ‘ 

(2-5800 -  6-325 -  6.18 +  48-l,44) «

0,0061(11600-1950-108 +  69,2) =

=  0,0061(11669,2-2058) 0,0061(11670 -  2058) 

=  0,0061*9612 58,5 területegység.
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16. Legyen adott az jc= sh /, = eh í függvény. Forgassuk a íi= 0  és 
/ j = 3  paranjéterértékekhez tartozó pontjai által határolt ívét az -Y-ten- 
gcly körül! Határozzuk meg az így keletkező forgásfelület felszínét (6 K 
ábra)!

x = s h t ;  y=ch t. 

jc = ch /; y= sh t .

61. ábra

O o _________
F , =  2 « /  y ^ x ’̂ +y^dt =:2n f  cht]ích^t+sb*tdt =  

0  0

3
= 2n f  c h /V l+ 2 sh » /* .

Legyen «=)^2sh í, du=]Í2 eh t dt. így

f  ] f2 d i t ] / l+ 2 s h * td t=  ^  f  yn-u>du.
Í 2  J  Í 2  J

286

Újabb helyettesítéssel az irracionális integrandust átalakítjuk shz és 
eh z  racionális kifejezésévé.

« = sh z ; du—chzdz ,  

2n
+ sh  ̂zcYízdz = —

Í2
J  ch  ̂z dz

27t /• ch2z4-l n /•
—-----dz =  —̂  / (eh 2 z + 1 ) dz =

Zl ^n f
n

Í2

sh 2z
-+ z

71
=  —iríshzchz+zn**. 

*1 / 2

Most meghatározzuk Zi és Zg értékét. Az_eredeti határok: /i= 0  és Í2=.3 -
Mivel w=V^2sh^, ezért W i= |/2sh0=0 és W2= / 2 s h 3  =
]Í2 }l2 (

=  —  (e»-e-») «  - y [ 2 0 - - j  10 /2  «  14,1.

« = sh z ; ebből 2 = a rsh  «= ln  (w+^wM-T), 

ezért z i= ln  1=0  és =  ln (l0 j/2  + | / ^ R =  ln20»'2 In 28,2 3,34.

[sh z eh z+z]o’’* =  - 4 r
Í 2  S2

s h 2 z
-+ z

sh 6 , 6 8
+ 3 ,3 4 - s h 0 - 0 | = -4 r  

i  V2

3,34 

- 0
g6,68_^-6,<

,34 |í-+3,34h«

750 —
750

- + 3,34
3,14-1,41

190,84 422 területegység.

4. Súlypontszámítás

Az y=zf{x) egyenlettel megadható görbe a és abszcisszájú 
pontok által határolt ívének súlypontját 5(Xs,jJ-sel jelölve, 

b b 
f  x f i+ 7 '^ d x  J  y Y l+ y ^ d x
n a

---------- ; y^ =  — -̂------------------•

/  y'l+y'^dx j  Í \+ y '^d x
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H a egy sík lemezt határoló vonalak: az y = f ( x )  függvény 
görbéje, az a  és b  abszcisszájú pontokhoz tartozó ordináták, vala­
m int az X-tengely, akkor a  lemez súlypontjának koordi­
nátái:

b j b 
j  x yd x  y  J  y^dx
ü F €í

~  h > y%— h *
f  y d x

Az integrálás határai: 0 és r. Az egyes integrálokat külön-külön szá­
mítjuk ki.

/  = f  =
0 0

J f r^ -x^  J

H a az y = f { x )  függvény görbéjét az Z-tengely körül forgatjuk, 
ak k o r egy olyan forgásfelületet kapunk, amely által határolt 
forgástest súlypontja a szimmetria m iatt az Jí^tengelyre esik, 
tehát J s = 0 .  A  súlypont abszcisszája:

=  =  0 4 - =  r \

V

J  x y ^ d x
a__________

b
J  y^dx

Gyakorló feladatok

1. Határozzuk meg a negyedkörív súlypontját (62. ábra)!

1
y  =  ^r^ -x^  = (r*-x=) ^  '  (~2x)  = ,

2  !//•»-a:’'

62. ábra

f  +y'ídx  =  f ----------- dx — f  — dx —
i  i  i

. X r arc sm — 
r

rn

A súlypont abszcisszája tehát:

r
/  x i l ^ ^ d x

Xs =  •
2 r

_____ rn n
f i i + y ^ d x  Y

A szimmetria miatt a súlypont ordinátája is ennyi, vagyis •
n

2. Határozzuk meg 2űl y=x^  függvény 0 ^ jc ^ 3  szakasz felett levő 
ívének súlypontját (63. ábra)! Először most a nevező értékét határozzuk 
meg: 3 3

/  i l + y ^ d x  =  /  T/i+Ax^dx.
0  0

Az integrandust helyettesítéssel alakítjuk át.

2 jc =  sh 2dx =  eh r dt; dx — —y -  dt.
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Az új határokat csak jelöljük.

/  Í \+ A x ^ d x =  f  Í T + W t ^ d t  = 
0  u  ^

Í1 <1

Most visszatérünk az x  változóra.

sh 2 /

s h 2 /  =  2 s h / c h í  =  2 s h / l ^ l  +  s h « /  =  2-2 xÍ\^A x* '. 

í  =  a r  s h  2jc =  In  ( 2 * + / I + 4 ^ ) .

Ezen átalakításokat figyelembe véve a keresett integrál:
3 -t

f  / r + 4 ^ r f x  =  — [2 jc /I+ í^ + ln (2 * + » 'l+ 4 jc * )]r
0  4

=  — [ÓĴ ST +  I n íe + J 'a ^ - O -O ]  «  4 -I6*6 ,l+ ln(6+ 6.1)] 
4 4

=  — (36,6+In 12,1) 4-(36,6+2,5) «  9,8.
4 4

A súlypont koordinátáinak kiszámításához még két integrál értékét 
kell kiszámitanunk. Az ^ y ik

f  x}f 1 + y '’‘dx = f x ^ l + 4 x ^ d x =  f  x ( l+ x^ )^  dx. 
0 0 0

Az integrandus könnyen f"{x) f '(x )  alakúvá alakítható;

Í r  -  1 2  r - 1 ’-  J  8jc(l+4x»)»dx =  - — |(l+4x*)*J„ =

1   224
=  — (K37’ - l )  «  —  18,65.

A másik szükséges integrál:

3 3
/  y ] f l+ y ' ’‘dx=^ f  x ^ ^ T T ^ ^ d x .

0  0

Az integrált helyettesítéssel számítjuk ki:

Legyen 2j^:=sh/; ekkor Az új határokat egyelőre csak
jelöljük.

^h^tch^ td t  
'1  ti

32 J
1 r  c h 4 / - l  1

.. - - "  =  5

sh 4t
4
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Most meghatározzuk ti és értékét, majd behelyettesítünk. 
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Mivel 2 x = sh /, ezért /= a r s h 2 x  =  ln(2jc+|^4x*+l). Ha jci= 0, akkor 
/i= ln  1=0, ha jc,=3, akkor /* — ln (6 + /3 7 ) í«  In 12,08 2,48. így

64
[sh 4 / f t» 1 r e « - c - «  1 / ln(é + / ^ )  _

4 f , “ 64
....n ^

8 0

1

64

( 6  +  1^3^^-

- l n ( 6  +  |^37)-0  + 0

- 4 .
8

— 2,48
1 2 * 3^.4* 81, ------------------ =  —. =  40,5.

64.8 4*-2 2

A vonaldarab súlypontjának abszcisszája tehát
3 _______

/  xÍ l+ A i i* d x

X .  =
18,65

9 ,_____  “
/  / l+ 4 * * d *

1,91.

A súlypont y ordinátája:

j  yil+y'dx  
0

3
/  /1 + 4 jc*<íc

40.5
9.8

Tehát a súlypont: 5(1,91; 4,13).

3. Határozzuk meg az >̂ =cosjc függvény |o ; întervallumbeli

görbeszakasza, valamint az O abszdsszájú ponthoz tartozó ordináta 
és az ^-tengely által határolt lemez súlypontját (64, ábra):

r x c o s x d x

Xn

r

=  ?

COSJCÍ&

A számláló értékét parciális integrálással határozzuk meg. 

292

64. ábra

Legyen u=x,  és v'=cos így w'= 1, és t7=sin x.

f
nl2

X cos x d x  = [x sin x]} — /  sin jcé6c 
0  0

— ~  7T 7C
= [jcsin jclo* ~[-cosjc]o* =  — - 0 + 0 - 1  =  — 1.

A nevező értéke: 

«/2 

0
f  COS x d x  =  [sinjc]o® =  I. 
)

Tehát a súlypont abszcisszája:

=

n

— p -  = Y  -  í «> 1.57-1 =  0,57.

A súlypont ordinátája:

7iI2

V I cos® X dx

/  COS X dx
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1 1-}-c o s2a: 1
----------dx — —4 / a: +  -

s in  2x

7T s in  7T n

V a g y is  a  s ú ly p o n t  (0 ,5 7 ;  0 ,3 9 3 ).

4 . H a tá r o z z u k  m e g  a  n e g y e d k ö r le m e z  s ú ly p o n t já n a k  k o o r d in á tá i t  (6 5 . 
á b ra ) !

y = ^ Í r ^ - x \

A  s z im m e tr ia  m ia t t  a  s ú ly p o n t  a z  (4 5 ° -o s)  e g y e n e s e n  v a n ,  e z é r t  
k o o r d in á tá i  m e g e g y e z n e k . E le g e n d ő  te h á t  c s a k  a z  e g y ik e t  m e g h a tá r o z n i ,  
m é g p e d ig  a z  e g y s z e rű b b  m ó d o n  s z á m í th a tó t .

65 . á b r a

A  s ú ly p o n t  o r d in á tá j a :

ys = = ?

0

T

_____ r 7C
ir ^ —x^dx  é p p e n  a  k ö rn e g y e d  te rü le te ,  v a g y is  e z é r t

0

yn =

3̂

T  4 r

r*7T 37T

M r  4 r \
T e h á t  a  s ú ly p o n t  P,

5 . H a tá r o z z u k  m e g  a  fé lg ö m b  s ú ly p o n t já t  (6 6 . á b r a ) !  A z  o r ig ó  k ö z é p ­

p o n tú  fé lk ö r  e g y e n le te :  y  = x*.

/  x ( r * -x ‘)dx

X ,  =

J  (r*-x*)dx 
0

r  r

J  x ( r * -x ‘)dx  =  J (r= > jc -x » )< í)c
2  4 4 ’

6 6 . á b r a
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f  ( r » - * » ) r £ c  =
2̂ .3

4 ^
J '2 r»

6 . Határozzuk meg az függvény O ^ x ^ S  szakaszának A"-ten-
gely körüli forgatásakor keletkező test súlypontját (67. ábra)!

67. ábra

A súlypont abszcisszája: 
5

Xm —

j  XXdx  
0 _

125

7. Határozzuk meg az 7  =  sinx  függvény Q ^ x ^ —  szakaszának 

-Y-tengely körüli forgatásával kapható test súlypontját!
«/2

r x  sin* x  dx

X, =
/  sin*;c í&
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A számláló értékének kiszámítása:

)t/2  nl2

* /2  ,  ̂  ̂ r  ̂ ’f// íx  jccosZc^  ̂ 1 rjc*l» 1 r
( - 2 - — r = j x r j J

jccos2jc<6:.

A második integrál értékét parciális integrálással számítjuk ki. 

Legyen u=x,  és ü'=cos2-v, vagyis « '= 1 , és t;= — sin2x.

ic/2

J  JC cos 2 ;c dx ~ — sm 2 ^ sin 2Jc =

=  (0 - 0 ) -
cos 2x cos n cos 0

A számláló tehát
n/2 7T* 1

“  1 6 '^ T ’

a nevező pedig
« /2  nl2

J  sin* x d x  = J
sin 2 jc

1 /  7T sin 7T n

A súlypont abszcisszája 

71* 1

X. =  «  — + — «  0,785 + 0,318 =  1,103.
71 47T 4 7T

T
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8. Határozzuk meg slz y = \n x  függvény l ^ x ^ 5  ívének ^-tengely kö­
rüli forgatásával keletkező forgástest súlypontját (68. ábra)!

/  x ln ^ x d x

Xs =

/  ln‘ x d x  
1

5
/  jc In* jc í/jc =  ? Az integrált a parciális integrálás módszerével

határozzuk meg.

6 8 . ábra

2  In jc x^
Legyen u = ln^x és v' =  jc, vagyis «' = -------  és v = ■—

X 2

x ln ^ x d x  —
’x^
—  W x '  r— I x l n x d x .

298

Ismét parciálisán integrálunk, legyen most « i= ln;c és Vi=x,  vagyis 
, 1 ,

« i=  — es vi =  — .
X 2

I X In̂  x d x  = - j W x
A'2

T
Y r\nx  +  /  -
J i y

-dx=

1 5 6 > 2 *= —  In*:^: — I n j c
. 2 1 . 2 1 T ,

=: 12,5 ln« 5 -0 -1 2 ,5  In 5 +  0+6,25-0 ,25 =

=  12,5 (In* 5 - I n  5)+ 6  «  12,5(1,6P-1,61) + 6  ^

«  12,5(2,6-1,6)+6 =  18,5.

A nevező kiszámítása:
5 6

/  \n*xdx=  /  i W x d x .
1 1

Legyen w '= l; és i;=ln*x; tehát u= x  és
x

5 5
/  =  [x ln » j( ] ;- /  2 ln x d x .

1 1

Ismét parciálisán integrálunk: u\ — 2\ Ux—2x\ r i^ ln  a:; t?i=— .
X

5 5
/  2 1 n;cífa =  [2 A:ln;c9í - /  2 d>e =  [2 x l n x ] | - M .

1 1

így

J  In* X í/x =  [x In* x]i — [2x In x]‘ + [2x]S =

=  (51n‘ 5 -0 )- (1 0 1 n 5 -0 )+ (1 0 -2 )  

w 5 - l,6 P -1 0 -l,6 1 + 8  w 5-2,6-16,1 +  8  =  21-16,1 =  4,9. 

A keletkező forgástest súlypontjának x  koordinátája tehát

«  3,78.
4,9
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5. Térfogatszámítás

Ha egy test A"-tengelyre merőleges metszetének területe mint az 
X abszcissza függvénye T(x)y akkor a test [a, b] szakaszba eső 
darabjának térfogata 

b
V ( a ,b ) =  f  T{x)dx.

69. ábra

Ha a test valamely y = f ( x )  görbe és Xg abszcisszák által 
határolt ívének Z-tengely körüli forgatása révén keletkezik 
(69. ábra), vagyis forgástest, akkor — tekintve, hogy kereszt- 
metszete minden x-re f {x )  sugarú kör —

X2
— n J  P ( x )  dx =  n J  dx,

Xx Xi
Ha az y = f ( x )  függvény görbéjét az 7-tengely körül forgat­

juk, akkor az így keletkező forgástest és y 2 ordinátájú pontok 
által határolt részének térfogata:

Vy =  n f  x ^ ( y ) d y ,
yi

ahol jc =  :i:(>') az y = f ( x )  függvény inverze.

300

Ha a függvény x = x { t ) ,  y = y ( t )  paraméteres alakban adott, 
akkor a ti és Í2 paraméterértékek által határolt görbeszakasz 
Z-tengely körüli forgatásával keletkező forgástest térfogatát 
az alábbi integrál adja:

2ic

Gyakorló feladatok

1. Határozzuk meg az y = ax  egyenes JíT-tengely körüli forgatásával 
nyert m magasságú kúp térfogatát (70. ábra)!

70. ábra

/ r* 7tr̂  c
—  x^dx = —  / x^dx = 

m* y

4 ( h =
0

r^nm

■jcM 

l'^ J o

Valóban a kúp térfogatképletét kaptuk!

2. Határozzuk meg slz y = s i n  x  függvény görbéjének Z-tengely körüli 
forgatásával keletkező test térfogatát, ha a határok 0  és-?:.

K n
F* =  sin* x d x  — n J

1 ~  cos 2x n sin 2 *
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3. Határozzuk meg az y =  Ír^-x^ egyenletű félkör ;r-tengely körüli
forgatása révén keletkező gömb térfogatát (71. ábra)!

V , - = n  j  {r*-x^)dx = n — r
/  r« r n

Mint látjuk, valóban a gömb térfogatképlete adódott.

71. ábra

4. Határozzuk meg 2a. y  — ax-\-b egyenes A"-tengely körüli forgatása­
kor a [0, m] szakaszon keletkező csonkakúp térfogatát (72. ábra)!

72. ábra

302

A csonkakúp R  sugarú alapkörére x=^m, tehát R = am-\'b\ r sugarú
R - r

fedőkörére x = 0 , tehát r—b\ ezért a —------ és így

dx =

R - r  

mn

mn \ ( R - r 3

H R - r )
1 ------m + r
A /w

-!•») =
3 ( R - r )

(R -r ) (J i‘ +Jlr+r^) =

mu
=  —  {R-\^Rr + r^y

5. Határozzuk meg az >^=sh ac függvény Jf-tengely körüli forgatásakor 
a 0 ^ a: ^ 4 szakaszon keletkező forgástest térfogatát!

" c h 2 jc - l/ r eh 2 jc — 1
ú i^xdx  — n J -----^-----dx

sh 2 A: 
------------X > f (

s h 8
- 4 - 0

3000--
3000

—  4

1 ,5 7 . 3 0 0 0
1180.

6 . Határozzuk meg az y=x^  függvény X-tengely körüli forgatása révén 
a 0^oc^5  szakaszon keletkező test térfogatát!

=  ;r(5*-0) =  6257T 1960.

7. Határozzuk meg az y=x^  függvény görbéjének 7-tengely körüli 
forgatása révén a 0 ^ y ^ 4  szakaszon keletkező test térfogatát (73. ábra)!

Vy==n f  x^{y)dy, 
yy
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73. ábra

Az A'O;) jelölés szerint az x-et kell megadnunk mint az y  függvényét. 
Példánkban x='}fy (ha az első negyedbe eső ágat választjuk).

Fy =  7T /  y d y  =  n =  71(8-0) =  Stt 25,12 térfogategység.

8 . Határozzuk meg az >^=chA: függvény görbéjének Z-tengely körüli 
forgatásakor a 0 ^ jc ^ 3  szakaszon keletkező forgástest térfogatát!

== 7t J  y^dx ~  7t J  ch^xdx — n J  -
c h 2 jc+ l

-dx

s h 2 jc x ' 3 r 1 3 ^
. 1. . -. = n — s h 6  f ----- 0

. 4  ' 2 . 0 .4  2  ,

400
sh 6  = ----------- ^  =  2 0 0 .

2 2 2

SOtt 157 térfogategység.

9. Határozzuk meg az y~-:zr  függvény görbéjének X-tengely körüli 
\ x

forgatásakor az 1 ^ ^ ^ 4  szakaszon keletkező forgástest térfogatát (74. 
ábra)!
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74. ábra

4 4 4
Vx = 7t f  y^dx = 7t f  — dx = n[A\n x]\ =

1 1 ^

=  4 ;r(ln 4 -ln  1) 47t*1 ,3 9  17,5 térfogategység.

10. Határozzuk meg az ^ = ln  jc függvény AT-tengely körüli forgatásakor 
keletkező forgástest 2 ^ jc ^ 6  abszcisszájú pontok által határolt részének 
térfogatát (75. ábra).

6 6

= n f  y^dx = n f  \n^ x  dx,
2 2

A feladatot a parciális integrálás módszerével oldjuk meg.

, 2 hijc
Legyen «' =  I és y =ln*A:; ekkor u = x  és v = ------- .

V^ = n f  x d x  = n [ x W x ] l - 2 n  f  \nxdx,
2 2

Az új integrált szintén parciális integrálással alakítjuk át. 
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75. ábra

Legyen u{ — 1, i \  — In ekkor u  ̂ = x  és v{ — — .
a:

=  ;r[x ln2x]S -2re{[x ln x]?-2  /  dx]  =
2

=  n [ x W  x - l x \ n x ^ - 2 x ] l  =

=  7r(61n2 6 -1 2 1 n 6 + 1 2 -2 1 n 2  2 +  4 1 n 2 ~ 4 ) ^  

71(6-1,792-2-0,6932-12*1,79 +  4.0,693 +  8) 

7r(6*3 ,2-2-0 ,48-21 ,5 +  2 ,77+8) =

=  7T (1 9 ,2 -0 ,9 6 -2 1 ,5 +  2,77+ 8) =  tt (29,97-22,46) ^

7,51*3,14 23,6 térfogategység.

11. Határozzuk meg az y = \ n x  függvény görbéjének y-tengely körüli 
forgatásakor a 0 és 6  ordináták között keletkező test térfogatát (76. ábra)!

Vy = n f  x^ dy. 
0

76. ábra

Az 3^=In X függvényből x=é^.

Vy==n j  e^^dy =  n

22*7,4* lÔTT 
^ ^ ^  8,14*3,14.10" ^

2  2

^  25,6*10^ =  2,56*10" térfogategység.

12. Határozzuk meg az y = x s h x  függvény görbéjének A"-tengely kö­
rüli forgatásakor az 1 ^ a :^ 3  szakaszon keletkező forgástest térfogatát 
(77. ábra)!

3 3
V^ = n f  y ‘dx = K f  x^sh ’̂ xdx.

1 1

77. ábra

306 20* 307



A hiperbolikus tényezőt linearízáljuk:

í
1

i l

ch2jc~l a
d* =  y  J* (x* eh 2x-x^)  dx =

x ^ c h l x d x — ^  x^dx.

A szorzatfúggvény integrálját határozzuk meg parciális integrálással:

/  jc*ch2 x£/jc.

Legyen í/=jc* és i?'=ch2jc, ekkor u '= lx  és t; =  -
sh 2 a:

;c*ch2 jc£ic = y s h 2 ;c X  sh 2a: í/x.

Legyen most u^—x  és i;i=sh2Ac, ekkor u'i = \ és t'i= -
ch 2 jc

3
jf* eh 2 jc íic =

’x* , 3 ® / eh 2jc 1— sh2r — . — ch2x2 1 .2 . J 2 j
fx*
— sh 2 jc

s
- c h 2 x

3
— s h 2 x

. 2 1 ^ 2 1 .4

= — s h 6  — — s h 2 — ^chóH ---- c h 2 H-----s h 6 ------s h 2  =
2 2 2 2 4 4

=  — s h 6 ----- s h 2 ------ c h 6 4 -— c h 2 .
4 4 2 2

s h 6  =

c h 6  =

2

e^+e~*

400—
1

400+
400

7 , 4 - ^
sh 2 =   ̂ R5 ^ =  3,7-0,0675 a* 3,633;

ch2  =  * «  3,7 + 0,0675 3,768.

* 19 3 3 1
f  x*ch2xdx< »— 200 ------  3,633 ------ 200+ — 3,768

/  4 4 2 2

«  9 5 0 -2 ,7 2 - 300+1,884 651,9- 2,7 =  649,2.

A feladat megoldása;

n n
V ,  =  - . 6 4 9 , 2 - y

1J7-28
=  1020---- 1020-14,7 =  1005,3 térfogategység.

13. Forgassuk meg a cikloisívet az Jf-tengely körül, majd határozzuk 
meg az így keletkező forgástest térfogatát! A cikloisívet határoló pontok 
paraméterértékei: /i= 0  és /a=27r (78. ábra).
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jc =  ű ( í - s in /); ^  =  ű(l —cos í); 

X = a(í —cos t).

2n
V = 7t f  a ^(l -C O S  t y a { l - COS t )d t  =

2n
=  wa» /  ( l-c o s í)» r f /  =

2ic

= a^n f  i l  — 3 c o s t+ 3 co s^ t  — c o s ^ t ) d í = l

Részletszámitások:

2n 2k

/-f-
sin 2t

2n+-
sin 4n

- o j  =  7t.

2it 2n 2k
j  cos^ t d t =  /  c o s ^ /c o s /í / /=  f  ( l -s i t í^  í) cos t d t -  

0 0 0

2n sin* /
=  /  (cos / -  sin^ t cos t ) d t ~

.  ̂ sin* 2n ^ ^ 
=  sin27T------ ------- 0  =  0 .

V =  ö*;r{[/-3 sin í]o" +  3;r} =  a*;r(27r-3 sin 27r-0+3;r) =

=  5 ű®7t* térfogategység.

14. Határozzuk meg az Jc=rcos/, y = r s m t  paraméteres alakban 
adott körív forgatásával keletkező gömb térfogatát (79. ábra)!

A határok n és 0, mert így a görbén a pozitív A"-tengely irányában 
megyünk végig.

X =  - r  sin í.
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79. ábra

V = 71 f  y^xdt = n f  sin* t(  —r sin t )d t
n n

0 jt 
= -nr^  J  sin* td t  = nr^ j  sin* t dt.

n 0

Felhasználjuk a következő linearizáló formulát: 

sin* / =  — (3 sin / -  sin 3/).

7rr* "
V =  J  (3 sin / —sin 3/) dt =

r*7T cos3íl 
— 3 cos t H---------

r^n (
4 3 0 “ t I 3 3 j

r*7r 16 4 r*7T
4 3 3 

Valóban a gömb térfogatképletét kaptuk.
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15. Forgassuk meg az x= cost ,  y= sin t ,  paraméteres alakban adott

egységsugarú körív és Í2 = — paraméterű pontjai által határolt
6  3

darabját az X-tengely körül! Számítsuk ki az így kapott gömbréteg tér­
fogatát (80. ábra)!

80. ábra

jc=cosr; >^=sm/; j c = - s m / .

Í2 «/3
=  n f  y^ x dt  =  n f  {sin^ t)  ( — sin t) dt =

ti nl6
nj3

= -7 t J sin® / dt.
«/6

Az integrandus sin* t. Most az elözö példában alkalmazott linearizáló 
formula helyett (gyakorlásképpen) szorzattá alakítjuk az integrandust. 
Ekkor sin* t =  sin* / sin / =  (1 -  cos* t) sin r, így

V^ = -7 t f  (1 -  cos* t) sin t dt =
n/6

= n f  {—sint)dt—n J ( —cos* t) sin tdt =
nf6 Jc/6

= 7r[cos/]^-7r 
6

COS* t

( 71 71 71 (  71
C O S - - C O S - ) - - ^ C O S 3 - - C O S > - J  =

=  71 (cos 60° -  cos 30°) -  y  (cos* 60° -  COS® 30°) «

7T (0 ,5 -0 ,866)-y  (0,5*-0,866*)

3 ,14(-0 ,366)-l,05 (0 ,125 -  0,65) « -0 ,5 9 8  térfogategység.

Eredményül azért kaptunk negatív számot, mert t növekedésével az 
X csökken, és így integrálásirány nem az A^-tengely pozitív irányával egye­
zett meg, hanem azzal ellentétes volt.

16. Mekkora az jc=sin/, y = t  paraméteres egyenletrendszerrel adott 
görbe A"-tengely körüli forgatásakor keletkező test térfogata, ha

0 ^ / ^ ^  (81. ábra)?

81. ábra
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(A görbe explicit egyenlete >^=arc sin x.)

' . - r
.'2 n/2

Vx = f  y^kd t = n f  cos tdt,
0  0

Az integrált a parciális integrálás módszerével határozzuk meg. Le­
gyen //=/* és v' = cos /; vagyis z/' =  2 /; i>=sin t.

n/2 n/2
V ^ - n  f  /* c o s / í / /=  7r[/*sin/]o* ~7T /  2 /s in /í// .

0 0

Ismét parciálisán integrálunk:

í/i =  2 /; y'i = sin /; wi = 2 ; t*i =  -  cos /.

=  7t [ /2  sin/]o* — ; r | [ - 2 /cos/]o* — /  2 (~ c o s r) í//

re n TT
= 7r[/*sin/]o* 4'7r[2/cos r]o* - 7r[2 sin/]o* =

= n ^ ~ s i n — -oj-}-7r cosy-0 j - ;r 2 s in y - o j

----- 2n 1,47 térfogategység.
4

17. Határozzuk meg az >»=/ paraméteres egyenletrendszerrel
adott görbe A"-tengeIy körüli forgatásával keletkező test térfogatát, ha 
\ ^ t ^ 2  (82. ábra). (A / paramétert kiküszöbölve y= \n  jc.)

2 2 

V , = n j  y*xdt = n j  l*e‘dí.
1 1

Legyen v '= e \  ekkor u'=2t  és v=e^,

2 2 

j  t*e‘ dt =  n[t*e‘l i - n  f  2 t^  dt.
1 1

314

Ismét alkalmazzuk a parciális integrálás módszerét:

Mi=2 /; =  w l= 2 ; V x-e \

[2fó']í- /  2e‘ rf/j =

=  ;t[í*e‘]í - n { l t e ^ ^ + n W \ \  =

=  n i A e ^ - e - A e ^  +  l e + l é ^ - l é )  =  7r(2e* —

^  3,14(2.7,4-2,72) =  3,14(14,8-2,72) =

== 3,14-12,08 37,8 térfogategység.

18. Határozzuk meg az x==e\ >^=sin/ paraméteres egyenletrendszer­
rel adott függvény görbéje Jf-tengely körüli forgatásával keletkező test

térfogatát, a tartományban (83. ábra)!

n/2 n/2 nJ2

/  c r  . 1 cos 2t ,
y^xd t — n J  {sin^ t)e* dt — n J  e*-------------dt.

0 0 0

n/2n/2 n/2
71 í* 71 r

= — j  ^*dt—— J  e*cos2tdt.
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83. ábra

Az első integrál közvetlenül megkapható. A másodikat parciálisán 

integráljuk. Legyen u —é  és t '  =  cos2r; vagyis u'—é  és r = — sin2/.

/ cos 2 / dt — - sin 2t
T ”/% •

sin 2t dt.

r , .  ̂ z -c o s  2 / Legyen Uy = —  r i  =  sin 2r, vagyis wi =  — és t?i = -----^-----

«/2

J  é  cos 2 í í/í == y  sin 2 /
é  cos I t ZL ít/2 — cos2 í

2 e* cos 2 t ' 2.— sin 2t
2 0 4 0

”  ̂ ít/2

: 4 / ' e* cos 2 / dt.
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itl2

—  /  COS 2í dt —
' sin 2 /

«
T ■ e* cos 2 t '

2 0 4

« 1
- e * cos 7t ----- e® cos 0

4

4,8
1 Ci------- 1 -5 ,8

4 4

»t/2 5 g
J  e ^ c o s l t d t — ----^  =  — 1,16.

0  ^

«/2

2 J 2

=  I  [ e l f =  y  (« > ’" - 1  +  1,16) «

^  1,57(4,8 + 0,16) 7,8 térfogategység.

19. Határozzuk meg az x = s h t  és y ^ c h t  egyenletrendszerrel adott 
hiperbola X-tengely körüli forgatásakor keletkező test térfogatát, ha 
0 ^ t ^ 2  (84. ábra)!

jc= sh í; y = c h t;  jc=ch/.

2 2 

= n j  y ^x d t  — n j  ch^ t c h t d t  =
0 0

2 2 2 

= n j  (l +  s h ^ O c h /í / /=  7T /  Q h t d t ^ n j  sh*/ch/£// =

sh^r
=  7r[shr]j4-;r

=  n Ish 2 h— ^ 1  .

* r sh3 2  sh»0 \
 ̂ =  . ( s h 2 -shOH - 3 ------- ^ J  =

317



|3,63 +  — j  =  ;i (3.63 + j j  =

=  71(3,63+16) =  19,6371 61,6 térfogategység.

elméleti meghatározásával nem foglalkozunk; csak azt mutat­
juk meg, milyen módon kell alkalmazni az egyes közelítő mód­
szereket.

b

1. Téglány-szabály, Az J  f (x )d x  határozott integrált, vagyis
a

az f (x )  görbe [a, szakasza alatti területet téglalapok terület­
összegével közelítjük. Az eredmény általában annál pontosabb, 
minél sűrűbb felosztást alkalmazunk.

Tekintsünk egyenlőközű felosztást, vagyis osszuk az [a,b] 
intervallumot n egyenlő hosszú részre. Jelölje egy ilyen rész­

intervallum hosszát /?, vagyis legyen h — —^ \  jelölje továbbá

az egyes osztópontokat XQ =  a; Xi =  a +  h; Xg =  űf +  2/i;...
Xn^i =a-{-(n — í)h; Xn =  a +  nh =  b, továbbá az osztó- 

pontok ordinátáit Jo=j(^o); =
=y{x„). Ekkor — a szakaszok kezdőpontjaihoz tartozó ordináta- 
értékekkel képezve a téglalapokat — az

b

1 =  f / ( x ) d x
a

integrál közelítő értéke (85. ábra)

6. Numerikus integrálás

Numerikus integrálással határozott integrálok értékét (közelítő 
pontossággal) tudjuk meghatározni. Numerikus integrálási mód­
szert többnyire a következő esetekben alkalmazunk:

1. Az integrandus grafikusan adott.
2. Az integrandus analitikus alakban adott, de a primitív 

függvényt nem tudjuk analitikus alakban meghatározni, ill. 
igen bonyolult a meghatározása.

3. Az integrandus függvénytáblázattal adott.
Mindhárom esetben az integrandus bizonyos számú ismert

pontja segítségével kapjuk meg az integrál közelítő értékét.
A numerikus integrálás esetenkénti alkalmazhatóságát az 

eredmény várható pontossága dönti el. A hiba nagyságának
► 85. ábra
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/  Rí 4  A (jo+ > 'l +  -  + J „ - l ) ;

a szakaszok végpontjaihoz tartozó ordinátaértékeket választva 
viszont (86. ábra)

l ^ I ^  =  h ( j i + y i  +  - + y „ ) .

8 6 . ábra

Ha a függvény az [a, b] integrálási intervallumban monoton 
növekedő (csökkenő), akkor 4  integrál alsó (felső) korlátja, 

pedig az integrál felső (alsó) korlátja.
2. Trapéz-szabály, A határozott integrált, vagyis a függvény 

görbéje alatti területet trapézokkal közelítjük meg. Az [a,b] 
intervallumot osztópontokkal egyenlő hosszú részintervallu­
mokra osztjuk, majd a 87. ábrán látható módon közelítjük meg 
a görbe alatti területet. Ha egy részintervallum hossza A, akkor 
az I  határozott integrál közelítő értéke

I ^ h + y n - i + y ^

+ y i + y 2  +  -

3. Simpson-szabály, A szabály alapgondolata az, hogy három 
(nem egy egyenesbe eső) ponton át mindig húzható egy és csak
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87. ábra

egy másodfokú parabola, így a görbe ilyen parabolaívekkel kö­
zelíthető meg. A parabolaívek általában jobban közelítik meg a 
görbét, mint az egyenes szakaszok. Az [a, b] intervallumot n =  
=  2k i - \  páratlan számú osztóponttal n — 2k páros, h szélességű 
részintervallumra osztva és két-két szomszédos részintervallum­
ban a 88. ábrán látható módon helyettesítve a függvény görbéjét 
cgy-egy ilyen parabolaívvel, az integrál így adódó közelítő ér­
téke:

í  ~  j ( ;^ o  +  4 j i  +  2 y 2 +  4 ;;3 + * “ + 2 j 2it_ 2  +  4j2fc-i +  J 2fc)-

8 8 . ábra
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Az első és az utolsó ordinátától eltekintve a páratlan indexű 
ordináták együtthatója 4, a páros indexűké 2.

Gyakorló feladatok
1

1 . J  y i p i  d x = l  A feladatot megoldjuk közvetlenül és a téglány- 
0

szabállyal is, hogy a pontos értéket ismerve, a közelítő eredmény hibáját 
kiszámíthassuk.

/. Megoldás:

r  1J 7 ^ ‘̂ -* = Iarctg^]J =

== arc tg 1 -  arc tg 0  =  — % 0,785.
4

II, Megoldás:

Az integrálandó függvény görbéje a 89. ábrán látható. A [0; 1] inter­
vallumot négy (egyenlő szélességű) részintervallumra-osztjuk, és erre alkal­
mazzuk a téglány-szabályt.

89. ábra

Az összetartozó koordináták meghatározása: 

^ 0 = 0 ;

1 1 Í6
Xi =  0,25 =  — ; jFi = ------- =  — 0,94.

4 ’ 1 17 ’
 ̂+  16

x^ = 0,5 = ^ ;  r* =  — ^ - =  4  =  0 ,8 .

3 1 16
^ 8  =  0,75 =  — ; = ---- — =  ^  =  0,64.

1 +
16

^ 4 = 1 ;

Ha mindegyik részintervallum szélességét szorozzuk a bal oldali vég­
pontban felvett függvényértékkel (amely ez esetben az intervallumhoz 
tartozó legnagyobb függvényérték), akkor

/  <  7i =  0,25(1 +  0,94 + 0,8 + 0,64) =  0,25-3,38 =  0,845.

Ha mindegyik intervallum szélességét a jobb oldali végponthoz tartozó 
függvényértékkel szorozzuk (mely esetünkben az intervallumhoz tartozó 
legkisebb függvényérték), akkor

/  >  /a =  0,25(0,94 + 0,8 +  0,64 +  0,5) =  0,25-2,88 =  0,72.

A százalékban kifejezett hibát p-vel jelölve:

60,845-0,785 0,060=z ---------- — — ----- *1 0 0 % =  - 1 0 0 %
0,785

0,785-0,72 
0,785

0,785 0,785
7,6%.

100% =  100% =  «  8,3%.
0,785 0,785

A hibaszázalék nyilván azért nagy viszonylag, mert az intervallum fel­
osztása durva volt.

2. Határozzuk meg az alábbi integrál értékét téglány-szabállyal, tra­
péz-szabállyal és Simpson-szabállyal!

/= f ----=?
0 /5+;c»

/. Megoldás (téglány-szabállyal):

A [0; 3] intervallumot hat részintervallumra osztjuk, a) Minden rész- 
intervallum hoss2̂ t  a bal oldali végponthoz tartozó ordinátával szoroz­
zuk (90. ábra), b) Minden részintervallum hosszát a jobb oldali végpont­
hoz tartozó ordinátával szorozzuk (91. ábra).
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90. ábra

91. ábra

Megjegyzés: Az X- és F-tengelyen felvett hosszegységek a 
következő ábrákon célszerűségi szempontból általában nem 
egyenlők; ez a görbe alatti területet ugyan torzítja, de a hatá­
rozott integrál értékét és számítását nem befolyásolja.

A számításhoz szükséges függvényértékek:

11 ^5 1
=  —  =  V  «  0.45; y(0,5) =  =  — =

/5  5 ŷ 5 + 0 ,5 “

J-O) = «  0,408;
/ 5  +  1 }f6

í-d-S) =  

>-(2 ) =

1 1

1^5+ 1,5*“ ^7,25 

1 1

y(.2,5) = 

>-(3) =

=  —  «  0,333;

«  0,299;
1 1

>̂ 5 + 2,5» ^11,25 

1 1

j'sTI* v 'ü

a) /  «  / ,  =  0,5(0,45:1-0,436+ 0,408+ 0,371+0.333 +0,299) =

=  0,5-2,297 =  1,1485 «  1,15.

b) =0,5(0,436+0,408 + 0,371+0,333 +0,299+0,267) =

=  0,5-2,124 =  1,062 «  1,06.

Mivel a függvény a [0,3] intervallumban monoton, az i n t ^ á l  szám- 
értéke 1,06 és 1,15 közé esik.

II. (trapéz-szabállyal):
A 92. ábrán látható trapézok területének össz(«ét határozzuk meg.

92. ábra

Az intervallumok szélessége most is 0,5. 
fí-ÍO)

/  «  / ,  =  0,5 +:i'(0,5)+ j>(l)+ j-(l,5)+ í'(2)+ j-(2,5)+ y d )

324

= 0,5 ^ ^ + 0 ,436  + 0,408 + 0,371+0,333 +0 ,299+ ^ ^ 1 =

= 0,5(0,225+1,847+ 0,1335) = 0,5-2,2055 = 1,102 75 1,1028.
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III. Megoldás (Sitnpson-szabállyal);

Az intervallumot most is 6  részintervallumra osztjuk, vagyis A=0,5.

/  «  A =  j [ í ' ( 0 )  + 4>>(0,5) +  2y{l) +  4;;(l,5) +  2K2)+4;'(2,5)+^(3)]

«« y ( 0 ,4 5  +  4.0,436 +  2.0,408 +  4-0,371+2.0,333 + 4-0,299 + 0,267) =  

0,5
=  y [ 0 , 717 +  4(0,436 +0,371+0,299) +  2(0,408 + 0 ,333)] =

=  Y  (0,717 + 4.1,106 +  2-0,741) =

0.5
=  Y  (0.717+4,424+1,482) =

=  y . 6,623 ^  «  1,104.

A három különböző módszerrel kapott közelítő értékeket egybevéve, 
az integrál értéke feltehetően 3 jegy pontossággal 1,10.

3. Határozzuk meg az alábbi integrál közelítő és pontos értékét:
3

/  =  /
0

A közelítő értéket a  téglány-szabállyal, a trapéz-szabállyal és a Simp- 
son-szabállyal határozzuk meg.

L  (téglány-szabállyal):
Az adott intervallumot hat részintervallumra osztjuk, a) A részinter­

vallumok hosszát a bal oldali végpontokhoz tartozó függvényértékkel 
szorozzuk (93. ábra), b) A részintervallumok hosszát a jobb oldali végpon­
tokhoz tartozó függvényértékekkel szorozzuk (94. ábra).

Az integrál meghatározásához szükséges függvényértékek kiszámítása:

>̂ (0 ) =  1 ; 

y i l )  =  / 2  «  1,41; 

y{2) =  / 5  2,24; 

j-(3) =  / i ö  «3 ,16 .

>-(0,5) =  1^1+0,25 =  1^1,25 «  1,12;

>>(1,5) =  / l+ 2 ,2 5  =  1̂ 3,25 «  1,80; 

y(2,5) =  =  iV Í S  ^  2,70;

93. ábra

a) I «» / i  =  0,5(1 +  1,12+1,41 +  1,80+2,24+2,70) =  0,5-10,27 =

=  5,135 «  5,14.

/  «  / ,  =  0,5(1,12+1,41 +  1,80+2,24+ 2,70+ 3,16) =  0,5-12,43 =  

=  6,215 «  6,22.

A függvény a [0; 3] intervallumban monoton növekedő, ezért az integrál 
alsó korlátja 5,14 és felső korlátja 6,22.
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II. Me^o/ítój (trapéz-szabállyal):

rbéje 
tjük t
r^(0 )

A függvény görbéje alatti területet — a 95. ábrán látható módon 
trapézokkal közelítjük meg.

r(3)
2  --------- ------------- - '  ■ 2

=  0,5(0,5 + 1,12+1,41 + 1,80+ 2,24+ 2,70+1,58) =

=  0,5-11,35 =  5,675.

95. ábra

III. Megoldás (Simpson-szabállyal):

Most is 6  részintervallummal számolunk 

/ « / . =

=  y  b(0)+4j'(0,5)+2>-(l) + 4j'(l,5)+2;^(2)+4;;(2,5)+;»-(3)] 

0,5
=  Y ( l  +  4.1,12+2.1,41 +  4-l,8  +  2 .2 ,2 4 + 4 -2 ,7 f 3,16) =  

0,5
=  y  [4,16 +  4(1 ,12+ l,8 + 2 ,7 )+ 2 (l,4 1 +2,24)] =

=  — (4,16 +  4-5,62+ 2.3,65) =
6

1 33 94
=  — (4,16+22,48+7,30) =  —^  «  5,66.

6  6
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IV. Megoldás:

A függvény primitív függvénye könnyen meghatározható, ezért a hatá­
rozott integrált így is kiszámíthatjuk!

3 ___
/  =  /  ^ \ + x » d x = ’i 

0

x = s h í  helyettesítéssel átalakítjuk az integrandust. 

d x= c h td t ;  /=arsh ji:.

Az új határokat egyelőre csak jelöljük.

3 fa í*
/ =  J  y i+ x ^ d x  = J  y i + s h U c h t d t  =  J  chU dt =

í
l + c h 2 /

dt ■■
t sh 2 /

— +
2 4

=  y  [ /+ s h /c h / ] |5  =  y  [arshx:+*/j«:» + llS =

=  y  [ l n U + » ^ i ^ ) + x ) ^ i ^ ] 5  =

= - i  [ln(3 + )^IÖ) + 3» 'ÍÖ -0] «  -i[ln(3 + 3,16)+3-3,16] =
2  ^

2 2 2

4. Határozzuk meg az alábbi integrál közelítő értékét:

4

Az integrandus görbéje a 96. ábrán látható. Az intervallumot négy 
egyenlő részre osztjuk.
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96. ábra

/. (téglány-szabállyal):
Az integrál közelítő meghatározásához szükséges függvényértékek:

y(2) =  = Í \ Ö ^  3,16;

>'(2,5) =  i  1+2,5* Rí /17.63 4,20; 

j-(3) =  /2 + 3 »  =  5,40;

j»(3,5) =  |^2+3;5» «  »^S; 8 8  «  6,70;

^ (4 ) =  J^2+í> =  » ^ 6 6  «  8,13.

a) (97. ábra) /  «  / i  =  0,5(3,16+4,20+ 5,40+ 6,70) =  
=  0,5*19,46 =  9,73.
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98. ábra

b) (98. ábra) I ^ h  = 0,5(4,20+ 5,40+ 6,70+ 8,13) =
=  0,5-24,43 =  12,215 «  12,22.

A függvény az integrálási intervallumban monoton növekedő, ezért
Ii az integrál egyik alsó korlátja, míg /« egy felső korlát.

II. Megoldás (trapéz-szabállyal):
A függvény görbéje alatti területet a 99. ábrán látható módon trapé­

zokkal közelítjük meg.
> (2 ) >̂ (4)
^ + : f(2,5)+>^(3) +  j(3,5)I ^ h  = 0,5

=  0,5(1,58 +  4,20+ 5,40+ 6,70+ 4,065) 

=  0,5-21,945 =  10,9725 «  10,97.

HL (Simpson-szabállyal):

/  «  /4  =  jb (2 )+ 4 > ;(2 ,5 )  +  2>^(3)+4>;(3,5)+:>'(4)] «  

(3,16+4-4,2+2-5,4+4.6,7+8,13) =

=  ^ (3 ,1 6 + 1 6 ,8  +  10,8+26,8 +  8,13) =

0,5-65,69
=  0,5-21,89 =  10,945.
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99. ábra

5. Határozzuk meg I  = j  dx határozott integrál közelítő
0

értékét a téglány-szabállyal, a trapéz-szabállyal, és a Simpson-szabállyaL 
Az intervallumot négy részintervallumra osztjuk (/r=0,5).

/. (téglány-szabállyal):
A feladat megoldásához szükséges függvényértékek kiszámítása:

y(p) = y í Ö ^  3,16;

> (̂0,5) =  1^10-0,5* =  / l O - 0,125 =  ^ 9 ^  «  3,14;

>̂ (1) =  I^ Í Ö ^  =  3; > (̂1,5) =  /1 0 -1 ,5 »  «  ^  2,58;

y(2) =  «  1,41.

a) (100. ábra) = 0,5(3,16+3,14+3+2,58) =  0,5-11,88 =  5,94.

b) (101. ábra) = 0,5(3,14+3+2,58+1,41) =  0,5-10,13 ^  5,06.

Megjegyzés: A függvény monoton csökkenő, ezért h  a határozott integ­
rál felső korlátját, h  pedig alsó korlátját adja.
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ÍL Megoldás (trapéz-szabállyal):
A függvény görbéje alatti területet megközelítő trapézok a 102. ábrán 

láthatók.
[>̂ (0 ) y{iy\í+ y { 0 ,5 )+ y { \ )+ y { \ ,5 ) V - \ '

r3,i6 
- 0 ,5  ( - + 3 , 14+3 + 2,58 +

i ,4 n

=  0,5(1,58 +  3,14 +  3 +  2,58 +  0,705) =  0,5-11,005 5,5.
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I ^ h  = y  b ( 0 ) + 4> (̂0,5) + 2;;(l) + 4>;(l,5)+>^(2)I ^  

0,5
y -  (3,16 + 4.3,14 + 2.3 + 4-2,58 +1,41) =

0,5
(3,16 + 12,56 +  6  +  10,32 + 1,41) =

0,5
=  - y  33,45 ^  5,58.

6 . Határozzuk meg In 5 közelítő értékét az alábbi integrál kiszámítá­
sával:

5

Legyen ^ =  1, tehát a részintervallum hossza 1 egység.

/. Megoldás (téglány-szabállyal):
A részintervallumok határpontjaihoz tartozó függvényértékek r

> - ( l ) = l ;  r(2 ) =  y  =  0,5; ;;(3) =  y  «  0,33;

y{A) =  - i  =  0,25; y(,S) =  ^  =  0.2.
4 5
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a) (103. ábra) 1(1+0,5+0,33 + 0,25) =  1-2,08 =  2,08.

b) (104. ábra) 1(0,5 +  0,33 +  0,25+0,2) =  1-1,28 =  1,28.

Megjegyzés: A függvény monoton csökkenő, ezért h  a határozott 
integrál egy felső korlátja, h  pedig egy alsó korlát.

103. ábra

104. ábra

II. Me^o/í/íÍ5 (trapéz-szabállyal):

A függvény görbéje alatti terület megközelíthető a 105. ábrán látható 
trapézokkal is.

105. ábra
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> - ( l ) = l ;  >.(2) = y  =  0,5; >’(3) =  ~  ^  0,333;

j,(4) = -1  = 0,25; >.(5) = 4 - =  0,2.
4 5

( 1 0 ,2 \
/  % 1 l y  + 0,5+0,333-l-0,25+-^J =

=  0,5+0,5 + 0,333 + 0,25+0,1 =  1,683.

III. Me^ö/í/íí^ (Simpson-szabály):

A részintervallumok száma páros, ezért

% y  (1 +4-0,5 + 2.0,333 + 4.0,25+0,2) =

1 4,866
=  y ( l + 2  + 0 , 6 6 6  + 1 + 0 ,2 ) =  =  1,622.

Megjegyzés: In 5^^1,609 (más módon számolva) és így a Simpson-sza- 
bállyal kapott érték a legjobb közelítés.

/ cix
-----=  ? Az intervallumot 4 részintervallumra osztjuk.
ln;c

L Megoldás (tég\ány-szabá\\ysL\):

A feladat megoldásához szükséges függvényértékek:

1
r(4 ) -

1

ln4 1,385
0,723;

11

In 7 1,945
0,514.
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a) (106. ábra) I  ^  h  = lb(3)+:M(4)+>'(5)+>^(6)] =

=  1(0,91+0,723 + 0,622 + 0,558) =  2,813.

b) (107. ábra) = lb(4)+>'(5)+>'(6)+>^(7)] =

=  1(0,723+0,622+0,558 + 0,514) =  2,417 területegység.

A határozott integrál alsó korlátja 2,417, felső korlátja pedig 2,813.

//. Megoldás (trapéz-szabállyal) (108. ábra): 

I ^ h  = h
>(3) >̂ (7)

+>^(4)+>'(5)+>^(6) +
2  2

I  ^  1 1 ^  + 0,723 + 0,622 + 0,!

0,455 +  0,723 + 0,622+0,558 + 0,257 =  2,615.

(0,91 0,514^
l - ^  + 0,723+ 0,622 + 0,558 +  ̂ ^ - 1  =
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/  ^  y  b (3 )+ 4^(4 ) +  2^(5) + 4^(6)+>-(7)] «

j  (0,91+4-0.723 + 2-0,622+4-0,558 + 0,514) =

=  y  (0,91+2,892+1,244+ 2,232 + 0,514) =  =  2,597.

8 . Határozzuk meg az / =  f  }/\ + x^dx  integrál közelítő értékét.
3

Az intervallumot 6  részintervallumra osztjuk.

I. Megoldás (téglány-szabállyal).
A feladat megoldásához szükséges függvényértékek:

>̂ (3) =  l^r+y^ =  l^ r+ 9  =  / i ö  2 ,1 6 ;
3__

7(4) =  / I + 4 2  =  / I  +  I 6  =  Í \ 1  ^  2,51 \ 

y(5) =  f^TT5"2 =  f r T 2 5  =  2 , 9 6 ;

y(6) =  n  + 6 * =  y i +  36 =  V37 3,33;
8,__

>̂ (7) =  y i + V  =  /1 + 4 9  =  V50 «  3,68;
3 ------  3 -------  3 —

>̂ (8 ) =  / l  +  82-= y i + 6 4  =  V65 4,02; 

>>(9) =  / l + 9 “ =  h + 8 1  =  /8 2  R5 4,35.

a) (109. ábra) /  «  / ,  =  Ab(3)+J'(4)+>-(5)+.>'(6)+j'(7)+j’(8)]: 

=  1(2,16 +  2,57+ 2,96+ 3,33 +  3,68 +  4,02)=  18,72.

b) (110. ábra) /  «  /* =  Ab'(4)+>-(5)+í'(6)+>'(7)+:»>(8)+>'(9)] = 

=  1(2,57+2,96+3,33+3,68+4,02+4,35) =  20,91.

Megjegyzés: A határozott integrál alsó korlátja 18,72, felső korlátja 
20,91.

II. Megoldás (trapéz-szabállyal) (111. ábra);

f;'(3)I ^ h = h -+j'(4)+j'(5)+>'(6)+:)'(7)+:v(8)+yi9)

1 (?^+2,57+2,96+3,33+3,68+4,02+^j =

1,08+2,57+2,96+3,33+3,68+4,02+2,175 = 19,815.
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IIL (Simpson-s2abállyal):

I  «  yLF(3)+4)>(4)+2>-(5) +  4j'(6) +  2^(7) + 4>>(8)+>’(9)]

y (2 ,1 6 + 4 -2 ,5 7 + 2 -2 ,9 6 + 4 -3,33+2-3,68 + 4-4,02 + 4,35) =

: y  (2,16+10,28 +  5,92+13,32 + 7,36 +16,08 + 4,35)

59,47 19,89.

9. Határozzuk meg az alábbi integrál értékét numerikus integrálási 
eljárásokkal:

-dx.
6 VlOO+JC»

Az intervallumot négy részintcrvallunira osztjuk, vagyis / i= l .  

/. Megoldás (téglány-szabáilyal):

A szükséges fúggvényértékek:

1 1
>̂ (5) =

y(6) =

»^100+5* r  100 +125 /225

1 1

0,258;

SS S5 0,2^7j
*,_______ 4 ________ 4 —  4 , 2 2
1^100+6» VlOO+216 n i 6
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J(7) =  

í'(8) =  

y(9) =

I 1 1 1
4 4 4 4,58

100+ 73 100+ 343 ^443

1 1 1 1
4 4 4 ___ 4,98/100+8’ yiOO +  512 »^612

1 1 1 1 1
4 4 4 , 5,36
f/l00 + 9» V100 +  729 F829

«  0,218; 

«« 0 ,2 0 1 ; 

cs 0,186.

a) (112. ábra) /  «  A =  Ab(5)+J'(6)+>-(7)+j>(8)] =  
=  1(0,258 + 0,237 + 0,218 +  0,201) =  0,914.

b) (113. ábra) I ^ h =  Ab(6)+j'(7)+j-(8)+j-(9)l =  
=  1(0,237 + 0,218+ 0,201+0,186) =  0,842.

II. Megoldás (trapéz-szabállyal) (114. ábra):

I ^ h  =
>(5) 7(9)

(oass  
/  1 1 + 0,237 +  0,218 + 0;Z01 +

2
0,186

V 2 " ' ’ 2 )
=  0,129+0,237+0,218 +  0,2014-0,093 =  0,878.

112. ábra

113. ábra
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III. (Simpson-szabállyal):

/  j I^(5)+4>.(6) +  2j>(7)+4^(8)+j-(9)1

«  y  (0.258 +  4-0,237 +  2-0.218 +  4-0.201+0,186) =

=  y  (0,258 +0,948 +0,436 +0,804 +0,186) =  =  0,877.

10. Határozzuk meg az alábbi trigonometrikus függvény integrálját: 

"s *
/ =  f  sin x d x  =1 A z  intervallumot 4 részintervallumra osztjuk, ezért 

0
7t

egy részintervallum hossza 0,524 radián=30°. A függvényértékek
6

kiszámításakor a független változó értékét fokban helyettesítjük be.
2

A függvény (sinjc)a 0 ; y . intervallumban nem monoton, és így

a téglány-szabályt alkalmazva nem kapunk alsó és felső korlátot, ezért 
az integrál közelítő értékét csak a trapéz-szabállyal, valamint a Simpson- 
szabállyal határozzuk meg.

A feladat megoldásához szükséges függvényértékek kiszámítása: 

>^(0)=sin0"=0; >^(30^)=sin 30"=0,5; (60°)=sin 60**«0,866; 

>^(90")=sin90‘» = l; >^(120®)=sin 120"«0,866.
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I, (trapéz-szabállyal) (115. ábra):

[>̂ (0 )- +>^(30°)+>^(60°)+>^(90°) +
>^(120°)

( 0,866^
0 + 0,5 + 0 , 8 6 6 + 1 + - ^ !  =  0,524-2,799 1,465.

U. Megoldás (Simpson-szabállyal):

/  — [y(0)-\-4y(30°) + 2y(60^) + 4yi90°)+y(120°)] =

0,524
(0 + 4 .0 ,5 + 2-0,866 + 4-l+0,866)

0,175(2+1,732 + 4 + 0,866) =  0,175-8,598 1,5.

II. Megoldás (integrálással):

J  sin jc í/a: =  [ — cos x]o =  — cos 1 2 0 ° +  cos 0 ° =

=  cos60°+cos0° =  0,5 + 1 =  1,5.

Megjegyzés: A Simpson-szabállyal — kerekítések után — kapott érték 
megegyezik a most kapott pontos értékkel.

J»C
2  

11. Határozzuk meg az alábbi integrál értékét: j  x  dx,
0

Igazolni lehet, hogy az integrandus primitív függvénye zárt alakban nem 
határozható meg. Ezért az integrál értékét csak közelítő módszerrel tud­
juk meghatározni.
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0 ; intervallumot négy részintervallumra osztjuk, vagyis

/i= _ ^ 0 ,3 9 3 .

I. Megoldás (téglány-szabállyal):

Az integrandus -ben monoton, így alsó és felső korlátot kapunk.

A feladat megoldásához szükséges függvényértékek:

>-(0 ) =  y i + 0 =  1 ;

y(22,5°) =  |^l+sin2 22,5° «  +0,388* +0,147 «  1,07; 

_y(45°) =  |^l+sinM 5° =  + y  «= 1,225;

^(67,5°) =  /l+ sin»67,5° «  |/l+0,922» »  1^1+0,85 =  »^Í^«>1,36.

>-(90°) =  »̂ l +  sin*90° =  /2  «  1,41.

a) (116. ábra) /  >  / ,  =  AL)'(0)+:f(22,5°)+>-(45°)+>'(67,5‘’)] 

=  0,393(1 + 1,07+1,225 +  1,36) =  0,393-4,655 «  1,86.
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b) (117. ábra) 7-= h  = AL>'(22,5'’)+^'(45')+.f(67.5°)+í'(90“)] =  

=  0,393(1,07+1,225 +  1,36+1,41) =  0,393-5,065 «  1,99.

II. Megoldás (trapéz-szabállyal) (118. ábra):

r.»'(0 )-+y(.22,S°)+y(45°)+y(67,5°) +
y(90°)

2 .......... ...............................  2 _
I  «  0,393(0,5+1,07+1,225+1,36 +  0,705) =  0,393-4,86 «  1,91.
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y b ( 0 )  + 4;^(22,5°) + 2y(45°) f 4 j ’(67,5°)-!-j(90'^)] ^

0,393

=  0,131(1 +  4,28 +  2,45 + 5,44+1,41) =  0,131-14,58 ^  1,91.

Mivel a trapéz-szabállyal és a Simpson-szabállyal ugyanazt az ered­
ményt kaptuk, mely a téglány-szabályból adódó korlátok között van, fel­
tehető, hogy 1,91 három értékes jegyre pontos.

12. Határozzuk meg az alábbi integrál értékét:
jt/3

HL Megoldás (Simpson-szabállyal):

:dx. A
0 F l̂+COŜ JC

osztjuk, vagyis h = — 0,1745. 
18

0 ,- intervallumot 6  részintervallumra

I. Megoldás (téglány-szabállyal):

A feladat megoldásához szükséges függvényértékek kiszámítása:

^(0 ) =
1 1

------= ----- «  0,707;
l'l+cos^O '’ Í2

1 1

F'I+cosMO'’ V'U-0,9852 Í \+ 0 ,91  

1 1
0,712;

>'(2 0 °) =

/l,9 7  1.4 

1

J'(30°) =

y i+ cos" 2 0 °

1 1

Vl. 8 8 1,37

1

j/l+cos^ 30°

1
------- «í

1

Rí 0,73;

1

1.32

1^1+0,865* J^H-0,75 

fs 0,755;
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1 1 1
y(40°) = ---------------- SS------------- —  «í

l^l+cos^40° V'l+0,766» V'l-1-0,59 

«  —̂  «  0,794;
1^1,59 1.26 

>-(50“) =
J^H-cos*50° -1-0,644" /l-t-0,414

« 3 -----as 0,842;

>'(60°)

^1,414 1.19
1 1

»^l-t-cos«60°

a) /  «  / .  =  ALK(0)-F;'(10°)-f j'(20°)-t-^(30'')-f:K(40°)-í-í'(50'>)] =  

=  0,1745(0,707-1-0,712-1-0,73-1-0,755-1-0,794+ 0,842) =

=  0,1745-4,540 «  0,966. (119. ábra)

119. ábra

b) = Ab(IO'’)+y(20°)-l-y(30°)4-^(40'’)-F:>’(50°)-l-j'(60‘’)] ^

=  0,1745(0,712+0,73-1-0,755-1-0,794-1-0,842-1-0,894) =

=  0,1745-4,727 «  0,826. (120. ábra)
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II. Megoldás (trapéz-szabállyal) (1 2 1 . ábra):

>(0)
+ J(10°) + j-(20“) +>-(30'’) +:)'(40‘’) +^(50'-) +

I  ^  0,1745(0,3535 + 0.712 +  0.73 +  0,735 +0.749+ 0,842+0.447) 
=  0,1745-4,6135 0.808.
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/  «  j b ( 0 ) + 4 > » ( 1 0 ‘’)+ 2 > - ( 2 0 ° ) + 4 > '( 3 0 '’) + 2 í ' ( 4 0 '’)  +  4 > ( 5 0 '’)+ > '( 6 0 ° ) ]  «  

Rí (0 ,7 0 7  +  4 -0 ,7 1 2  +  2 - 0 ,7 3  +

+ 4 • 0,755 +  2- 0,794 +  4-0,842 + 0,894) =

=  (0,707+2,848 + 1,46 + 3,02+1,588 + 3,368+0,894) =

IIL Megoldás (Simpson-szabállyal):

0.1745-13,885
R5 0,808.

7. Fizikai feladatok

A fizikában sok alkalmazási területe van a határozott integ­
rálnak. Ezekre mutatunk most néhány feladatot.

Gyakorló feladatok
m

1. Valamely test ö= 10— állandó gyorsulással mozog. Határozzuk 
s*

meg a test által megtett utat és a test pillanatnyi sebességét mint az idő 
függvényét, ha Xq a test helyét és Vq a kezdősebességét jelentik a ío= 0

időpillanatban. Legyen jCo=3m, és ro=12— .
s

Ha egy test A'-tengely irányú sebessége a / =  ío időpontban 
üo, és gyorsulása mint az idő függvénye a =  a{t), akkor sebes­
sége tetszőleges /> /o  időpontban

I

u =  t)(/) =  j  ű (t)  í/t +  Do;

ha a test a időpontig Xq utat (elmozdulást) tett meg és sebes­
sége v =  v(t), akkor a megtett út (elmozdulás) tetszőleges 

időpontig
l

x =  J  v ( t )dx  +  Xo.
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Amennyiben a gyorsulás állandó, akkor 

t

v =  f  adT +  Vo=  [űT]?,+t>o =  a ( t - to )  +  Vo; 
to

t t 
x =  f  i!</t +  X o =  f  [ a ( r -Q + v ^ th  +  Xe =

Jío

A feladat megoldása tehát:

V =  10/+12, és jc =  5/2 +  12/+3.

(t — t Y
+Xo =  a +  VoU -  to) +  Xo.

m
2 .  Valamely testet a nehézségi erőtérben Vq=50— kezdősebességgel,

a vízszintessel 30°-os szöget bezáró irányban elhajítunk. (Az ilyen típusú 
mozgást nevezzük ferde hajításnak.) Határozzuk meg a test helyzetét 
az elhajítás időpontjától számított 3 s múlva!

A test kezdősebességének X- és Y-tengely irányú összetevői megha­
tározhatók, ezekből az X- és y-tengely irányú elmozdulásuk is kiszámít­
ható.

Vxo -  Vo cos a =  50 cos 30° 50*0,866 =  43,3 — .
s

m
Vyo =  Vo sin a  =  50 sin 30° =  50*0,5 =  25 — .

A test által az A^-tengely irányában megtett út az 

t t 
Sx — f  = J  VQCOsadx =  [roTCOsa]̂  =  Vqí cos oc

képlettel határolható meg. 
Az F-tengely irányú sebesség pillanatnyi értéke:

=  V o S inO í-g í ,
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Ha Vy-t t szerint integráljuk, akkor megkapjuk az 7-tengely 
irányában megtett utat mint az idő függvényét.

t t 
Sy =  J  Vydz =  J  (vo sin x - g z )  dx =

t ^ o T s i n a - g -
gr

=  t’o ^ s in a  ——

Behelyettesítjük az állandók értékét:

5jc=43,3/; Sy =  25/—5/ .̂

Felírtuk a mozgásegyenletet. Ha most / helyébe hármat írunk, meg­
kapjuk a test helyzetét jellemző koordinátákat, ezek: 5 ^(3 ) =  43,3*3 =  
=  129,9 m ;íy(3) =  25*3-5*9 =  75 -45  =  30 m.

3. Legyen valamely tömegpont gyorsulása az időnek színuszfüggvénye, 
például

fl =  —12 sin 4/.
m

Ha az időt másodpercben mérjük, akkor a gyorsulást — ben kapjuk.
s

Megjegyezzük, hogy a 4-nek mértékegysége van |^ ~ j , ugyanis csak mér­

tékegység nélküli viszonyszámnak határozhatjuk meg a szinuszát.
Határozzuk meg a mozgó pont pillanatnyi sebességét és elmozdulását

m
mint az idő függvényét, ha a /o= 0 , időpillanatban Vq= 3 - ^  és Xo=0,

továbbá a mozgó pont helyzetét a / = 0 , 6  s időpillanatban!
A / időpontbeli sebesség:

I
v = f  ( - 1 2  sin4r) í/t +  i;o = 

0

12 cos 4 t
+ Vo =

=  [3 cos 4t]o +  =  3 cos 4 /—3 +  3 =  3 cos 4/.

A test pillanatnyi elmozdulását ;*c-szel jelölve 

t
X  =  J  v d T + X o ,

0

351



V helyébe a pillanatnyi sebességet írva és figyelembe véve, hogy Xq=0, 
az elmozdulás mint az idő függvénye, az alábbi:

A* =  /  3 cos 4 t  d r  =  
0

— sin 4t 
4

=  — sin 4^ 
0 4

A /=0 ,6s  időpillanatban az elmozdulás:

jc(0,6) =  — sin (4-0,6) =  — sin 2,4.
4 4

A radiánban adott szöget átszámítjuk fokba, majd leolvassuk logarlé­
cen a szög szinuszát:

2,4 2,4-57,3° ^  137,5°.

jc(0,6) =  — sin 137,5° =  — sin 42,5° «  0,75-0,676 0,507 m.
4 4

4. Bármely rugó rugalmas megnyúlása egyenesen arányos 
a rugóra ható erővel: F = D x ,  ahol D a rugóállandó (x a meg­
nyúlást, F az erőt jelöli). Mivel a munka az erő út szerinti 
integrálja, ezért ahhoz, hogy a rugó eredeti hosszát x^ax-szal 
megnyújtsuk, a következő munkát kell végeznünk:

W
*inax *m ax

=  /  F d x =  J  D xdx = D

Tehát a végzett munka arányos a rugó hosszúságváltozásának 
négyzetével.

Mekkora a Z)=6 —  rugóállandójú rugó 4cm-es megnyújtásához szűk­
öm

séges munka?

PF =  — .16 =  48 kp cm =  0,48 mkp.

5, Mennyi munkát kell végeznünk ahhoz, hogy négyszeres Földsugár 
távolságra vigyünk egy 2 t  tömegű űrhajót? A Földsugár iJ=6370km ; 
a gravitáció állandó értéke:

cm® 1 0  “®m® m® 
k  =  6,67-10-«---- =  6,67-10-«-------- -̂-----=  6,67-10-^1 ■

gs2 10-3 kg s2 kg ŝ
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A test és a Föld között ható erő a tömegvonzás törvénye 
értelmében arányos a két test tömegével, és fordítva arányos 
tömegközpontjaik távolságának négyzetével:

F = k
Mm

A munka — mely az erő út szerinti integrálja — kiszámítható, ha a 
Föld tömegét is ismerjük, ami M  ^  6-10** kg.

W
áR

/
mM

k ------dr = k m M
4R

R

= kniM km M -
AR

Az adatokat behelyettesítjük, és a végzett munkát kiszámítjuk.

W  =  6,67.10-“ ^ . 2 . lO’ k g 6 . 10«*kg
kgs* 4-6,37-10« m

=  1010kg—  «  9,42.10“  joule 9,42.10* mkp.
3,37 s»

6. A testen végzett elemi munka a következő módon is 
megadható:

dW  =  Fds =  m ^ d s  =  mvdv. dt

A végzett munka, miközben az m tömegű test sebessége 
i;i-ről Ü2-re változik:

W =  J  mvdv =
ntv^ mv\ mv\

v r  2 2  •

A test mozgásmennyiségének a sebesség szerinti határozott 
integrálja a test mozgási energiájának megváltozását adja meg.
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m ,  ̂  ̂ m  
Legyen a test tömege 5 kg, kezdősebessége 10 — , végsebessege 16 — ►

s s
A végzett munka ekkor

^ ^ 5 ^  5^22!. =  2,5(256-100) =  2,5-156 =

kíí
== 390-^---- =  390 joule.

s*

7. Egy m tömegű testre az időben szinuszosan változó F  erő- hat. Szá­
mítsuk ki a test mozgásmennyiségének megváltozását, ha

F = 2sin3 /[N ]; íi= 0 ,l s; Í2= 0 ,2 s; m=3kg.

I  — j  Fdx =  j  2 sin 3t dx — 
<1 íi

— — cos 3t

2------ 2 2 2 
= ----- cos 3 / 2 + ”tCOS 3/i =  — - c o s 0 , 6  + — cos0,3.

A radiánban kapott szögeket fokba átszámítjuk:

0,6 «  57,3°-0,6 =  34,38°; 0,3«17,19°.

így
I  =  4  (cos 17,19“- cos 34,38°) «  ^  (0,955 -  0,825) =

3 *5

2-0,13
«  0,0866 Ns =  8 ,6 6 - 10-» Ns.

8 . Határozzuk meg a körlemez szimmetriatengelyére vonatkoztatott 
tehetetlenségi nyomaték át!

Ha a lemez sugara R, vastagsága v, a lemez anyagának sűrű­
sége e és a lemez tehetetlenségi nyomatéka 0  (122. ábra), 
akkor egy dr szélességű csíkjának tömege: 

dm =  2rriv drg; 

ezen csík tehetetlenségi nyomatéka: 

d 0  =r^dm =  Ir^nvefdr;
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tehát a teljes lemez tehetetlenségi nyomatéka:

il iC
<9 =  J  dr =  Invg J  r^dr =

— 2 jivq

kg
Legyen /J=20cm ; o = 7 ,9 ------; »= 2 cm ;  0 = 1

dm’

^  R^nvg 2*;t.0,2-7,9 , ^ .
B  =  — - —  = ------- -------- kg dm’

«  16-rt-0,79 SS 39,7 kg dm* =  0,397 kg dm».

9. Határozzuk meg egy körgyűrű alakú lenditőkerék ten­
gelyére vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékát. A belső kör 
sugara Ri,  a külső köré R^, a lenditőkerék vastagsága v, az 
anyag sűrűsége g (123. ábra)! 

Az elemi tehetetlenségi nyomaték az előbbi példával meg­
egyezik, de az integrálás határai nem. 

d 0  =  2r^nvgdr;

23*
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123. ábra

?
0  =  J  2r^ nvQ dr =  InvQ

Rí 

InvQ

Rz

Ri

=  =  ^ ( R t + R i x m - R Í )  =

A szorzat első tényezője a test tömegének a fele, így

0  =  ^ i R l  +  R l) .

kg
Legyen / J i = l  m; »= l , 5 d m ;  o = 7 ,9 ------; 0 = ?

dm*

^  {Rl-Rl)nvo  _  , (12^-10*)7r-l,5.7,9 
Ö = -------------- ^  (/?» + /?*) =  ---- 1_  (1 ,2 2  + 12).

A test tömegét kg-ban, a tömeg szorzótényezőjét pedig m-ben helyet­
tesítettük azért, hogy a tehetetlenségi nyomatéket kgm*-ben kapjuk.

44-;t-1,5-7,9.2,44 
0  = ----------- ------------ «s 2 0 0 0  kg m*.
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10. Valamely tengely mentén rögzített testre állandó forgató- 
nyontaték hat. A test tehetetlenségi nyomatéka 0 ,  a forgató- 
nyomaték M, a test kezdeti szögsebessége ©o, szöge pedig «o. 
Hat/irozzuk meg szögsebességét és elfordulási szögét mint 
a/ ülő függvényét!

A forgatónyomaték állandó, ezért
X

0} = f  pdx + oJo,

ahol p a test szöggyorsulása, amely a testre ható forgatónyo- 
matékkal és a test tehetetlenségi nyomatékával a következő 
kapcsolatban van:

M
0  '

Ezt behelyettesítve:

co =  j  -j^dx +  o)o =
Mx
0

M t
+ (Oo =  - ^  +  <0o.

A  test szögelfordulását mint az idő függvényét, co idő szerinti 
integrálja adja:

r I

a  =  J  (odx +  â  =  J
M t

0 +  (Oo dx +  ao =

Mx^
20

M t^
-\-(OqX +  (Xq =  “2^  +  Ö>0  ̂ •

Legyen M = 5 N m ;  ö = 2 k g m * ;  íöo= 2 — ; a=0,5.
s

Ekkor

5t

és

(Ú =  y - f 2  =  2,5/4-2,

a =  ~ / *  +  2/+0,5.
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11. H a  egy gáz állandó hőm érsékietea tágul, ak k o r tágulási 
m unkát végez. Az elemi tágulási m u n k a:

d W = p d V .

A  Vi-TŐl Fg-re való tágulás közben végzett m u n k a :
Vt

f V =  f  p d V .
Vi

A  gáz nyom ása és térfogata közötti kapcsolatot (állandó 
hőm érsékleten) a Boyle— M ariotte-törvény ad ja  m eg:

k  
V '

p V = ^ k ,  ebből p  =

Vt
W =  f  ^ d V =  k W n V í ^ l  =  k ( l n V ^ - l n V ^  =  k \ n ^ .

Legyen K i= 5m ’ ; p i= 2 a t m ;  K ,=20m ’ ; 1V=1 

A Boyle—Mariotte-törvény arányossági tényezője: p i F i=  10 m® atm.
20

l O l n y  =  101n4 10-1,39 =  13,9 m» atm.

A végzett munkát mkp-ba számítjuk á t :

ÍV=  13,9 m»-1,033.10* — «  14,4-10*mkp. 
m*

12. H atározzuk meg a  pontszerű Q  tö ltéstől r távolságban 
a  potenciál értékét. A  potenciál a  térerősség r-tő l °=>-ig vett 
im proprius integrálja. A  pontszerű tö ltéstől x  távolságban 

O  *
a  térerősség: E = k ahol f c = 9 .1 0 " i s *  az  M K SA -

C*
rendszerben.

U = f k § d x  = - k ’ = k ^ .
r

Legyen Q=10~*C (coulomb); r= 30cm = 0 ,3  m; í / = ?

í /  =  9 - 1 0 * ^ ^ ^ í ^ - ^ =  30.10* =  3-10*V.
C* 0,3 m
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13. H atározzuk  meg a  C  kapacitású és Q  töltésű kondenzá­
to r  elektrom os energiáját!

A  kondenzátor energiáját úgy növeljük, hogy az egyik fegy­
verzetről dq  tö ltést viszünk a m ásik lemezre. A  töltés átvitele 
közben végzett elemi m unka d W  =  Udq, ahol U  a  kondenzátor 
lemezei közötti potenciálkülönbség, am ely a lemezeken levő 
tö ltéstő l függ:

U  =
C '

w
2C '

lO- ' -C
’6 - 1 0 - ‘ f "

Legyen Q =  1 0 '‘ C és C =  3 .1 0 '* F , ekkor W =  —

=  - i> u le .

14. Határozzuk meg a szinuszosan váltakozó áram effektív értékét! 
Valamely váltakozó áram effektív értékén annak az e^enáramnak érté­
két értjük, amely ugyanabban a vezetőben ugyanannyi idő alatt ugyan­
annyi hőt fejleszt, mint a váltakozó áram. Kiszámítását úgy végezzük, hogy 
négyzetének teljes periódusra számított átlagértékéből négyzetgyököt 
vonunk.

0 0

(otdt =

cos 2(űt
dt =

t sin 2 coí' T

T 2 4cö 0

■n Í 2

Vagyis a szinuszosan váhakozó áram effektív értékét megkapjuk, ha 
a maximális értéket (az amplitúdót) osztjuk |^2 -veL
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Kiadja a Műszaki Könyvkiadó 
Felelős kiadó: Szűcs Péter igazgató

Athenaeum Nyomda, 92.0845 
Felelős vezető: Vida József igazgató

Felelős szerkesztő: Votisky Zsuzsa matematika-fizika tanár
A 6. kiadást gondozta: Dr. Ráczné Nagy Borbála oki. villamosmérnök
Műszaki vezető: Dornizs László
Műszaki szerkesztő: Marekné Marosi Katalin
A kötést tervezte: Kováts Tibor
A könyv formátuma: Fr5
ívterjedelme: 17,6 (A5) ív
Ábrák száma: 123
Papír minősége: 70 g fm. ofszet
Betűcsalád és méret: New Times 10/10
Azonossági szám: 10136
MŰ: 4537-Í-9295
Készült az MSZ 5601-1983 és 5602-1983 szerint 
Az 5. kiadás változatlan utánnyomása


