BOLYAI-KONYVEK SOROZAT

A csaknem 40 éve indult, igen sikeres Bolyai-
kényvek példatar sorozat ujjasziiletését éli.
A sorozat kdnyveiben a szerz6k a kozépisko-
lai tanuléknak, tovabba féiskolai és egyetemi
hallgatéknak adnak szerencsésen valasztott,
béséges példat, kidolgozott feladatokat. Ki-
vanatos, hogy a feladatokat mindenki igye-
kezzék el6bb onalléan megoldani, és csak
utana hasonlitsa O0ssze az eredményt a
kényvben talalhaté megoldasokkal.

A sorozat harom témakort olel fel: a matema-
tikat, a fizikat és a kémiat.

E konyvben a szerz6 a kombinatorikaval, az
esemeények algebrajaval, a valoszinliséggel,
a feltételes valdszinliséggel, a valésziniiségi
valtozokkal és jellemzdikkel, a fontosabb el-
oszlasokkal és a nagy szamok térvényével
foglalkozik.

Ajanljuk a koényvet els6sorban egyetemi és
foiskolai hallgatoknak és azoknak a kézépis-
kolas diakoknak, akik a realtudomanyok te-
rén kivanjak folytatni tanulmanyaikat.
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Kombinatorika:
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Eldszé

A val6szinliségszamitds korunkban vigyszélvin mindenkit
érdekel. Az egyszerii jatékoktdl a legbonyolultabb tudoményos
kérdésekig mindeniitt talalkozunk valSsziniiségszamitasi fel-
adatokkal. Ennek a tudoményignak mddszerei kiterjedtek
mar a miiszaki és természettudomanyokra csakiigy, mint a
kozgazdasagtanra és az orvostudomany egyes teriileteire.

ppen ezért egyre tobben szeretnének megismerkedni a
valdszinfiségszamitas alapjaival és alkalmazéasi médjaival. Ehhez
kivintam segitséget adni e példatarral, amely kidolgozott és
magyarazatokkal ellatott példakat és gyakorld feladatokat tar-
talmaz. Ez utébbiak megvalasztisaval az alkalmazasi lehet3-
ségek széles korére igyekeztem legalabbis utalni.

A konyv nagyszamu érdekl8dd szamdira nytjthat sokszor
igen fontos segitséget a valGsziniiségszamitasi feladatmegoldd
készség alapjainak elsajatitasiban; elsdsorban mérnékoknek
¢és kozgazdaszoknak, valamint egyetemi és f&iskolai hallga-
toknak.

Munkadm megirasakor, ill. felépitésekor nagymértékben szem
el6tt tartottam a didaktikai szempontokat: a kombinatorikan
és az eseményalgebran 4t vezetem el az Olvasét az egyszeriibb,
majd viszonylag Osszetettebb valdszintiségszamitasi feladatok-
hoz. Ennélfogva kozépiskolasoknak is segitségére lehet az tj
tanterv szerinti matematika anyag elsajatitdsaban.

Mivel a konyv bdséges példaanyagot tartalmaz, hasznos
segédeszkoze lehet e targykor oktatdinak is.

Koszonet illeti a konyv lektorat, Tusnddy Gdbort, aki észre-
vételeivel és tanicsaival segitségemre volt.

Budapest, 1969. marcius hé
Solt Gyirgy



I. KOMBINATORIKAI BEVEZETES

1. Permutaciok

a) Legyen n szamu egymastdl kiilénbdz8 elemiink. Ezeknek
egy meghatarozott sorrendjét az n elem egy permutdcidjinak
nevezziik. Az n egymaéstdl kiilonbdzs elem Ssszes permuticidi-
nak szamat P,-nel jeloljiik. P, egyenlé az elsd n természetes
szam szorzataval:

P,=1-2:-(n—1)-n=nl.

Az n! szimbdlumot ,,n faktoridlis-nak olvassuk.

b) Legyen n szamu elemiink, melyek kozt rendre k4, k..., k;
szdml egymdas kozt megegyez elem talalhaté. Ezeknek egy
meghatarozott sorrendjét az n elem egy ismétléses permutdcio-
Jénak nevezziik. (Megegyez6 elemek egymas kozti felcserélésével
nem kapunk mas ismétléses permutaciot.) Az Ssszes ismétléses
permuticick szdmat Pkuka-ki jelsli és a kovetkezSképpen
szamithatd:
gk = M
Pn kylky - k)°

Gyakorl6 feladatok

1. Harom tanuld, Andras, Gabor és R6bert egyiitt megy iskolaba. Hiny-
féle sorrendben léphetik 4t az iskola kiiszobét? frjuk fel a lehetséges sor-
rendeket!

1. Megoldds:

Az egyes lehetséges sorrendek — a tanuldkat nevilkk kezddbetiijével
jelolve — hirom elem egy-egy permuticidjat alkotjak. Harom elem per-
mutécidinak szdma Py = 3! = 1.2.3 = 6. Tehat hatféle sorrendben 1ép-
hetnek be az iskoldba. Ezek a sorrendek a kovetkezok:

AGR, ARG, GAR, GRA, RAG, RGA.

II. Megoldds:

Els6ként barmelyik tanuld 4tlépheti az iskola kiiszobét; ez hirom
kiilonbozd lehetdség. Ha az elsé tanuld belépett, a masik ketté mar csak
kétféle sorrendben léphet be. Tehdt az el6z6 harom lehet6ség mindegyi-



kéhez két tovabbi folytatasi lehetdség tartozik, vagyis az Gsszes lehetséges
sorrendek szama: 3:2 = 6.

A sorrendeket kénnyen felirhatjuk, ha elész6r mindig az elsé tanuld
személyét rogzitjiik, majd a masik kettd kétféle sorrendjét jeloljiik:

AGR, ARG, GAR, GRA, RAG, RGA.

2. Hany kiilénbdzd négyjegyli szdmot alkothatunk két 1-es, egy 2-es
és egy 3-as szamjegybdl? Irjuk fel ezeket a szdmokat!

1. Megoldds:

Egy négyjegyli szdm a jegyeknek mint elemeknek egy sorrendjét jelenti.
Az elemek szdma négy, melyek kozt kettd egymassal megegyezd. Igy az
Osszes sorrendet az ismétléses permutacidk P} szama adja.

A lehetséges négyjegyli szamok a kovetkezOk: 1123, 1132, 1213, 1231,
1312, 1321, 2113, 2131, 2311, 3112, 3121, 3211.

II. Megoldis:

Fl8szor tekintsiink el attél, hogy egy szamjegy kétszer fordul eld.
Négy kiilonb6z6 szamjegybol az elsd helyre vélaszthatunk négyfélekép-
pen; ez utdn a masodik helyre mar csak haromféleképpen, majd a harma-
dik helyre kétféleképpen. Az utols6 helyre a megmaradt szdmjegy keriil.
Mivel azonban a négy koziil két jegy azonos, a fenti kivilasztasok kozil
kettd mindig megegyezik egymdssal. Tehat a felirhaté négyjegyli szdmok
szdma

A szamok a kovetkez6k (agy irjuk fel 8ket, hogy el6szor a jegyeket ndvekvd
sorrendben irjuk fel, majd mindig ugy cseréljiik fel a jegyeket, hogy ezéltal
a szam értéke a lehetd legkevesebbel novekedjék. fgy elkeriiljiik, hogy egy
szdm véletleniil kimaradjon vagy megismétlodjék):

1123, 1132, 1213, 1231, 1312, 1321,

2113, 2131, 2311, 3112, 3121, 3211.

3. Hany olyan tizjegyli szdm van, melyben minden szimjegy csak
egyszer fordul el6? (Az els6 szamjegy nem lehet 0.)

I. Megoldds:

Elészor vegyik az 6sszes olyan szdmokat, melyek 10 kiilonboz6 jegy-
bol 4llnak. Ezek szamat 10 elem Osszes permutéciéinak.széma,' vagyis
P,o=10! adja meg. Mivel a permutacidk képzése sordn egyik szdmjegynek

sincs megkiilonboztetett szerepe, ezért nyilvdn e szdmok TS részében

10

0 4l az els5 helyen. gy a ,,megfelel5” permutéciék széma az Ssszes per-

9
mutéciék T része. Tehdt a megoldés: E) 10! = 9.9! valédi tizjegyfi,
csupa kilénbdzd szimjegyet tartalmazé szim van.
II. Megoldds:

Induljunk ki abbdl, hogy az elsd jegyet 9-féleképpen valaszthatjuk ki;
ha ezt mir rogzitettiik, akkor minden esetben a tovabbi 9 helyen a meg-
maradt 9 jegy barmilyen (ismétlés nélkili) permutécidja 4llhat. Tehit az
eredmény 9 P, = 9-9!.

4. Héanyféleképpen rendezhetd egy sorba 10 nd és 16 férfi, ha a nék
elol 4llnak?

A 10 n6 Osszes lehetséges sorrendje 10 elem permutici6inak szdméaval
egyenld, vagyis P1,=10!, a 16 férfi elrendezési mbdjai Pye=16! szdmuak.
A ndk bérmely sorrendjéhez a férfiak tetszdleges sorrendje tartozhat,
tehat az Osszes lehetdségek szamat tgy kapjuk, hogy az eldbbi két permu-
taci6 szdmdat Osszeszorozzuk; vagyis Pjy-Pjs = 10!-16! a lehetséges sor-
rendek szama.

S. Hany olyan hatjegy(i telefonszdmot alkothatunk a 2, 3, 5, 6, 7, 9
szdmjegyekbdl, amelyben a mdsodik jegy 3-as?

Miutdn a 3-as helyét rogzitettiik, a tobbi 5 helyre 5 kiilonbdzd szam-
jegyet  helyezhetink el, ez Py=5!-féleképpen Ilehetséges. Tehat
5!'=1:2:3-4.5 = 120 a megfeleld telefonszdmok szdma.

6. Héanyféle sorrendben rakhatunk ki a magyar kértyabo6l 8 piros és
8 z0ld lapot, ha egymds utan kiilonb6zd szinfi lapokat kell elhelyezniink?

A 8 piros lap egymdstdl mind kiilonboz6, tehat sorrendjiik Py=8!-
féleképpen adhaté meg; a 8 z6ld lapé hasonl6képpen. Minden ,,piros”
permuticié minden ,,z6ld” permuticiéval parosithatd, ez 8!-8! Iehe-
téség. Minden ilyen pérositisban az els6 lap szinét kétféleképpen véalaszt-
hatjuk meg, igy az el6irdsnak megfeleld kirak4si sorrendek szdma 2-8!-8!.

7. Egy 12 taga tarsasig kerek asztalnal foglal helyet. Hanyféle sor-
rendben llhetnek le, ha a helyek nem szdmozottak?

I. Megoldds:

A térsasig egyik tagja helyet foglal az egyik helyen. A tSbbiek lehet-
séges elhelyezkedését kell megadnunk. Ez 11 elem permutécidinak szama-
val, Pj,;=11!-sal egyenlS. Tehat a tarsasig a kerek asztal koril 11!-féle-
képpen helyezkedhet el.

1I. Megoldds:

Ha a tagokat egy sorban kellene elhelyezni, akkor nyilvdn 12 elem
permutici6jaro6l lenne sz6. Ha viszont a tagok elhelyezésében csak egymads-
hoz viszonyitott helyzetikk szdmit, vagyis a ,,sor”-t korré zarjuk Ossze,
akkor az elobbi elrendezésekbdl 12 mindig egyenérték(i. Tehat a lehet-

P, !
séges elrendezések szdma ~£=li= 11
12 12

11



8. Egy 14 taga tanccsoport kort alakit. Hanyféleképpen alakulhat a
tancosok sorrendje, ha a két legmagasabbnak egymés mellé kell keriilnie?

A két legmagasabb téncos kétféleképpen allhat egymds mellett. A t6b-
biek lehetséges elrendezddéseit mindkét esetben 12 elem permutécidinak
szama, P,=12! adja. Igy a tinccsoport tagjainak Osszes lehetséges meg-
felelo sorrendje 2-12!.

9. Egy kockaval hatszor dobunk egymas utdn. Hényféle olyan dobés-
sorozat van, melyben nincs tobb azonos pontszdmu dobds?

A dobéssorozatokban mind a 6 pontszimnak el6 kell fordy]pla. A do-
bott pontszamok sorrendje tetszbleges, igy 6 elem permuticiéi adjak az
eredményt, amely Py=6!.

10. Ha adott elemek szamdt 2-vel csokkentjilk, a lehetséges permuta-
ciok szdma % részére csokken. Mennyi volt az elemek szama?

Az eredeti elemszam legyen n. Ekkor a permuticiok szdma n!. Ha az
elemszamot kettovel csokkentjik, a permutdciok szama (n—2)! lesz.
A feladat szerint ennek 12-szerese egyenld n!-sal:

n! = 12(n—-2)\.
A bal oldalt a kdvetkez$ alakban is frhatjuk:
nn—-1)n-2)! = 12(n-2)".
Egyszerlisitve (n—2)!-sal:
nn—1) = 12;
n*—n—12=0.

Megoldjuk az egyenletet:

1+Y1+48 147,

nl,z = '—'2—‘ D) >

n=4; n,=-3.

A feladatnak csak n=4 felel meg, mivel negativ szim nem johet szoba.

Ellendrizziik a kapott eredményt: az eredeti elemek szémg 4, ekkor a
permutéciok szdma 4! = 1.2-3-4 = 24. Ha 2-vel csokkentjik az elem:
szamot, akkor 2 elemiink marad, ezek permuticidinak szdma 2. A lehetsé-

1 .
ges sorrendek szama val6ban 1—2 részére csokkent.

11. Héany otjegyli szamot frhatunk fel a 4, 4, 4, 5, 5 szdmjegyckbdl és
melyek ezek?

12

Az 6t szambol harom, ill. kettd egymassal megegyezd, igy lehetséges
sorrendjeik ismétléses permutéciokat alkotnak, amelyeknek szama:

5! 1.2.3.4.5
PPR=—_ =_ "~ "~
3120 1-2.3.1-2
A keresett Otjegy(i szdmok névekvd sorrendben a kovetkezdk:

44 455, 44545, 44554, 45445, 45454,
45 544, 54445, 54454, 54544, 55444.

10.

12. Hény olyan tizjegy{i szdmot irhatunk fel az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9
szamjegyekbdl, melyben e jegyek mindegyike eldfordul?

A keresett tizjegy(i szimokban mind a 9 jegy legalabb egyszer el6fordul,
ez pedig csak tigy lehet, ha az egyik jegy kétszer fordul el6, a tobbi egy-
szer. Ha mondjuk az 1-es fordul el6 kétszer, akkor 10 elem ismétléses permu-
taci6jarol van szo, mégpedig az elemek koziil kettd azonos; ezek szdma

10!
3= ETh Tekintve, hogy az ismétléds jegy az adott kilenc szam barmelyike

lehet, és mindegyikhez ugyanannyi szdmu ismétléses permutédci6d tarto-
!

10!
zik, Osszesen 9-57- tizjegyli szdmot kapunk.

13. Egy dobozban 16 golyd van, kéziiliikk 10 fehér, 4 piros és 2 kék
szinli. A 16 goly6t egymas utdn kihtizzuk a dobozbél. Hany sorrendben
huzhatjuk ki a golyokat, ha az egysziniieket nem kiilonboztetjiik meg?

Egy htzési sorrend 16 elem ismétléses permutdcioja, amikor az elemek-
bdl 10, 4, ill. 2 elem egymdas kozt egyenlS. Az dsszes ilyen sorrend szima

16!
tehdt Plpbi=—
101 412!

14. Hanyféleképpen tolthetiink ki egy totdszelvényt — ha 13 mérkd-
zésre tippeliink — gy, hogy 8 darab 1-es, 2 darab x-es és 3 darab 2-es
tipp legyen rajta.

A lehetséges tippek mindegyike 13 elem egy-egy ismétléses permuta-
cidja, mégpedig rendre 8, 2 és 3 egymas kozt egyezd elem esetén. Az eldirt
modon kitolthetd totdszelvények szama tehat:

po.as 13! 13-12-11-10-9-8!
13 =

TRTET 232 13.11-10-9 = 12870.

15. Egy haromemeletes, Uj épiiletben 14 lak4s van, mégpedig az els6
emeleten 3, a masodikon 4, a harmadikon 7. Hanyféleképpen koltdz-
hetnek be a kijel6lt uj lakok, ha csak azt figyeljiik, hogy hanyadik emeletre
koltoznek ?

A lakasok az elemek, igy 14 elemrdl van szd. Az azonos emeleten levs
lakdsok megegyezd elemeket jelentenek. Ha az egyes lakdkat gondolatban
sorba 4llitjuk és ugyanilyen sorban képzeljiik a megfeleld emeletet felirva,

13



akkor lathatjuk, hogy a bekoltozések lehetséges elrendezését 14 e!em ismét-
1éses permuticiéi adjék 3, 4 & 7 egyezd elem esetén, vagyis e szdm
]

pﬁ"":g—‘}‘%’—ﬁ = 7-10-11-12-13 = 120 120.

(%)

Pont helye a
Szamegyenesen

Megrett Jepésekt—|
szdma |

1. dbra

16. Egy pont egységnyi lépéseket tesz meg a szamegyenesen, pozitiv
vagy negativ irdnyban. Hanyféleképpen juthat el az orig6bol 15 lépéssel
a +3 pontba? (1. 4bra.)

A pozitiv irdnyba tett lépések szdma legyen x, a negativ irdnyba tett
1épéseké y. Az Osszes 1épés szdma x+y = 15. Bolyongédsa sordn a pont
helykoordinatija 1-gyel n6, ha a pont pozitiv irAnyba 1ép, negativ irdnyba
1épve pedig 1-gyel csokken. Tehadt a helykoordinita x-szer nd 1-gyel és
y-szor csokken 1-gyel valamilyen sorrendben, igy a pont az orig6b6l
kiindulva az (x—y) pontba jut, vagyis esetiinkben x—y = 3. A kapott
egyenletrendszer:

x+y = 15;
x—y = 3.

Ennek megolddsa x=9, y=6. Tehat 6sszesen 9 pozitiv és 6 negativ irdnyt
1épést kell tennie a pontnak, tetsz6leges sorrendben. A lehetséges sor-
rendek 15 elem ismétléses permuticidi, ha 9 és 6 egymdassal megegyezd
elem van, szamuk tehat

pro 150 _ 15-14413-12:10000
® T g6 6-5-4.3-2 - )

17. Egy dobozban két sarga golydé van. Hany darab piros goly6t kell a
dobozba tenniink, ha azt kivanjuk elérni, hogy a dobozban lev$ Osszes
golyokat egymdas utan kihuzva, 21 kiilénboz6 sorrend legyen lehetséges?
(Az azonos szinli golyokat nem kiilonboztetjik meg.)

A dobozban legyen a huzds elott » szimu golyd. Ebbol 2 sirga és
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n-2 piro_s._A huzésok lehetséges sorrendjeinek szdmét n elem ismétléses
permuticiéinak szdma adja, ha 2 és n—2 egyforma elem van:

P3"-2 = 21, vagyis
n!
20n—2)!

ezt masként irva:

21;

n—-2)!n(n—-1)
—_— =21,
2(n-2)!
egyszeriisités utdn:
n(n—1) = 42;
n*—n—42 = 0.
Megoldjuk az egyenletet:
1+V1+168 1413,
”1,2 = 2 = 2 ’

ny=7; ng=-—6.

A feladatnak csak n=7 felel meg. Az 6sszes goly6k szimanak a dobozban
7-nek kg'll. lennie, igy 5 piros goly6t kell a dobozba tenniink.

Ellendrizziik a kapott eredményt: 7 elem ismétléses permutécidinak
szdma, ha 2 és 5 egymaéssal megegyez5 elem van:

7 7.6
2,8 L —
P =5tz T2

18. Hényféle sorrendbe irhatok a PARALELOGRAMMA sz6 bet(ii?

A betiik szdma 14, ennyi elemiink van. Az A beti négyszer, az L, az
M és az R betli kétszer fordul el6. A 14 elem ismétléses permutacidinak
szdmat kell meghatiroznunk egyszer 4 és haromszor két, egymaéssal
egyezd elem esetén. Tehat a lehetséges sorrendek szama:

prata_ 14 5-67-8:9-10-11-12.13.14
T a2 2 =

=5:6-7-9-10-11-12-13-14.

19. Egy pénzérmét tizszer egymas utdn feldobunk. Hanyféle olyan
dobéssorozat van, amelyben 6 fej és 4 iras fordul el6?

A dobasok szdma adja az elemek szdm4t, ez tehat 10. A 6 fej és a 4 fras
megegyez6 elemeket jelentenek. A sorrendek szamat ismétléses permuta-
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ci6val kapjuk meg:

! .9.8.7.6!
Pt = _12_ = _19_9__8___ = 3.7-10 = 210.
6!4! 6!4.3-2-1

20. Hanyféle sorrendben kaphatunk egy dobc')kockéyal vég“zett kll’enc
egymas uta’flni dobas eredményeként 3 egyes, 3’kettes“e§ 3 .pt’c')s doba§t?
A dobésok szdma 9; ez az elemek szdma. A harorn, ki16nb6z6 eredmeng
mindegyike hiromszor ismétlodik. Az el8irt fe}geteleknek ,eleget teyq
dobéssorozatok szdma ezért ismétléses permutaciok szdmaként adédik:

91 9.8.7-6.5-4-3!
Pg,s,a — —_

= = = 8.7-6-5 = 1680.
313131 3.2.3.2.3!

Tehat a feltételnek 1680 kiilonbozd dobéssorozat felel meg.

21. Hany olyan nyolcjegyli szdm irhaté felaz 1, 1, 1, 2, 3,3, 3, 3 szam-
j kbol, mely 13-mal végzédik? . .
JegyAez elsé hatyhelyre két 1-es, egy 2-es és ’hérom' 3-as szamjegy keru!.
Osszes lehetséges sorrendjiiket tehat ugy széml’tjuk ki, hogy 6 elem ismétlé-
ses permutéciojat vesszilk két, ill. hdrom egyezd elem esetében:

1 .5.4.3!
poe — 6! =£ﬁ_3_= 3.5.4 = 60.
MDIEY 2.3!

Tehat 60 kilonbozd nyolcjegy(i, 13-ra végz6d6 szdmot irhatunk fel az
adott szamjegyekbol.

2. Kombinaciok

a) Legyen n szami egymastdl kiilonbozd elqmﬁnk. Ezek'b6l
k (k =n) elembdl 4ll6 csoportokat készitiink m}nden lehetséges
mdédon ugy, hogy a kivalasztott k elem sorrendjére nem va.tgyu'n!(
tekintettel. E csoportok az n elem k-adosztdly.ﬁ kombindcidi;
szamukat Ck-val jeldljiik és igy szdmithatjuk ki:

n! n L, ),
Mol = bélumot ,,» alatt a k”’-nak
C”_k!(n—k)! [k , mely szimbdlu
n n . o ”
olvassuk ; ebbdl lathato, hogy [ k] = {n _ k] . Ha afenti kifejezés-

n - r r r
ben (n—k)!-sal egyszerisitiink, akkor X kifejezését mas
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alakban kapjuk:

[n] _n(=1)-(n—k+1)
k) kGEk-1---2.1

Vegyiik észre, hogy ily médon — tehét a nevezében az egyes
tényezdt is kiirva — a szamlald és nevezd azonos szami szorzé-
tényezGt tartalmaz. :

b) Legyen n szamu kiilonboz3 elemiink. Ha ezekbdl k
elemet vélasztunk ki oly médon, hogy egyes elemek tobbszor
is szerepelhetnek, és az elemek sorrendjére nem vagyunk
tekintettel, akkor ezt a k elemet az n elem egy k-adosztdlyu
ismétléses kombindcidjdnak nevezziik. Az n elembdl Kivalaszt- -
hat6 kiilsnboz6 ismétléses kombinaciok szamat Chi-vel jelél-
juk, és igy szamitjuk ki:

ki _ |ntk—1
C"‘[ k ]

Gyakorl6 feladatok

1. Négy személy egyszerre érkezik egy kétszemélyes lifthez. Vizsgaljuk
meg, hanyféle moédon vélaszthatjuk ki koziilik az elsé menet két utasat.

Jeloljiik a személyeket A, B, C, D betiikkel. A betiik négy elemet jelol-
nek, melyekbdl két elembdl 4ll6 csoportokat kell képezniink, sorrendre
val6 tekintet nélkil. E csoportok 4 elem mésodoszidlyt kombin4cibit
adjdk, amelyeknek szdma:

C,_(4)_ 443
4_2— b .

Tehét 6-féle médon vilaszthatok a parok az elsé menethez.

2. Egy négytag csaldd telefonja kétszer szolalt meg egy estén. Szamit-
suk ki, hinyféle véltozatban vehették fel a kagylot, ha ugyanaz a személy
kétszer is felvehette, és a sorrendet nem vessziik figyelembe? frjuk fel az
osszes valtozatot!

A csaldd négy tagjat jeldlje A, B, C, D. Igy 4 elemiink van, amelyekb6l
kettes csoportokat kell késziteniink tigy, hogy egy elem kétszer is szere-
pelhet és sorrendjiik nem lényeges. A csoportok szima 4 elem masod-
osztély ismétléses kombin4cidinak szdméval egyenld, ez pedig

4+2-1y (5 5.4
' = = ]===10
) ( 2 ) (2) 21

2 Valészintiségszdmitas -



Ez a 10 valtozat a kovetkezd:
AA, AB, AC, AD, BB, BC, BD, CC, CD, DD.

3. Hanyféleképpen helyezhetiink el 5 levelet 16 rekeszbe, ha a levelek
kozott nem tesziink kiillonbséget és egy rekeszbe a) legfeliebb egy levelet
tesziink, b) tobb levelet is tehetlink?

a) A rekeszek 16 elemet jelentenek. Ezekbdl kell 5-8s csoportokat
kivalasztanunk a levelek szdméara tigy, hogy ugyanazt a rekeszt csak egy-
szer vilaszthatjuk ki. Tehat az Osszes lehetséges kivélasztdsok szdma
16 elem 5-6dosztilyd kombindcidinak szdmdival egyenl:

|- J—
16 —

1 +15-14-13-12
( 6) = -I-E—l——-- = 3.8-13-14 = 4368.

5 5.4.3.2.1

Tehat 4368-féle lehetdségiink van a levelek elhelyezésére.
b) Ha egy rekeszbe tobb levelet is tehetiink, akkor 16 elem 5-0dosztalya
ismétléses kombinaci6irdl van sz6. Ezek szdma:
20 20-19-18-17-16
Cil = ( ) = =3.16-17-19 = 15504.

5 5.4.3.2.1
Tehat ez esetben 15 504 modon helyezhetjiik el a leveleket a rekeszekben.

Sok, egészen mds megfogalmazisi kombinatorikai feladat
Iényegében a levél—rekesz-problémdval egyenértéki, ezért ér-
demes ezt a feladatot igen jol megjegyezni.

4. Lottéjatékon egy alkalommal 90 szdmb6l 5-6t sorsolnak ki. Hany
szelvényt kellene kitolteniink ahhoz, hogy biztosan legyen koztik oOt-

talalatos?
A 90 szadm az elemek szamat jelenti, amelyekbdl 5 kiilonb6z6 elembdl

4116 csoportokat kell képezniink. A csoportok tehdt 90 elem 5-ddosztalyt
kombindcidi, amelyeknek szdma:

= 43949268.

. (90} 90-89-88-87-86
Coo = T e A a1

5 5:4.3.2-1

Tehat 43 949 268 szelvényt kellene kitolteniink ahhoz, hogy biztosan
legyen ottalalatos szelvényiink.

5. Egyszerre harom kockdval dobunk. Héanyféle olyan dobdsi ered-
ményt kaphatunk, melynél ugyanaz a szdm csak egyszer szerepel, ha a
kockék kozott nem tesziink kiilsnbséget?

A kockakon hatféle szam szerepel, ezek a kiillonboz6 elemek. Ezekbdl
egy-egy dobds sordn 3 keriil foliilre. Ha azoknak a dobasoknak a szdmat

18

keressiik, amelyekben nincs azonos elem, akkor 6 elem h {
kombinacibit kell képezniink: ’ armadosztélyd

6) 6-5-4
C: = =" " —90.
¢ (3) 321 20

Azt kagtuk, hogy 3 kockdval 20-féle médon dobhatunk tgy, hogy
azonos szamok ne lépjenek fel.

y 6 A’z 6rsz'91gé.lati egységbéil egyszerre 4 ember 4ll Grségben. Hany
fqbol all az 6rszolgilati egység, ha orségre 1365-féleképpen lehet 4 ort
klvélasgtam?

Jeléljﬁk'az 6rsgolgé1ati egység 1étszamat n-nel. Az n elembdl 4-et min-
den lehetséges modgn — sorrendre valo tekintet nélkiil — kivalasztva, az
n elem' negyedosztalyd kombinacidit kapjuk. Ezek szdma 1365, tehat
felirhatjuk, hogy ’

. n=1D(n-2)(n-3)

C" = .
1331 1365;

n(n—1)(n—2)(n—3) = 32760.

1. Megoldds:
Egyenletiinket legegyszeriibben probalgatassal oldhatjuk meg: a ba

. .. 4__
oldalon négy, kozel egyforma szam szorzata 4ll, igy ezek értéke ¥32760=
=13,4 koriil van. n=14 mellett a bal oldal 14-13-12-11 = 24 024, ami

még kisebb a jobb oldalnal; n=15 mellett a bal oldal elgbbi E-szerese,
azaz 15-2184 = 32760, ez pedig egyenlé a jobb oldallal, tehat n=15.

II. Megoldds:

;’Eg'yenletiink algeb.rai eszk6zokkel is megoldhaté: a bal oldalon az
els6 és utolsd, valamint a két kozépsd tényezdt Osszeszorozva, az

(n*~3n)(n*—3n+2) = 32760

egyenletet kapjuk; az x = n®>—3n helyettesitéssel ez az
x342x = 32760

masodfoku egyenletbe megy 4t, amelybol

x+1 =+¥32761 =+181;
tehat
x; =+180 és X3 = —182.

Ha x,-et helyettesitjiik vissza, akkor
n*-3n—180 =0

2%
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és ebbdl
ne 3+V9+720 3427
= > ===
Benniinket csak a pozitiv egész megoldas érdekel, mely
n=15.

Ha x,-t helyettesitjiik vissza, akkor

n*-3n+182 =0,
amibol
3+Y9-728
=TT

Tehat itt nem adédik valés megoldas, vagyis egyetlen, szimunkra alkalmas
megoldas n=15.

Tehat az Orszolgilati egység 15 f6bol All.

Ellendrizziik a megoldast: 15 elem 4-edosztalyti kombindcidinak szdma:

ch o (15) _15-14-13-12
®7\4) T 43241

7. A 32 lapos magyar kartyabol hanyféleképpen hiizhatunk visszatevés
nélkiil 5 piros lapot? A sorrendet ne vegyiik figyelembe.

A 32 lapos magyar kdrtya 8 piros lapot tartalmaz. Az 5 piros lapot csak
ezek koziil valaszthatjuk. Tehat a csomag 8 piros lapja alkotja azokat
az elemeket, amelyeknek otodosztalyu kombindcibit kell képezniink.
Ezeknek szdma:

8 8:7-6:5-4
Ci= ——— = 8.7 = 56.

= 1365.

5) T 1.2.3.4.5

Feladatunknak az a feltevése, hogy a kartyacsomagbol a
lapokat visszatevés nélkiil huzzuk ki, azt biztositja, hogy a
kihtizott lapok k6zott nem lehet ismétlédés. Ezt a tovabbiakban
még sokszor felhasznaljuk.

8. Adott a sikban 10 4ltaldnos helyzet{i pont (azaz nincs olyan egyenes,
amely az adott pontok koziil 2-nél tobbon atmegy). Hany olyan egyenes
van, amely az adott pontok koziil ketton dtmegy?

A 10 pont az elemek szamdt jelenti; ezekbdl kell minden lehetséges
modon az egyenesek meghatdrozasahoz sziikséges két kiilonb6zd pontot
— azaz két elemet — kivalasztanunk. A pontok sorrendje tetszoleges,
igy a 10 elem masodosztilyG kombindcidinak szdmét hatdrozzuk meg:

o - 10)_10-9_45
7 2) 12

Teh4t az adott pontok 45 egyenest hatiroznak meg.
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9. 7 kiillonbozd sik legfeliebb hany olyan pontot hatdroz meg, amely
legaldbb hédrom sikra illeszkedik? (Ha hérom sik nem haladhat 4t egy
egyenesen.)

A legtdbb pontot akkor kapjuk, ha a sikok kéziil bairmely hdrom mas-
mdés pontban taldlkozik. Ekkor a sikok 7 elemet jelentenek, amelyekbdl
3 kiilonbozd elemet kell kivalasztanunk minden lehetséges modon, sor-

rendre val6 tekintet nélkil. Igy 7 elem harmadosztalyti kombindcibit
szamitjuk :

7y 7-65
G=||=-—"2=3s.
! (3) 1.2-3

Tehat legfeljebb 35 ilyen pontot kaphatunk.

10. Hényféleképpen toltheti még ki lottdszelvényét az, aki a 3, 7, 13
szamokat mar bejelolte a szelvényén?

A lottoszelvényen 90 szambol 5-6t kell megjeldlniink. fgy, aki mar
harmat beirt, még két szdmot valaszthat a fennmaradt 87 szam koziil.
Tehat 87 mdsodosztilya kombinaci6t kell képezniink, hogy az Osszes
lehetséges valtozatokat megkapjuk. Ezeknek szdma:

87) 87-86
Cl = =— = 3741,
87 (2) 12 3741

Vagyis 3741 kiilonbozé moédon fejezhetd be a szelvény kitdltése.

11. Tomboldn 50 jegyet adtak el. A sorsoldson eldszér 3 egyforma
kisebb nyereményt sorsolnak, majd a megmaradt szimok koézott két
egyforma nagyobb nyereményt, végiil az ezutdn megmaradt szamok kozott
a fonyereményt. A nyerd tombolajegyek héanyféle valtozata lehetséges?

Elészér 50 szambol hérmat valasztanak ki, amelyeknek sorrendje
tetsz6leges, vagyis 50 elem harmadosztilyt kombinécioit kell képezniink.
Ezeknek szdma: CS. Megmarad 47 szdm, amelybdl most kettSt vélasz-
tanak, és itt sem vagyunk tekintettel a sorrendre, igy 47 elem masod-
osztalya kombinacidit kell venniink, amelyeknek szdma C3,. Végiil 45
szam koziil sorsoljak a fonyereményt, itt természetesen 45 lehetség van.
A teljes sorsolds nyer6szamai lehetséges valtozatainak szadma:

50-49-48 47-46
€20 C%45 = (50] (47] 52099048

3) 2 1-2:3 1.2
= 50:49:4.47-46-45 = 953442000.
Tehat 953 442 000 valtozatban fordulhatnak el a nyerd szdmok.
12. A 32 lapos magyar kartyabol 10 lapot osztunk ki valakinek. Hiny-

féleképpen fordulhat el6 ilyen kiosztdsban, hogy a 4 4sz az illetohoz
keriil?
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A 10 lapbdl csak 6 lap valtoztathatd, ezek 28 lapbél valaszthatok.
Képezniink kell 28 elem 6-odosztalyG kombinécibit, amelyeknek szdma:

28 28:27:26+25-24+23
CS = = = 28.9.13.5.23 = 376740.

6 1-2-3:4.5-6
Tehat a 4 4szt tartalmazd 10 lap 376 740-féle m6don oszthatd ki.

13. Egy kozségben 35 telefondllomds van. Hanyféle helyi beszélgetés
létesiilhet a kozségben?

1. Megoldds:

Egy beszélgetéshez két el6fizetét kell kivalasztanunk. A 35 telefon-
4llomdas azoknak az elemeknek a szdmat adja, amelyekbdl masodosztalya
kombinacidkat kell késziteniink. A kombin4ciok szdma:

ck = (35)—35'34~35 17 = 595
*\2) 12 e

II. Megoldds:

Gondolkodhatunk a kovetkezdképpen is: A 35 eldfizetd mindegyike
az Osszes tobbi elbfizetével beszélgethet. fgy 35-34 beszélgetést kapunk.
Kozilik azonban kettd mindig megegyezik, hiszen mindkét beszéld
félnél egyszer szdmba vettiik. Ezért a lehetséges kiilonbozo beszélgetések
szdma annak a fele, vagyis

35-34
—— = 595.
2

Tehét 595 kiilonboz6 helyi beszélgetés fordulhat €l6.

14. Egy GszOversenyen az egyik versenyszimban 16 indul6é van. Ezeket
két 8-as csoportba kivanjak beosztani, mégpedig ugy, hogy a két favorit
egyazon csoportba keriiljon. Hanyféleképpen végezhetd el az a beosztés?

A két legjobbnak vélt versenyzé mellé még 6 indul6t kell kiszemelniink
a megmaradt 14-b6l. Képezniink kell tehit 14 elem 6-odosztilyt kombi-
nécibit, amelyeknek szdma:

co o M4B31211410.0
T 1.2.3.4.5.6 )

Tehat 3003 kiilonb6zd médon végezhetd el a versenyzk két csoportba
osztisa, a megadott feltétel betartdsival.

15. Hatan azonos jellegli munkit végeznek egy esztergamiihelyben.
Minden negyedév végén a legkevesebb selejtarut termeld jutalmat kap.
Egy év folyaman hényféleképpen alakulhat a jutalmazottak csoportja,
ha a jutalmazdsok id&ébeli sorrendjére nem vagyunk tekintettel?
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A 6 esztergélyos koziil négyet kell vdlasztanunk ugy, hogy egyes szemé-
lyek tobbszor is elofordulbatnak (sorrendjitk nem szdmit). Képezniink
kell tehat 6 elem 4-edosztaly ismétléses kombindcidit, amelyeknek szama:

- 9) 9-8.7-6
s [(6747T) )=—-—=126.
4 4) " 1.2.3.4

Tehat 126-féle médon alakulhat egy év folyaman a jutalmazottalé csoportja.

16. Egy tisztségre 3 jelolt van, ezekre 20-an szavaznak. Hanyféle ered-
ménnyel végzédhet a titkos szavazas, ha mindenki egy jeldltre szavaz?
(,,Eredményen” annak megadasat értjiik, hogy a 3 jelolt kilén-kilon
héiny szavazatot kapott.)

A szavazis végén a 20 szavaz6lap mindegyikén a 3 jel6lt valamelyikének
a neve all. A szavazélapok sorrendje nem szadmit, csupan az, hogy a jel6l-
tek kiilon-kiilon hény szavazatot kaptak. A szavazis minden lehetséges
eredménye tehat a hirom jelolt egy 20-adosztilya ismétléses kombina-
ci6ja. Ezeknek szama:

. (3+20-1 22)  22-21
c§°"=(+ ]=( ]=~—=231.
20 20 1.2

Azt kaptuk tehat, hogy 231 kiilénbozd eredménnyel zérulhat a szavazas.

(Vegyiik észre, hogy itt a probléma lényegében ugyanaz, mint amikor
20 levelet akarunk 3 rekeszbe elhelyezni, természetesen gy, hogy egy
rekeszbe t6bb levél is juthat.)

17. Allapitsuk meg — a miiveletek elvégzése nélkil — hogy hany
tagbdl 4ll a hatvanyozas és az Osszevonasok utdn a kovetkezd kifejezés:

Qa—b+3c).

A miiveletek elvégzése utan a betiikifejezések kitevSinek Osszege minden
tagban 5. Az egyes tagokban szerepld betiiket 3 betiibdl valaszthatjuk.
gy az elemek szdma 3 és ezekbdl kell az sszes lehetséges 5-Os csoportokat
képezniink, sorrendre val6 tekintet nélkiil. E csoportok szdma tehat 3 elem
5-0dosztalytt ismétléses kombinacidinak szdmaval egyenld:

ot — 3+5-1) B (7) _ 76543
& 5 “\5)  1.2.3.4.5 )

A fenti kifejezést tehat 21 tag Osszegeként irhatjuk fel a miiveletek elvég-
zése utan.

18. Egy gyermek 5 kiilonbozé fagylaltbol valaszthat egy haromgombo-
cos adagot. Hanyféle lehet6sége van a valasztisra? Az adagolas sorrend-
jére nem vagyunk tekintettel.

A fagylaltfajtdk szdma — vagyis az elemek szdma — tehat 5. Ezekbol
3-as csoportokat képeziink, melyekben a sorrend nem szdmit, és tobb
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gombéc is 4llhat ugyanabbdl a fagylaltbol. A csoportok szdmit 5 elem
3-adosztaly ismétléses kombindcidinak szdma adja, vagyis

o () = () - 182 s
3 3

19. Négy egyforma kockat feldobunk. Hényféle médon alakulhat a
dobés eredménye? (A kockékat nem kiildnboztetjiik meg.)

A 6 elembdl, melyet az egyes kockdk pontszdmai adnak, negyedosztalyd
ismétléses kombindcidkat kell alkotnunk. Ezeknek szdma:

6+4—1 9 9.8+7-6
o= (747) = 0) - 2228 - e
4 4 1.2:3-4

Tehat 4 kocka dobasakor 126-féle eredmény adédhat.

20. Egy arucikkbdl naponta 8 egyforma nagysdgl lada érkezik egy
tizletbe. Minden 14da tartalmazhat I., IL. vagy III. osztilya drut. Hanyféle
lehet6ség adodik az dru mindségének napi megoszlasira?

A minGségi fajtdk szdma az elemek szdmit adja, ez tehat 3. Ezekbdl
8-as csoportokat kell képezniink, sorrendre val6 tekintet nélkiil. fgy
3 elem 8-adosztalyG ismétléses kombinAciéit kapjuk, amelyeknek szdma:

3+8-—-1 10 10 10-9
Cg,i: + )= }=( ]=———=45.
8 8 2 1-2
Tehat a napi minGség megoszlasa 45-féle lehet.
(Itt 8 ,,levelet” helyeziink el 3 ,,rekeszben’!)

21. Magyar kartydb6l 5 lapot osztunk valakinek. Hanyféle valtozat
adédhat, ha csak a szineket vessziik figyelembe?

A négy szin az elemek szdmét jelenti. Ezekbdl az elemekbdl sorrendre
valé tekintet nélkiil 5-0s csoportokat kell képezniink (négy ,rekeszbe”
6t ,levelet” tesziink!) és ezek szdmAat meghataroznunk. Ezt 4 elem 5-6d-
osztalyu ismétléses kombinaci6inak szdma adja:

e [(HFSTIY (8 _(8)_8_-E=56
‘ 5 “\s) 3] 123 .

Azt kaptuk, hogy a szinek eloszldsa szerint az 5 lap 56-féle lehet.

22. Hanyféle szinii goly6t kell egy dobozba tenniink, hogy két, egymas
utdni hiazasndl 28-féle kilonboz6 lehetdségiink legyen, ha az elsGként
kihdzott goly6t visszatesszilk a dobozba és a golyok sorrendjét a kihuzott
paroknal figyelmen kiviil hagyjuk?
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A szﬁlgséges goly6k szdma legyen n. Ebb6l az n elembdl képezett masod-~
osztalyu ismétléses kombinaciok szdma 28, vagyis Cz!=28.

(n+§—l] = 28;

(n+1)n
= 28;
2
n*+n—-56 = 0;

—1+V1+4:56 _ —1+1225 _ —1+15

2 2 2

M=

A negativ gyok nem felel meg a feladatnak. fgy n=7 ad6dik. Ennyi a
sziikséges szinek szdma.

3. Varidciok

a) Legyen n szamu egymastdl kiilonb6z6 elemiink. Ezekbsl
tetszélegesen vélasztott k (k=n) kiilsnb6z6 elem egy meg-
hatarozott sorrendjét az n elem egy k-adosztdlyi varidcidjanak
nevezziik. Az n egymastol kiilonbozd elem dsszes k-adosztalyd
variaciéjanak szamat V¥-val jeloljiik, és igy szamitjuk ki:

n!
(n—k)!

b) Legyen n szamu kiilénb6z8 elemiink. Ha ezekbdl bar-
milyen k elembdl all6 csoportot valasztunk ki, melyben ugyanaz
az elem t6bbszor is szerepelhet, és az elemek sorrendjét is
figyelembe vessziik, akkor az n elem egy k-adosztdlyi ismétléses
varidcidjdt kapjuk; a kiilonboz6 ilyen ismétléses variaciok
szamat V%i-vel jeloljiik, és igy szamitjuk ki:

VEi = ¥,

Vk = =nmn—-1)--(n—k+1).

Gyakorl¢ feladatok
1. Négy sportrepiild felvaltva gyakorlatozik egy kétszemélyes gépen Ggy,

hqu két'egyﬁtt felszalld sportold koziil az egyik vezeti a repiil6t. Sza-
mitsuk ki, hanyféle ,,szereposztas™ lehetséges! Irjuk fel ezeket!
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1. Megoldds:

Jeloljiik a sportoldkat A, B, C, D betiikkel. A betiik négy elemet jel6l-
nek, amelyekbdl esetenként két kiilonboz6t valasztunk ki gy, hogy a
sorrendjiikre is tekintettel vagyunk (pl. elsd helyre irjuk a gép vezet6jét).
Képezniink kell 4 elem mdsodosztalya variacibit. Ezeknek szdma:

Vi=4.3=12

II. Megoldds:
Eldszor kivalasztjuk a négy kozil a gép vezetdjét, majd a fennmaradt
harom kéziil az utasat. Tehat a kiilonbozd valasztasok szdma 4-3 = 12.
Tehat 12-féle médon végezhetik el gyakorlataikat a repuldk. Az egyes
parositasok a kovetkezOk:

AB, AC, AD, BA, BC, BD, CA, CB, CD, DA, DB, DC.

2. Egy pénzdarabbal harom dobast végziink. Vizsgiljuk meg, hényféle
dobassorozat adodhat, ha a dobdsok sorrendjét is figyelembe vessziik!
frjuk fel a lehetséges sorozatokat!

1. Megoldds:

Egy dobas alkalmédval két lehetSségiink van. Jeloljiik ezeket F és I
betiikkel. E két elembdl harmas csoportokat kell képezniink, amelyekben
a sorrend is szamit. Ezek két elem 3-adosztalyti, ismétléses varidcio6it adjak,
amelyeknek szdma:

Vhi=28 = 8.

II. Megoldds:

Az elsé dobasnak kétféle eredménye lehet. Ezek mindegyikéhez kétféle
masodik dobéaseredmény tartozhat, ez Osszesen 2-2 = 4 lehetdség. Min-
den elsé két dobaseredményhez kétféle harmadik dobaseredmény tarsul-
hat, vagyis a hidrmas dobassorozatok szdma 2°=38.

Ez a nyolc sorozat a kovetkezd:

FFF, FFI, FIF, FII, IFF, IFI, IIF, IIL

3. Kilenc kiilonbdz6 szinbbl hanyféle haromszinii zaszl6 készithet6?
(Egy szin $em szerepelhet kétszer a zészloban.)

A kilenc kilonb6z6 szin adja az elemeket. Ezekbdl egy-egy zdszl6hoz
héarom szint kell kivalasztanunk, a sorrendet is figyelembe véve. Képez-
niink kell tehat 9 elem harmadosztalyd varici6it. Ezeknek szdma:

Vi =9.8-7 = 504.
Tehat 504-féle haromszinii z4szl6t készithetiink.
4. Egy rejtvénypalydzaton 3 kiilonbozd dijat sorsolnak ki a helyes

megfejtést bekiildok kozott. 78 j6 megfejtés érkezik be. Hanyféle eredményt
hozhat a sorsolas?
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1. Megoldds:

A 78 helyes megfejtés képviseli azokat az elemeket, amelyekbdl dija-
gottkén.t 3 elemet valaszthatunk — a sorrendet is figyelembe véve. Az
Osszes ilyen lehetdséget 78 elem harmadosztaly varidci6inak szdma adja
meg:

Vs = 78-77-76 = 456456.

II. Megoldds:

_ Azelsd kiosztand6 dijra 78 személy jon szamitésba. Ha a nyertest mér
klvélgsztottuk, akkor a masodik nyereményt mar csak 77 személy vala-
melyikének adhatjuk. Az elsé két dijazott minden kivéilasztiséhoz 76
lehet6ség van a harmadik nyerd személyére. A dijazas 78-77-76 = 456 456
kiilonb6z6 modon lehetséges.

Tehat 456 456-féle eredménnyel végzodhet a sorsolds.

é“f. Hany olyan négyjegyli szdm van, mely kiilénbdz6 szdmjegyekbol

1. Megoldds:

A 10 szdmjegy k6zo6tt szerepld 0 nem 4llhat a négyjegyii szdm elsd helyén.
El6szor szamitsuk ki az Osszes lehetdségeket, ezekben a 0 eldl is allhat.
Ekkor 10 elembdl 4-et véalaszthatunk, és a sorrendet is szamitdsba vesz-
sziik. A 10 elem negyedosztaly( vari4cidinak szdma:

Vi = 10-9-8-7 = 5040.

Ezutan szamitsuk ki kozilik azoknak a szdmat, amelyekben a 0 all elsl.
E szdmokat gy kapjuk, hogy a tobbi harom helyre 9 szdmjegy koziil
vélasztunk, a sorrendet is figyelembe véve. Ki kell szimitanunk 9 elem
harmadosztalyu vari4cidinak szadmat, ez

Vi =9.8.7 = 504.
Ezt a szimot az el6bbibdl levonjuk:
Vio— Vi = 5040 — 504 = 4536.

II. Megoldds:

Az elsd jegyet kilenc szamjegy koziil valaszthatjuk (hiszen nulla nem
é]}hat az els6 helyen). Ha ezt mar kivélasztottuk, akkor a masodik jegyet
mmdqn esetben szintén kilencféleképpen valaszthatjuk meg (az els6
szémjegy mar nem johet szoba, de a nulla igen). Ezt kivalasztva, marad
8 lehetOség a harmadik jegyre, végiil 7 az utolséra. Vagyis az eredmény
9:9.8-7 = 4536.

Tehdt 4536 olyan négyjegyli szdm van, amelyekben a szidmjegyek
kiilonbozok.

,6. Egy gakkversenyel} 12 sakkoz6 vesz részt. Kormérkdzést jatszanak,
glegpedlg ugy, hogy minden péar kétszer mérkdzik, masodszor a vildgos
€s sotét szinekkel forditva kiizdenek. Hany mérkdzésre keriil sor a ver-
senyen?
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A 12 részvevd jelenti azokat az elemeket, amelyekbdl egy jétszn}éhoz
kettét kell kivalasztanunk. A sorrendet is figyelembe yqsszuk. Az Osszes
lehetséges pérositast a 12 elem mdasodosztilyd varidciéinak szama adja

meg, igy
Vi, = 12.11 = 132,

Tehat a kormérkdzésen 132 jatszmdara keriil sor.

7. Egy osztaly 1étszdma 32. Egyik tanitdsi 6rdn a tanar 4 tanul6t akar
feleltetni. Hanyféle m6don vélaszthatja ki a feleloket, ha a sorrendet is
figyelembe vessziik ? . .

Az osztaly létszdma azoknak az elemeknek a szima, amelyekbdl —
a sorrendet is tekintve — négyes csoportokat kell kivalasztanunk. E cso-
portok szima a 32 elem 4-edosztilyt varidcibinak szdmaval egyenl6:

Vi = 32.31:30-29 = 863040.

Tehat 863 040-féle modon valaszthat6 ki a négy feleld, ha a sorrendet
is megkiilonboztetjiik.

8. Egy nyolctagi csaldd egy alkalommal négy szix.l.hézjegyet' kap.
Hanyféleképpen oszthatok ki a jegyek a csalddtagok kozott? (Mivel a
jegyek szdmozottak, a sorrendet is vegyik figyelembe!)

A csaldd nyolc tagjabol négyet kell valasztanunk és ezek sorrendjét i§
meg kell kiilon adnunk. Képezniink kell tehdt 8 elem negyedosztalya
varidciéit. Ezeknek szdma:

Vs =28.7-6-5 = 1680.

Tehat 1680-féleképpen oszthatd ki a 4 szinhdzjegy a 8 csalddtag kozott.

9. A konyvtar egyik olvaséja két konyvet valaszt egy konyvespolcrol.
Ezek sorrendjét is megkiilonboztetve, 2862 lehetOsége van olvasmanyai
megvalasztisara. Hany konyv van ezen a polcon? ) o

Jeloljiik a polcon levd konyvek szdmat n-nel. A vélasztdsi lel}ptésequ
szdma ezen n elem masodosztalyl varidci6inak szdmdaval egyenld, vagyis
V:=2862. gy

n(n—1) = 2862;
n*—n—2862 = 0.
Megoldjuk az egyenletet:

1+Y1+11448 _ 14/11449 _ 1:£107
e = 2 =T 2 T2

A negativ gyok nem adhat megoldast. fgy n=54. Tehat 54 konyv van a
polcon.
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10. Egy kockdval 6tszor dobunk egymds utin, Hany kiilonbdz6
dobassorozatot kaphatunk?

1. Megoldas:

Egy dobés alkalméval hatféle pontértéket kaphatunk. E hat elembdl
Otds csoportokat kell képezniink, amelyekben egyes elemek tdbbszor is
eléfordulhatnak, és a sorrend is szdmit. A lehetséges csoportok szdmit
6 elem 5-6dosztilyn ismétléses varidcidinak szdma adja:

Vii=65=7776.

II. Megoldds:

Az els6 dobas eredménye hatféle lehet. Ezek mindegyikéhez szintén
hatféle masodik dobaseredmény csatlakozhat, tehat az els6 két dobas
eredménye 6-6 = 6 m6don alakulhat. Mindegyikhez 6 kiilonb6z6 har-
madik eredmény tartozhat, tehit 62.6 = 6® harmas dobassorozat van.
Ezt az eljarast folytatva a negyedik, majd 6todik dobésra, 5sszesen 6°= 7776
kilonb6zd 6tos dobassorozatot kapunk.

Tehat 7776-féle dobassorozat lehetséges.

11. Hény szelvényt kellene kit6lteniink a toton, hogy az elsé 13 mérks-
zést az egyik szelvényen biztosan eltalaljuk?

Egy mérk6zésre hdromféle tippiink lehet: 1, 2, x. Egy szelvényen e
3 elembdl az elsé 13 mérk6zés mindegyikéhez egyet-egyet hozza kell
rendelniink. Az Osszes lehetséges esetek 3 elem 13-adosztilyu ismétléses
variicibinak szdméval egyenl6k, hiszen az elemek sorrendje is szamit.
Ezeknek a szama:

Vi = 318 = 1594323,

Tehdt 1594323 tot6szelvény kitoltése sziikséges a biztos 13 taldlat
eléréséhez.

12. Egy fogészati rendeldintézetben 5 szobdban folyik egyidében ren-
delés. Az érkezd betegek barmelyik kezelSorvosnal jelentkezhetnek sor-
szamuk bead4sival. Hanyféleképpen jelentkezhet valamely napon az
elsé tiz beteg az 5 orvosnal?

Minthogy 5 szobaban folyik rendelés, minden beteg ezekbdl az egyiket
vélaszthatja és ugyanabba a szobdba nyilvin tobb beteg is jelentkezhet.
fgy 5 elembd] kell 10-es csoportokat képezniink, sorrendjiiket is szdmitdsba
véve. E csoportok szdmat 5 elem 10-edosztily ismétléses varidcidinak
szdma adja, amely

V3" = 510 = 9765 625.
Tehdt a 10 beteg 9 765 625-féleképpen jelentkezhet rendelésre.

13. A kettes szdmrendszerben hany valédi nyolcjegyli szdm van?
A kettes szdmrendszerben csak a 0 és az 1 szamjegyekbdl allnak a
szdmok. Valédi nyolcjegyli szdm elsd jegye csak 1-es lehet. A tobbi 7
jegyet két elembdl valaszthatjuk, tekintettel a sorrendre is. Az Osszes
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lehetSséget 2 elem 7-edosztalyt ismétléses varidcibinak szdma adja:
Vit=27=128.
Tehat 128 valodi nyolcjegy(i szdm van a kettes szimrendszerben.

14. Nyolc kiilonbdz6 zenei hangbo6l 5-6t egymds utén lejatszunk.
Hi4nyféle valtozat lehetséges?

A nyolc zenei hang 8 elemet jelent. Ezekbl 5-6s csoportokat képeziink
gy, hogy sorrendjiiket figyelembe vessziik. A lehetséges csoportok szama
egyenld a 8 elem 5-6dosztaly( ismétléses varidcidinak szamaval; ez

p31=85=32768.
Tehat 32 768-féle valtozatban szélalhatnak meg a hangok.

15. Hat szamot tarcsdzunk a telefonkésziiléken. Hanyféleképpen lehet-
séges ez?”

‘A késziiléken 10 szamjegy van. Ezekbdl valasztunk ki 6-0s csoportokat
tigy, hogy a sorrendet is figyelembe vessziik. E csoportok szama 10 elem
6-odosztalya ismétléses varidcidinak szdmdival egyenld, vagyis

Pt =10%=1000000.
Tehit 6 szdm tarcsazasakor 1000 000 lehetdséglink van.

16. Tetszleges 6 szamot a négy alapmiivelet, vagyis Osszeadas, kivonas,
szorzés, osztds jeleibsl vélasztott 5 miiveleti jellel kapcsolunk Ossze.
A szokdsostol eltéréen abban dllapodunk meg, hogy a miiveleteket min-
den esetben a mifiveleti jelek felirasi sorrendjében kell elvégezni. A kapott
szimtani kifejezés értékét kiszdmitjuk. A miiveleti jeleket vdltoztatva,
hény kiilonféle végeredményt kaphatunk?

A miiveleti jelek az elemeket jelentik, amelyekbdl 5-6t kell egy-egy
kifejezés képzésekor kivalasztanunk, a sotrendet is figyelembe véve. Ha
igy mindig elvégezhetd a szAmités, és ha az eredmény esetenként mas és
mas, akkor az Osszes lehetOséget 4 elem 5-0dosztalyt ismétléses varid-
cidinak szama adja:

Vi=45=1024.
Tehit 1024 kiilonbozé eredményt kaphatunk.

17. Rulettjatéknal egy jatszméban a goly6 37 szdmozott hely valamelyi-
kén 41l meg. Hanyféle eredménye lehet hirom jtszmanak, ha azok sor-
rendjét is figyelembe vesszik?

A szamozott helyek az elemeket jelentik, amelyekb6l hirmas csoportok
alakulnak. Az Osszes lehetséges csoportot — ha a sorrendet is megkiilon-
boztetjik — 37 elem harmadosztalyt ismétléses varidcioi adjak. Ezeknek
szama:

Vit =373=50653.

Tehat a 3 rulettjdtszmiban 50 653 féle valtozat johet létre.
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18. A kétféle morzejelbdl, vagyis pontbol és vonalbdl, 5-6t i
egyI:‘na]i(iS t}xgin Hényli}(yéen OtOs jelsorozat 1étezik ? > 370t frunkc fel
} e morzejel két elemet jelent, amelyekkel 5 helyet kell betolteni
rogzitett sorrendben. A lehetséges jelcsoport -6 a
ismétléses variacidinak szélma:g ! portoks sz4ma 2 clem 5-Sdosztdly
Vet=25=32.
Tehat 32-féle jelcsoportot frhatunk fel.

19. Egy vizsgdn a jelolteknek 8 kérdést tartalmazé lapot
ki. Az egyes lgerflések mel}ett 4—4 vélaszt tiintetnek fel, mglyek?eizzt:na]g(
q, D betiivel Jelolnek: A jelolteknek a kérdésekre egy-egy betii kivélz’isz-’
tasdval kell vélaszolniok. Hanyféle kiilénbozb vilaszsorozat lehetséges?
: Az egy kérdésre .adhaté vélaszok négyfélék. Ez 4 elemet jelent, amely:
yel 8 egymds g,tém helyet kell (a sorrendet is figyelembe véve) kitolteni
Az Bsszes lehetbséget 4 elem 8-adosztalyn varidcibinak széma adja: )

Vi =48=66536.
Tehit a kilonbozé vélaszsorozatok szdma: 66 536.

20. Legaldbb hany szdmjegyre van sziikség ahhoz, ho Otj
szdmot _irhassunk fel ezek felhasznal4sival? (%\ nemz’valétgﬁ, ggzg}?itij @sgzyai(f
moka't. is ﬁgyelegnbe vessziik, tehdt ahol az els6 helyen nulla &l11)

Jeloljik a szuk§éges szamjegyek szdmat n-nel. Ez az n szdmjegy az
elemek szdmdt adja, amelyekbdl 6todosztalyu ismétléses varidcidk képzé-

sével kapjuk az Otjegyli szdmokat. A ko 8 Osszefil
n-re teljesiilnie: Ovetkezd Osszefiiggésnek kell az

V51 =243, masképpen
n=243;
6._
n = Y243,
n=3,
Tehét legalabb 3 szamjegyre van sziikségiink.
21. Az 1, 2, 3, 4 szimjegyekbdl legalabb hadny jegyb6l 4116 szdmokat
kell felirnunk ?.hh’oz, }'wgy legalabb 1024 kilonb6zdé szdmot kapjunk?
Legyen a sziikséges jegyek szdma k. A 4 szdmjegybdl mint elemekbd]

képzetg k-adosztalyt ismétléses varidciok adjik a lehetséges szamokat. -
Ezek Osszes szdmdnak a kovetkezd Osszefiiggésnek kell eleget tennie:

Vit=1024;
mésképpen:

4=1024;
ebbdl:
k=5.

Tehét legalabb 5 jegybdl 4ll6 szdmokat kell felirnunk.
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4. Vegyes feladatok

1. Egy sakktdblira hanyféleképpen allithatunk 8 babut ugy, hogy min-
den szammal jeldlt és minden betiivel jelolt sorban csak egy babu 4lljon?

A betiivel jelolt sorok eredeti sorrendjéhez a 8 szdmozott sor egy-egy
tetszOleges sorrendje tartozhat, és az ily médon ad6édé kockdkba helyez-
ziik el a bibukat. Az &sszes lehetséges sorrendet a szimozott sorok mint
elemek permuticiéi adjdk, amelyeknek szdma:

Py =8! = 1.2-3.4:5-6-7-8 = 40320.

Tehat 8 babut a fenti feltételeknek megfeleléen 40 320-féleképpen
helyezhetiink el egy sakktdblan.

2. Egy dobozban 5 kék és 6 piros szamozott golyé van. Elészor egy
piros goly6t, majd egymds utdn 6t kéket, végil ismét egymdas utdn Ot
pirosat htizunk ki visszatevés nélkil. Hanyféle sorrend alakulhat ki?

Tekintve, hogy az egyes huzasok alkalméaval a kihuzott golyé szine
adott, és minden goly6t kihtuzunk, igy csak az azonos szinii golyok egymas
kozti sorrendje valtozhat. A 6 piros golyé sorrendje Pg-féle, az 5 kék
goly6 sorrendje P;-féle lehet. Az Gsszes lehetséges sorrend ezért:

Py-Py = 615! = 6:(5!)* = 6-120* = 86400.

3. A0, 1,2, 3, 4 szamjegyekbdl hany olyan valédi 6tjegyli szam irhat6
fel, amelyben legalibb az egyik szdmjegy ismétlodik?

A szadmitast ugy végezziik, hogy el6szor az adott szamjegyekbdl all6
Osszes valodi Stjegyli szamok szdmdat allapitjuk meg, majd ugyanezen
szamjegyekbdl 4all6 olyan valodi Otjegyliekét, amelyekben ismétlodés
nincsen, ezutin az elébbiek szamabol kivonjuk az utdbbiakét. Eloszor
vizsgiljuk meg, hany valédi 6tjegyli szimot kapunk a 0, 1, 2, 3, 4 jegyekbdl.
Az elsd helyre 4-féle szamjegy irhatd, a 0 nem. A tobbire viszont 5-féle.
Osszesen tehat 4-5¢ ilyen Otjegyli szdm van. Most azokat szamoljuk
Bssze, amelyekben nincs ismétlddés. Itt 5 elem permuticidinak szdmét

1
kellene venniink, ha az elsd helyen allhatna 0 is; ezek —S-részében a0all
4
elsd helyen, ezért csak a —5~ résziikk megfelelo, vagyis

4 4

— Py = —5! = 4.4,

5 5

Az el6bbiek szamdabébl kivonjuk az utdbbiakét:
4.54—4.4) = 4.625—4-24 = 2404.

Tehéat 2404-féle olyan 5 jegyli szdmot irhatunk, mely a feltételeknek
megfelel.
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4. Hiny betiicsoportot képezhetiink az
) ! a, e,
gg', llmlc;gy Iléliildfelll betlicsoportban 5 betii Je
ssalhangz elviltva kovetkezzenek, és egyi 11 ismétld;j
” . z i< gylk bet y S
A betiicsoportok egyik része 3 maginhangz6bél és 2u nfgssl:lrl?:gggg%g

all. Ekkor az 5 ma_gfinhangzobél vélasztunk 3 kiillénbozot, és sorrendjiiket

i,0,uésl, m, n, s betiikbsl

Vi-vi.

Ha viszont a betiicsoport 2 mags 5

> I ganhangz6bél és 3 m4
algkor az s maganhgngzobél vélasztunk ki kett6t és ;na
harmat. Az ilyenfajta betiicsoportok szima:

VE.p3.
A kétféle betiicsoport szamat Osszeadjuk ;

VE-VitViVi=5.4.3.4.315.4.4.3.2 — 5:4:4.3(3+2) =
= 25.48 = 1200.

Tehdt a fenti feltételeknek megfeleld betiicsoportok szdma 1200

ssalhangz6bél all,
4 méssalhangzébol

S. Vivéedzésen 15 vivobé i ideis s
haték ki a pérok? iv6bOL6 par viv egyidejtileg. Hanyféleképpen valaszt-

1. Megoldis:

El6szér azt a 3-at valasztjuk ki, akik i
t 't val; uk ki, nem vivnak. Szdm 3
?s Tz?rﬁli?ggo a1k2kv1v6bollailht_luk Ossze a parokat. Ha a ;éﬁoius.ofrz;tdéjg
, or az elsd 3 Asodi 3
S szémil fo part C%,;, a masodikat C3, stb.-féle médon
12°Cho+ C3- C2-C3

lenne. Minthogy a sorrendjiik i
fin nem
elrrendezesemek szamaval, ] Sramit

ségek szamat:

15) (12
aaaaaa (3)F)E) 660G
P, - 6! =
15! 120 100 81 6 4

3112! 21101 218! 216! 2141 2121 15!
_ 12! !

imit, e szdmot a 6 par lehetséges
Pg-tal osztani kell. Most kiszamitjuk a lehe%é’u-

6! T 3162 <
_ 15-14-13.12.11-10.9.8-7 @

3.2.2¢

=4729725,

I1. Megoldis:

A 15 vivét 7 csoportba kell elosztanunk: 6 j
t7 . ] : 6 jatszOparba 12-t i
cszzgpgtrtot a Jétgkb()l lgmaradok alkotjak. Ha a viv%pérz:)k s&rrinz;dli];
mitana, a kdvetkez8képpen hatdrozhatnank meg a lehetséges esetek

3 Val6szinfiségszdmitas
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szamat. A vivok névsordban minden név mellé odairva, hogy az illetd
hanyadik csoportba keril, a 2—2 db 1-es, 2-¢s, ..., 6-08 és 3 db 7-es egy-
egy ismétléses permutdciojat kapnank. Ezek szdma Osszesen:

15!

Ph2.o%3 —

1 @ns-3t°

A 6 vivépar lehetséges sorrendjeinek a szdma Pg; ha a parok sorrendjét
nem akarjuk figyelembe venni, ezzel kell elosztani a fenti eredményiinket:

15!
Pyt Py = 6l = 4729725,

Tehat 4729 725 féleképpen vélaszthatd ki a 6 vivopdr.

6. Egy raktirpolcon 15 tveg bor all. Ezekbdl 10 iivegben fehér és 5
{ivegben vords bor van. Hényféleképpen valaszthatunk 6 palackot ugy,
hogy koztik éppen kettében legyen voOros bor.

A 10 iiveg fehérborb6l 4-et kell valasztanunk, sorrendre vald tekintet
nélkiil. Erre C%, lehetdségiink van. Az 5 iveg vorésborbol 2 palackot
az elobbiekhez hasonléan C2-féle modon vélaszthatunk. A két kivalasz--
tast minden modon parosithatjuk, ezért lehetBségeik szdmanak szorzatat

kell venniink :

10\ (5) 10-9:8:7 5.4
ChC? = - T =2100.
4)2) T 1234 12

Tehat a 6 palackot 2100-féleképpen valaszthatjuk ki.

7. Hényféleképpen lehet 4 egyenld nagysagu részre osztani a 32 lapos
magyar kartyat ugy, hogy a négy 4sz az egyik részbe keriiljon?

A négy 4szhoz még négy lapot vélasztunk a tobbi 28 lapb6l. Ez Cje-
féleképpen lehetséges. Ezzel az egyik csoport elkésziil. A tovabbi hdrom
nyolcas csoportot ezutin a megmarad6 24 lapb6l valasztjuk. Ha a cso-
portok sorrendje is szdmitana, akkor ezek kozil az elsét C3y, a maso-
dikat C% moédon lehetne valasztani, a harmadik pedig mar ezekkel a
valasztasokkal egyértelmiien meg lenne hatdrozva, vagyis a harom nyolcas
csoport megvalasztisira az Osszes lehetSség C:,C3 lenne. A nyolcas
csoportok sorrendje azonban tetsz6leges, és igy P, szami olyan elrendezés,
mely csak a harom csoport sorrendjében kiilonbozik, mindig azonosnak

tekinthet. Az Osszes lehetdség igy:

[28] (24] (16) 28! 24! 16!
chehch  L4)(8)8) 4241816l 8181 28!
P, 3! h 3! 3141812

8. Egy tarsasigban 7 fit és 5 ledny van. Hanyféleképpen alakulhat
beldlik 5 egyszerre tdncolo par?
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1. Megoldis:

Az 5 ledny mindenképpen tancol. A 7 fitib6l 4
. P " . az 5 tancold Cs-féleké
Za;ag,zthato ki. Ha mdr valahogy kivélasztottuk, ‘hogy kil?fgzﬂ(lfptp’en
50 él;, akkor a ldnyokat egy bizonyos sorrendben felallitva képzelv an-
a barmely sorrendben feldllhat; e sorrendek szama P pzelve, az
lehetdségek tehat: 5. Az Gsszes

7 7! 7!
CiP, = l=— .51 = —
7 Ps (SJ 5! 5120 5! == 7-6-5-4.3 = 2520.
II. Megoldds:

Az 5 leAny mindenképpen téncol. T i
. 5 I . Tehat valamilyen sorre -
aslcl’lgz:d%l;eté gﬁ l?aféﬁs’e};g% 'hzli(qyzti'«;i]eképpen éllithgtjuk velﬁllzdst;?nll:fail
ukat. A: 1a kivalasztdsara 7 lehet6sé Ba
vélasztottuk ki az elsét, a masodik A Seéoin ey
b ok 4 az o ikra mér csak 6 lehet6ségiink maradt

7-6-5-4-3 = 2520.
Tehat 2520-féle valtozatban t4ncolhat 5 par.

9. Hény kilénb6z6 mddon olvashati i 0

juk ki a kévetkezd 6 allitasbo
gOtI:/t[)ATEMATIKA sz0t, ha a bal fels6 sarokb6l kiindulva eg;-sezgsa; 1;232;2}
Jobbra vagy lefelé haladunk, mig a jobb als6 sarokba nem ériink:

1. Megoldds:

Osszesen 9 1&pést kell tenniink, mégpedi épést j

S 1 9 Iépést kell , mégpedig 4 1épést jobbra S

iefzeills. E_kftfgj'ta" 1épés minden lehetséges sorrendjghezjegy kioélflaieilsélzgf

kq ! s lfulonbozo sorrenglek mellett kalénbozé utvonalakon torténik a
iolvasis. A lehetséges k}olvasésok szdma e kétfajta 1épés lehetséges sor-

rendjeinek — tehat az ismétléses permuticidinak a szimdval egyenl6:

9! .8.7.
Py = — 9 8_7_6.=126
415! 4.3.2
1I. Megoldds:

Osszesen 9 1épést kell tenniink i § j
: , mégpedig 4 1épést jobbra és 5 1épé
let:elé. Ezeknek minden leh’etséges sorrendje egy kiolv;sési modot :ggf
;nengeii. Ha az egyik irdnyu lépések helyét kivalasztjuk, akkor ezzel mér
2 al;in :k ﬁ;ﬁzgziipé;eli _t t.el?ét a kiolvasasi méd is — egyértelmiien meg
- Tekintsik — mondjuk — a jobbra irdnyulé 1épések
helyének megvilasztasait: ezek mindegyike 9 elem egy neg;zledoszliaei?Sﬁ

3%
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kombinacidja. Szamuk tehat
9 9.8-7+6

Ci= = ——=126.
’ (4) 4.3.2-1

Tehat a MATEMATIKA sz6t 126-féleképpen olvashatjuk ki az elren-
dezésbil.

10. Egy uttorécsapat szamhaborara késziil. Ehhez piros és kék szinii
szamjegyeket festenek lapokra, mégpedig a 4, 5, 6, 7, 8 szamjegyeket
valasztjdk. A jaték kezdetekor minden részvevd hirom azonos szinii és
kiilénb6zd szamjegyet mutatd lapot kap és ezeket tetszbleges sorrendben
j6l lathatéan homlokdra koéti. A két szin alapjan két csoport alakul ki,
&s ezek vivjak meg a szdmhaborut ugy, hogy igyekeznek a mdsik csoport
tagjainak szdmait leolvasni. Hany 1itt6r6 vehet részt a jatékban?

Az azonos szinli szamok viseléi 5 szdmjegybdl harom kilonbozét
kapnak, a jegyek sorrendje nem érdekes. Az Osszes lehetdséget 5 elem
3-adosztalyu kombindcidinak szdma adja, vagyis C3. Minthogy kétféle
szinbdl alakul a két csoport, a jatékosok szdma ennek kétszerese lehet:

208 =2 5)—~25'4—2o
S 7 R T R

Tehat 20 1ttdord vehet részt a szamhabortban.

11. Egy rejtvénypélyazat els6 4 helyezettje kozott 10 konyv keril
kiosztasra, mégpedig ngy, hogy el6szor az elsd helyezett vélaszt 4 konyvet,
utana a masodik harmat, majd a harmadik kettdt. A negyedik helyezett
a megmaradé konyvet kapja. Hanyféle elosztas alakulhat ki?

1. Megoldds:

Az elsd helyezett Cio-féle médon valaszthat. A masodik a megmaradt
6 konyvbsl harmat Ci-féleképpen vélaszthat. A harmadik pedig C3-féle
médon valaszthat két konyvet a harombol. Az egyes lehetGségek szamét
ossze kell szorozni. Tehat

10) (6Y(3) _ 10! 6 3!
cheict ( ] ] ) 2% 2 12600.
4)3J\2

II. Megoldds:

Készitsiik eld a konyvek kiosztdsat ugy, hogy a konyvek listijara min-
den konyv mellé odairjuk, hogy a verseny hanyadik helyezettje kapja az
illetd konyvet. A 10 konyv cime mellé tehat az 1, 2, 3, 4 szimokat irjuk,
mégpedig az 1-est 4-szer, a 2-est 3-szor, a 3-ast 2-szer és a 4-est 1-szer.
Az Osszes lehetdség szdma tehat az ezekbdl az elemekbd] képezhetd ismét-
1éses permutaciok szdmaval egyenld:

10!
4,32 _ _
PPt = YTETEY] 12 600.

Tehat a sorsolas 12 600-féle eredménnyel végzddhet.
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12. Hany kj.'llénbézé elembdl képezhetiink 176-tal tobb harmadosztalyt
ismétléges variaciét, mint harmadosztilya ismétlés nélkiilit?
Jeloljiik az elemek szamat n-nel. A kovetkezd Osszefiiggés 4ll fenn:

Val-vE = 176;
n—nn—1)(n—-2) = 176.

A miiveleteket elvégezve és egyenletet rendezve, a harmadfoku tagok
kiesnek és a kapott mdsodfokd egyenlet gyékei:

44

m=8 é n=——.
6

A fe]adgt megoldasa csak pozitiv egész szim lehet, igy az elemek szama 8.

Ellenbrizzitk a kapott megolddst: 8 elem harmadosztalyt ismétléses
varidcioinak szdma V3i=83=512, az ismétlés nélkili vari4cidk szdma
Vi =8-7-6 = 336. A kettd kiilonbsége 512—336 = 176.

) 13. Kilenc .ember csénakazni késziil. Harom csénak all rendelkezé-
sqkre. Az egyik négy-, a masik hirom-, a harmadik kétiiléses. Hanyféle-
képpen foglalhatjdk el a csénakokat? Egy csénakon beliil a helyek sor-
rendje nem szamit!

1. Megoldis:

Az elsé csénakbg keriilé 4 személy a 9-b6l Cj-féleképpen, ezek mind-
e'gylkéh'ez a masodik csénakba a megmarad6 5 emberbdl 3 személy C2-
féle moédon vilaszthatd, igy mar csak 2 f6 marad és ezek a harmadik

csénakba keriilnek. A kétféle valasztési lehetoség szamanak szorzata adja
meg az Osszes kiilonb6zd lehetdség szamat:

9) (5) 9 5! 9! 9:8:7-6-5

cict = = .2 = _
oee (4 3) 41513121 413121 322 1260

II. Megoldds:

Tegyiik fel, hogy indulds el6tt minden részvevd megkapja a csénakja
szamat: felallitjuk Oket valamilyen sorrendben és kiosztunk ko&zottik
4 db 1-est, 3 db 2-est és 2 db 3-ast. A lehetséges esetek szama tehat ezen
elemek ismétléses permutacidinak a szamaval egyenls:

Pg,a,z —

Tehat a 9 ember 1260-féleképpen helyezkedhet el a csdnakokban.

] 14.’ 20 lédg arubol 15 1dda elsbosztalyu, a tébbi masodosztalyn. Hany-
féleképpen valaszthatunk ki 5 14dat ezekbdl tigy, hogy legfeljebb 2 méasod-
osztalyu legyen koztiik?

Vélas"zthatunk ugy, hogy az 5 kozott nincs masodosztalya 4aru, ekkor
a 15 elsbosztalyubol Ci; -féle valasztési lehetdségiink van. Lehet, hogy egy
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méasodosztalyut valasztunk ki és négy elsdosztalytt, ekkor CiCis a lehetb-
ségek szama. Ha két masodosztalyat vesziink ki és harom elsGosztalyut,
akkor a valasztasi lehetdségek szdma C:C3s. Ezeknek a valasztasi leheto-
ségeknek a szdmat Gssze kell adnunk:

aracsraa=(5)+() (5)+6)(5) -

15-14-13-12-11 +5e 15-14-13.12 +5_-‘1 15-14-13
5.4.3.2 4.3:2 2 3.2

3003 + 682544550 = 14378.

Tehat az 5 1adat 14 378-féleképpen valaszthatjuk ki.

15. Egy kock4val haromszor dobunk egymés utdn. Hény olyan dobas-
sorozat fordulhat eld, amelyben a 6-os dobas is szerepel?

Az Osszes lehetséges dobassorozat szamat akkor kapjuk, ha kiszamit-
juk, hogy 6 elembdl hényféleképpen képezhetdk 3-as csoportok, a sor-
rendet is figyelembe véve, és ismétlddéseket is megengedve. Ez a szam
V31, Ezutdn azoknak a 3-as dobassorozatoknak a szamat hatdrozzuk
meg, amelyekben 6-os dobds nem fordul el6. Ezekben 5 elembdl valasz-
tunk 3-at, sorrendjiiket is figyelembe véve, és ismétlddéseket megengedve.
fgy V%1 szamu dobdssorozat lehetséges. Az elobbiek szdmabol kivonjuk
az utobbiakét:

p@l—pii = 63—5% = 216—125 = 91.
Tehét 91 olyan 3-as dobéssorozat van, amelyben 6-os dobés fordul el6

16. Az 52 lapos bridzskéartydban 4 4sz és 4 kirdly van. Szétosztjuk a
lapokat tGgy, hogy 4 jatékosnak 13—13 lapot adunk. Hanyféle olyan
szétosztas lehetséges, melynek sordn a 4 jatékos mindegyikének 1—1 ész
és 1—1 kiraly jut, ha a jatékosok sorrendjét megkiilonboztetjitk ? .

A 4 4sz lehetséges sorrendjeinek szdma P,, ugyanennyi a 4 kiralyé is.
A tobbi 44 lapbol 11—11 jut minden jatékosnak. Az elsének juté 11-et
Cli_féleképpen valaszthatjuk, a mdsodiknak a megmarad6é 33 lapbdl
11-et Cli-féleképpen, a harmadiknak 22 lapbél valasztunk, erre Cij
szamu lehetdség van. A megmaradt 11 lap jut a negyedik jatékosnak.
Az Osszes megfeleld szétosztds szdmat megkapjuk, ha az egyes eddig
megallapitott lehetdségek szorzatat vessziik:

. 4 33) (22
@y-cienci= @ (1) (3) (7)) =
44! 33! 22! (41)244!

33!11!.22!111 i (ne

17. Egy gépkocsivezetd négyiiléses kocsijaval 9 személyt akar 3 cso-
portban egymas utin elszallitani. Hanyféleképpen teheti ezt, ha a leg-
idBsebb személyt az elsd menetben szallitja?

= @)

38

Az els6 menetben a legidésebb személy- mellett még 2 személy szallit-
haté. E;eket 8 emberbdl vélasztja ki. A valasztasi lehetdségek szama itt
C:. Még 6 ember varakozik, amikor visszatér. Ezekb6l C32-féleképpen
vélaszthatja ki a masodik menetben utazékat. A tobbi személyt viszi
utoljara. A kétféle vélasztasnal kapott lehetdségek szamanak szorzatit
kell venniink :

8) (6 8! 6! 8! eT7e65-
ﬁ@=()() _1654 s

2)3) T 2er s T 213131 T 2.3.2
A gépkocsivezetd tehat 560-féleképpen valaszthatja ki az utasokat.

18. Egy vasiti szerelvény a mozdonyon kiviil 9 kocsibol all. Hanyféle
sorrendben kapcsolhaték a mozdonyhoz a kocsik, ha kéziiliik 5 személy-,
3 halo- és 1 étkezbkocsi van, és az azonos fajtdjuakat egymas kdzt nem
kiilonboztetjik meg?

A 9 kocsi az elemek szdmét jelenti, melyek kozott 5, ill. 3 megegyez6
van. A lehetséges sorrendek szdmat tehat ismétléses permutacidval szi-
molhatjuk ki:

Tehat a szerelvény 504-féle médon kapcsolhatd Ossze.

19. Egy pancélszekrény 6 egymas mogotti tircsa megfelel beillitasa-
kor nyithaté ki. A tdrcsak 9 szdmjegyet tartalmaznak, amelyekbdl egyet-
egyet kell bedllitanunk. Ha valaki nem tudja, hogy milyen szdmjegyek
bedllitdsdval nyithato ki a szekrény, mennyi id6t vesz igénybe, amig biz-
tosan sorra kerill a helyes bedllitas, ha megallas nélkiil probalkozik és egy
bedllitds 5 mdasodpercig tart?

A tarcsdkon levd 9 szadmjegybdl 6-os csoportokat kell valasztanunk;
a szamjegyek ismétlodhetnek, és a sorrendet figyelembe kell venniink.
A ]ehetéségeket igy 9 elem 6-odosztalyu ismétléses variacioi adjak. Ezeknek
szama:

Vei=98=531441.

A»h_;lyes sorrend biztosan el6all, ha ezeket mind végigprobaljuk. Az Gsszes
kilonbozd bedllitas elvégzéséhez szitkséges id6: 531441-5 maésodperc,
vagyis

531441.5

6ra =~ 738 X
60-60 ra 6ra 7 perc

Tehat 738 6ra és 7 perc alatt biztosan megtaldlhat6 a helyes beallitas
és kinyithat6 a pancélszekrény.
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20. Hany olyan valédi négyjegyli szam van, amelyben legalabb egy
paros és legaldbb egy paratlan sz&émjegy szerepel?

A valddi négyjegy(i szamok szdma, amelyekben tehat nem a 0 all az
elsd helyen: 9 V3 = 9-10° = 9000. A csupa paros szamjegyekbdl allé
valodi 4-jegyli szdmok szdma: 4. Vi = 4.5% = 4-125 = 500. A csupa
paratlan jegyekbdl all6 4-jegyli szdmok szdma: Vdi=51=625. A csak
paros vagy csak paratlan jegyekbol 4ll6 valodi négyjegyli szdmok széma:
5004625 = 1125. Az osszes valodi négyjegyli szimok szamabol levonjuk
az elébbi Osszeget: 9000—1125 = 7875. Tehat 7875 olyan valédi négy-
jegyli szim van, amelyben legaldbb egy pdros és legaldbb egy paratlan
szamjegy szerepel.

21. Egy kockéval 6t egymas utdni dobasbol all6 dobassorozatokat
dobunk. Hany olyan dobéssorozat van, amelyben éppen egy 1-es és egy
2-es dobés fordul eld (a dobéssorozatban a dobésok sorrendjét is figye-
lembe kell venni)?

Az 5 egymas utani dobds 5 elemet jelent, ezekbdl 2-t kell kivalasztanunk
az 1-es és a 2-es dobas részére ugy, hogy a sorrend is szamit. Erre a lehe-
t6ségek szama: V3.

A masik 3 dobas soran a tobbi 4 érték fordulhat eld. Itt a lehetdségek
szama, mivel a szdmok ismétlddhetnek, és a sorrend is szamit: V' A két-
féle valasztaskor kapott lehetdségek szamat ossze kell szoroznunk :

V2.Vt = 5.4.4% = 5.4¢ = 1280.
Tehat 1280 olyan dobéssorozat van, amely a feltételeknek megfelel.

22. Egy érmével bizonyos szimu dobésbol 4ll6 sorozatokat dobunk.
Ha a dobassorozat dobasainak szamét 2-vel megndveljik, a kiilonbozd
sorozatok szama 384-gyel novekszik. Mennyi dobasbol éllt az eredeti
dobassorozat? (A sorrend is szamit.)

Jeloljitk k-val az eredeti dobéssorozat dobasainak szamat. Ekkor két
elembd] k darabszamti csoportokat kapunk, amelyekben a sorrend is
szamit. Ezek szama V!, Ha a dobassorozat dobdsainak szamat 2-vel
noveljiik, a lehetbségek szama pk+2i Felirjuk a kétféle lehetdség szamanak
Osszeftiggését:

V12¢+2,l_ Vlzc,i = 384,
masképpen:
2k+2 2k — 384,

3.2% = 384;

2 =2,
ebbdl

k=1.

Vagyis a dobassorozat eredetileg 7 dobasbdl allt.
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23. Két jatékos bizonyos szdmu sakkja jatszasa i
Két jat i S jatszma lejatszasaban egyezik
Az egyll(ll(( jatékos utdlag keéri, hogy néveljék meg 1-gyel a jétszrﬁ)z;knszélrrrlleé%
mei(rt akkor a gyGzelmek, dontetlenek és vereségek lehetséges valtozatai-
gﬁapf’tzé?s?;;l 9;1cel megndne (az egyes eredmények sorrendjét ennél a meg-
erommtilon? em veszi figyelembe). Hany jatszmaban allapodtak meg
Jeloljik k-val az eredeti megill a inti ja a a
Ij - ) ~megallapodds szerinti jatszmék at.
igyes jatszmak eredménye haromféle lehet, ez 3 eleinet jelentszrillcrell?;ltek&%
elemd csoportok flakulnak. Itt a sorrend nem szamit, igy a’ kilonbozs
csoportok szama C4 ‘. Ha eggyel tobb mérkézés lenne, akkor a lehetd-

ségek szdma C{+L i volna. Felirjuk a kétféle ja a
: G4 A . éle jatszm; e
valtozatok szimanak Osszefiiggését: . ozamra & Iehetséges

G-t 5, (£13)- (1) o,

masképpen

k+3) _(k+2)_,.
2 2 =9; azaz
(k+3)(k+2) _ (k+2) (k+1)
2 2 -

9.
Megoldjuk az egyenletet:

K +5k+6-(k*+3k+2) =18
2k+4=18
k= 1.

Tehat a sakkozok eredetileg 7 jatszmaban egyeztek meg.
EllenGrzés:

7 jdtszma esetén a véltozatok szama

ni_[3+7-1)_[9)_(9 9.8
=777 ()-(3) -5t

8 jatszma esetén viszont

cti = [3+8-1)_(10) _(10)_10-9
5 ( 8 8)=(2)= 5 =%

A viltozatok szdmanak novekedése: 45 - 36 =9.
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24. Hanyféle valtozatban villanhat fel egymés utdn a VITAMIN sz6
7 betiije a 2. 4dbra szerinti vilagité reklamtablan, ha minden betii kétféle
szinben villanhat fel, és a legfelsd betiitdl kiindulva mindig a kivildgosodd
betii alatti sorban levs, hozza legkozelebbi két betli koziil az egyik villan
fel?

Egy ut kivalasztidsa sordn 6 1épést tesziink lefelé és erre rendre 2—2
lehetdséglink van. E kétféle 1épésbodl tehat V3! lehetséges csoport hozhatéd
létre. Most nézzitkk meg, hogy egy kivalasztott utndl a szinek megvélasz-
tasa hanyféleképpen lehetséges. Itt rendre 7 betli szinét valaszthatjuk meg
két szinbdl. Tehat egy ut kilonféle szinezési lehetdségeinek szdma Vi
Az utak és a szinek kivalasztisara kapott lehetdségek szdmat Ossze kell
szoroznunk :

Veivpt = 28.27 = 218 = 8192,

Tehat 8192-féle valtozatban villanhatnak fel a reklam betli a feltételek-
nek megfelelden.

25. Valaki a lottd 90 szdma koziil 10-et kivalaszt és annyi szelvényt
vésarol, hogy biztos 5-0s talalata legyen, ha e 10 szdm koziil huzzék ki az
5 nyer6szamot. Hany szelvényre van sziiksége az illetonek?

A kivalasztott 10 szam azoknak az elemeknek a szamat jelenti, melyek
koziil minden médon 5-6t valasztunk. Képezniink kell tehat 10 elembdl
olyan 5-Os csoportokat, amelyekben nincs ismétlodés és a sorrend sem
szamit. Az ilyen csoportok szdma 10 elem 5-6dosztilyG kombinacidinak
szamaval egyenld:

10 10! 10-9.8:7-6
Cgo = ( ]

= 225D,
5) 5151 1.2.3.4.5

Tehat 252 szelvényt kell vésarolnia.
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II. ESEMENYEK ALGEBRAJA

1. Kisérlet, esemény és ellentett esemény

A valészinfiségszamitas olyan jelenségekkel foglalkozik, ame~
lyek lényegében azonos koriilmények kozott tetszblegesen
sokszor megismételhetSk, de kimeneteliiket a régzitett lényeges
tényez6kon kiviil sok mas — 6nmagaban egyenként kis hatasa
— tényezd is befolyasolja. Utobbiak okozzak, hogy az ismét-
lések sordn tobbféle eredmény johet létre. Az ilyen tipusu
jelenségeket, ill. megfigyelésiiket 4ltalanosabb értelemben kisér-
letnek nevezziik, a kisérlet egyes lehetséges kimeneteleit pedig
elemi eseményeknek.

Az esemény fogalma altalanosabb: eseménynek neveziink
mindent, amirél a kisérlet elvégzése utdn eldonthetd, hogy a
kisérlet soran bekovetkezett-e vagy sem. Két eseményt azonos-
nak tekintiink, ha a kisérlet minden lehetséges kimenetelekor
vagy mindkettd bekovetkezik, vagy egyik sem. Az események
jelolésére nyomtatott nagybetiiket hasznalunk: 4, B, C,.... Ha
az A esemény csak azokban az esetekben kovetkezhet be,
amikor a B esemény is bekovetkezik, akkor azt mondjuk,
hogy az 4 esemény maga utdn vonja a B eseményt, és ezt igy
jeloljik: Ac B. Az A és B esemény tehat akkor azonos, ha
AC B is és BC A is teljesiil; ennek jele: A=B. Ha AcB és
Bc C teljesiil, akkor A C is teljesiil. Sok esetben célszerii
az eseményt azokkal az elemi eseményekkel jellemezni, amelyek
maguk utan vonjak az illeté eseményt.

Egy Kkisérlettel kapcsolatos elemi események Osszessége
eseményteret alkot. Az eseményteret 7-vel jeloljiik.

Bevezetjiik a lehetetlen eseményt, amely sohasem kovetkezik
be, ennek jelolése: O. Ertelmezziik még a biztos eseményt,
amely a kisérlet soran mindig bekovetkezik, jelolése: I.

Azt az eseményt, amelyik akkor és csakis akkor kovetkezik
be, ha az 4 esemény nem kovetkezik be, az 4 esemény ellentett
eseményének nevezziik, ennek jele: 4. Az értelmezésbdl kovet-
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kezik, hogy az A esemény ellentett eseménye az eredeti 4
esemény, vagyis A=A4.

A lehetetlen esemény a biztos esemény ellentett eseménye:
I=0 é&s megforditva: O=1.

Példaul a kockadobassal kapcsolatos eseményeket vizsgalva,
hatféle kimenetel lehetséges aszerint, hogy hanyast dobunk.
Jeloljiik az ,,egyes” dobésat 4,-gyel, a , kettesét” A,-vel stb.
Az eseménytér tehat hat elemi eseményt tartalmaz:

T = {Al’ Az, A3, A4, A5, Aa}.

Azt az eseményt pl., hogy nem dobtunk 6tost, ugy jelolhetjiik,
hogy A;. Mas események is vizsgalhatok a kockadobassal
kapcsolatban. Legyen pl. B az az esemény, hogy paratlan
szamot dobtunk, és C az az esemény, hogy parosat; a B és C
kozotti kapesolat igy fejezhet ki: B = C, vagyis B és C ellentett
események e kisérletnél. Az A, esemény, vagyis az egyes szam
dobasa maga utan vonja a B eseményt, vagyis a paratlan
szam dobasat, tehat 4, B.

Masik példaként tekintsiink egy dobozt, amelyben 50 fehér
és 50 fekete golyé van. Végezziik azt a kisérletet, hogy két
goly6t huzunk egymdis utin visszatevés nélkiil. A kisérlet
kimenetele négyféle lehet, ha a sorrendet is figyelembe vessziik:

A: mindkét goly6 fehér;

B: az els6 fehér, a masodik fekete;

C: az elsd fekete, a masodik fehér;

D: mindkettd fekete.

Az A esemény, mely A4 ellentétje, itt azt jelenti, hogy nem mind-
két kihuzott golyé fehér. A bekovetkezhet B, C, D mddon.
Jeloljiik E-vel azt az eseményt, hogy az els6 kihuzott golyd
fehér. Ha megvizsgaljuk az 4 és E események kapcsolatét, azt
talaljuk, hogy A maga utidn vonja E-t, igy ACE, viszont E
nem vonja maga utin A-t, hiszen E teljesiilése esetén B is
bekovetkezhet.

Pénzfeldobaskor tekinthetjiik kisérletnek egyetlen dobas
elvégzését. Ennek kimenetele kétféle lehet: fej vagy iras. Tehat
az eseménytér két elemi eseménybdl all. Tekinthetiink azonban
egy tizes dobassorozatot is egyetlen kisérletnek. Ekkor a fejek
és irasok minden tizes hossziisagu sorozata lehetséges kimenetel.
Vagyis most az eseménytér 21° elemi eseménybdl all. Legyen
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A az az esemeny, hogy mind a tiz dobas fej, B pedlg az, hogy
mind a tiz dobas iras. Ha azt a kérdést vizsgaljuk, vajon Aés B
egyenlék-e, akkor a valasz az, hogy nem, hiszen 4 nem vonja
maga utan B-t. A ui. azt jelenti, hogy nem mind a tiz dobas
fej, ez viszont nem csak B médon kovetkezhet be, hanem pl.
ugy is, hogy az elsé 6t dobas fej, a tobbi iras. Legyen tovabba
C az az esemény, hogy az els6 kilenc dobas fej. Vizsgaljuk
C és A kapcsolatat. Azt talaljuk, hogy A C, vagyis 4 maga
utdn vonja C-t, de C nem vonja maga utin A-t, hiszen a tizedik
dobas iras is lehet.

Tegyiik fel, hogy 6ntvények min8ségellendrzését ugy végez-
ziik, hogy 20-darabos tételeket vizsgalunk. A tétel elfogadhatéd
mindségli, ha a kivalasztott 20 &ntvénybdl legfeljebb kettd
hibés. Jeldljiik ezt az eseményt A-val. El3szor nézziik meg,
mit jelent itt 4. Az A akkor kovetkezik be, ha a 20 ontvény
kozott ketténél tobb hibasat talalunk. Tegyiik fel, hogy 18
darabot vizsgiltunk meg egy tételbdl. Jelentse B, azt az ese-
ményt, hogy az els6 18-ban k hibasat talalunk. Ezzel a jel6léssel
By,c 4, vagyis a tétel biztosan elfogadhatd, k=2 mellett
viszont B, C A4, igy a tétel nem fogadhaté el. Tehat az utolsé
két ontvényt csak a B, vagy B, események bekovetkezése
esetén kell megvizsgalni.

Gyakorl6 feladatok

1. Egy villamos utasforgalmat vizsgaljuk. A villamos az egyik végallomas-
161 utas nélkil indul. A kovetkezd eseményeket vezetjiik be: A: az elsd
megéllén felszall legalabb 5 utas, B: a masodik megallon felsz4ll legalabb
12 utas, és nem szall le senki, a harmadik meg4ll6n az utasok szdma hirom-
mal csokken a negyedik megélléhoz pedig 14 utas érkezik. Vizsgiljuk
meg, hogy B maga utdn vonja-e A-t, azaz fenndll-e BC A4!

1. Megoldds:

Azt éllitjuk, hogy B nem vonja maga utdn A-t. fgy azt kell beldtnunk,
hogy ha A teljesiilt, att6] még fennallhat B. Tegyiik fel, hogy 4 tel_]esult
igy csak x <5 sz4mu utas szallhat fel az elsd megallon. Vlszont ha a méaso-
dik megillén y = 17—x > 12 a felszall6 utasok szdma, és senki se szall
le, akkor B fenndll. Belattuk, hogy B nem vonja maga utin A-t.

II. Megoldds:

A B esemény definici6jabol kovetkezik, hogy B teljesiilhet, ha az els6
és masodik megéllon Osszesen 17 utas szall fel, mégpedig ebbdl legaldbb
12 a mésodikon. Ez teljesithetd akkor is, ha az 4 esemény nem kovetkezik
be, mégpedig a kdvetkez6 moédokon: az elsd megallén felszall 0, a méso-
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dikon 17; az elsén 1, a mésodikon 16; ..., az elsén 4, a mésodikon 13.
Tehat B teljesiilhet ugy is, hogy 4 nem teljestil, vagyis B nem vonja maga
utan A-t.

2. Egy arat6brigdd 1étszdmdénak heti alakuldsat vizsgiljuk. A vizsgalt
id6szakban naponta legfeljebb egy fével gyarapodott a 1étszdm, de egy-
szer sem csokkent. A kovetkez6 eseményeket tekintjiik:

A: az eredeti 1étszdm legaldbb 15 f6 volt;
C: 7 nap alatt a létszdm elérte a 22 fot.
Hatdrozzuk meg, mely 6sszefiiggések igazak az aldbbiak koziil:

a) AcC;
b) Ccd;
c) A=C.

a) A nem vonja maga utdn C-t, hiszen pl. 4 ugy is teljesiilhet, hogy az
eredeti 1étszdm 15 volt; ha a 1étszdm ehhez képest nem gyarapodott a hét
folyaman, akkor C mdir nem 4&ll fenn.

b) Cc A fenndll, hiszen a létszimgyarapodds legfeljebb 7, igy az eredeti
létszdmnak C teljesiilése esetén legaldbb 22—7 = 15 fének kellett lennie.

c) Az egyenl6ség akkor dllna fenn, ha A C és Cc A egyiitt teljesiilne,
de a) szerint ACC nem 4&ll fenn, igy A=C.

3. Egy osztdly létszdma 40, valamely tantirgyb6l az évvégi 4tlaga
3,7. A kovetkez6 eseményeket vegylik szemiigyre: A4: az osztdlyban van
5-0s tanulé; B: pontosan 5 tanulé bukott meg. Kérdés, hogy teljesiil-e
BcA?

Az osztily jegyeinek Osszege 40-3,7 = 148. A B esemény alapjan
ebbdl 5 pont jut a bukott 5 tanuléra, tehat 143 pont jut a tobbi 35 tanuléra.
Most ugy gondolkozhatunk tovabb, hogy feltételezziik az A4 esetet, vagyis
azt, hogy nincs 5-0s tanul6. Ekkor a 35 tanul6 4ltal elérhetd legmagasabb
pontszdm akkor adédik, ha minden didk négyes jegyet kapott, mégpedig
igy 4-35 = 140 pontot kapunk. Ez a szim nem éri el a 35 tanul6 tény-
leges Osszpontszdmat, tehat a feltevés, hogy A fennéll, megddlt. Ekkor
viszont A eseménynek kell teljesiilnie. Belattuk, hogy Bc A, vagyis B
maga utan vonja A-t.

4. Egy gyir gépeket szdllit kulféldre. Haromféle gyartmanybél kell
exporttervét teljesitenie. A gyartmanyok darabéra: I: 1000 Ft, IT: 1500 Ft,
III: 2500 Ft. A kilfoldi cég I-bol és 11-b6l legfeliebb 1000—1000 darabot
vesz at.

A kovetkez6 eseményeket vegyiik figyelembe:

A: az 5 milli6 forintos exportterv teljesitése;

B: a III. gyartmanybél legalabb 1000 darab exportélisa.
Hatérozzuk meg, fenndll-e AC B, vagyis 4 maga utdn vonja-¢ B-t!

El6szor kiszamitjuk az I és II gyartmanyokboél elérhet6 exportdsszeget.
Az 1000 darabos fels¢ hatar miatt I-b&l 10001000 = 1 milli6 forint,
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1I-b61 1000-1500 = 1,5 milli6 forint bevétel adodhat, igy ezekbdl 6sszesen
2,5 milli6 forinthoz juthat a véllalat. Az A teljesiiléséhez még szﬁk.ségesr
6sszeg 2,5 millié forint, ami a III gydrtmanybol éppen 1000 darab k1szé.l-
litdsaval szerezhetd be, de ekkor B mdr teljesiil. Teh4t 4 maga utédn vonja
B-t, vagyis ACB.

2. Miiveletek eseményekkel

Osszeadds: Adott A és B események A+ B Osszegén azt az
eseményt értjilkk, mely pontosan akkor kovetkezik be, ha az
A és B eseményck koziil legalabb az egyik bekovetkezik.

Hasonldan értelmezziik kettdnél tobb esemény Osszegét;
igy A;+A,+ ... +A, bekdvetkezik, ha legalabb az egyik
Ssszeadando esemény teljesiil.

Az Osszeadas értelmezésébdl kovetkezik, hogy teljesiil ra
a kommutativ és az asszociativ torvény, azaz

A+B = B+A4 é A+ (B+C) = (4+B)+C.

Szorzds: Az A és B esemény AB szorzatén azt az eseményt
értjiik, mely pontosan akkor kovetkezik be, ha mind 4, mind
B teljesiil.

Kett6nél tobb tényezd esetén hasonlé a szorzat értelmezése;
vagyis A; Ay---A, pontosan akkor kovetkezik be, ha az Osszes
tényez8 esemény bekovetkezik.

A szorzés értelmezésébdl adodik, hogy teljesiil ra a kommu-
tativ és az asszociativ tOorvény, tehat

AB=BA és A(BC)=(4B)C.

Ha az A és B események szorzata az O lehetetlen esemény,
azaz
AB=0,

akkor azt mondjuk, hogy A4 és B kizdrjik egymdst. ) )
TetszGleges A eseményre fennallnak a kovetkezd Osszefiig-
gések:

A+A = 4; A0 = 0;
AA = A; A+1 =1,
A+0 = 4; Al = A.
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Barmely 4 eseményre és ennek A ellentettjére a kovetkezdk
allnak fenn:

A+A=1,; AA = 0.

Tetsz8leges A, B, C eseményekre teljesiil a kovetkezd két
disztributiv térvény:

A(B+C) = AB+AC és A+(BC) = (A+B)(4+C).

Az A é.s B esemény Osszegének ellentétjére és szorzatanak
ellentettjére fennallnak a kovetkezd, de Morgan-féle képletek :

A+B=AB é AB= A+B.

Hasonléan ketténél tobb Osszeadandd vagy ketténél tobb
tényezs esetén

A1+A2+ coe +An = ZIZZ oo ZH

Ay Ay ... Ay = Aj+ Ay + ... + A,

Kivonds: Az A és B esemény 4 — B kiilonbségét tigy értelmez-
ziik, hogy pontosan akkor kévetkezik be, ha A teljesiil, de B
nem; vagyis

A—B = AB.

Azt mondjuk, hogy a By, B,,..., B, események teljes esemény-
rendszert alkotnak, ha

1. By+By+ ... +B, = I;
2. BB;=0, ha i#j (i=1,2, ..,n; j=1,2, ..., n);

vagyis ha Osszegiik a biztos eseményt adja és koziiliik barmely
két kiilonbo6z6 esemény kizarja egymast. Egy kisérlethez tartozé
Osszes elemi események (ha véges szamuak) ilyen teljes esemény-
rendszert alkotnak.

Osszetett eseménynek nevezzilk azokat az eseményeket,
melyek legalabb két, tdlik kiilonbdzé esemény Osszegeként
allithatok elS. Az elemi esemény nem allithaté igy el6 — minden
mas esemény Osszetett esemény. Minden Osszetett esemény
egyértelmiien bonthaté fel elemi események Osszegére.
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Eseményekre vonatkozd egyszeriibb kifejezések értelmezése
vagy atalakitasa sok esetben elvégezhet6 a miiveletek definicidja
alapjan, logikai meggondolasokkal. Bonyolultabb feladatok
kapcsin azonban mar nem keriilhetd el a miiveleti szabalyok
és az alapvet8 Osszefiiggések formalis alkalmazasa. Ezért cél-
szer(i az utobbit begyakorolni akar olyan egyszeriibb feladato-
kon is, melyek logikai iton szintén megoldhaték. A Gyakorld
feladatok megoldasaiban majd mindkét utat alkalmazzuk.

Gyakorlé feladatok

1. Azegészszamok koziil valasztunk egy szimot. Az A esemény jelentse
azt, hogy a kivalasztott szam 5-tel oszthato, B pedig azt, hogy a szdm zérus-
sal végz6dik. Vizsgaljuk meg, mit jelent az a) A+ B; b) AB; és c) A—B
esemény!

a) Az A+ B esemény azt jelenti, hogy a szdm 5-tel oszthatd, vagy
zérussal végz6dik; de mivel BC A (ha egy szam zérussal végzédik, akkor
oszthat6 ottel), igy A+B = A.

b) Az AB esemény akkor teljesiil, ha a szdm S5-tel oszthat6 és zérussal
végz6dik. Lattuk, hogy BC A; ennek kovetkeztében AB=B fennall.

c) Az A— B esemény akkor teljesiil, ha a szam 5-tel oszthatd, de nem
végz6dik zérussal, vagyis ha 5-tel végzddik.

2. Egy épitéanyagraktarbdl vasuton is, teherautén is széllithatnak arut.
Legyen A az az esemény, hogy egy adott napon van vasati szallitds, B
pedig jelentse azt, hogy teherautéon van szallitds. Vizsgdljuk meg, mit
jelentenek ekkor a kovetkezd események:

a) A+B;, h) AB;

b) AB; i) AB;

¢) B—A; j) AB+A4B;
d) A4, k) AB+AB;
e) A+B; ) A+B;
f) AB; m) A+AB.
g) A+B;

a) Legalabb az egyik szallitbeszk6zon fuvaroznak.

b) Vasuton is, teherauton is szallitanak arut.

c¢) Teherautén széllitanak arut, de vasuton nem.

d) Vasiton nem fuvaroznak arut (teherautén lehet, hogy igen, de az
is lehet, hogy nem).

e) A ,,vasiaton nem fuvaroznak™ és a ,,teherauton fuvaroznak” ese-
mények koziil legalabb az egyik teljesiil. Tehdt ha teherautéon fuvaroznak,

4 Valdszinliségszadmitds
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akkor lehet, hogy fuvaroznak vasuton, de az is lehet, hogy nem; ha viszont
teheraut6n nem fuvaroznak, akkor biztosan nem fuvaroznak vasuton sem.

f) Vasiton szillitanak, de teherautén nem.

g) Nem 4&ll fenn, hogy legalabb az egyiken szillitanak, tehit nincs
szallitas.

h) Nem teljesiil, hogy mindkét eszk6zon széllitanak, tehat vagy csak
az egyiken vagy egyiken sem.

i) Egyik eszkdzoén sem széllitanak (tehat ugyanaz, mint g), ami a
de Morgan-féle képletbdl is kovetkezik).

j) Vagy csak vasaton vagy csak teherautén- fuvaroznak.

k) Vagy mindkét szallitbeszk6zon fuvaroznak, vagy egyiken sem.

1) Legalabb az egyiken nem fuvaroznak arut, tehit vagy csak az egyi-
ken fuvaroznak vagy egyiken sem (ami ugyanaz, mint 4)).

m) Legaldbb az egyiken végeznek szallitést.

3. Fey sakkjitszma eredményeit mint T eseményteret tekintjik. Jelol-
jik A-val azt az eseményt, hogy vildgos nyer és B-vel azt, hogy sotét gyoz.
T-nek milyen elemi eseményét kell még bevezetniink, hogy teljes esemény-
rendszert nyerjiink?

A teljes eseményrendszer eseményei Osszegének az I biztos eseményt
kell adnia. A+ B azonban nem adja azt, hiszen ez valamelyik fél gy6zelmét
jelenti, de az eredmény dontetlen is lehet. Ezért bevezetjiik a C eseményt,
amely akkor teljesiil, amikor a jitszma dontetlen. Most méar A4+ 83+ C = I
tefiesiil, fennall tovabba az is, hogy az egyes események paronként kizér-
jak egymast; igy megalkottuk a teljes eseményrendszert.

4. Két szamot hiizunk egymds utan az els6 ezer pozitivegész szam koziil .
Legyen A az az esemény, hogy az elsd paros, B pedig az, hogy a méasodik
szam paros. Jeldljik C-vel azt az eseményt, hogy a két szdm szorzata
paros, D-vel pedig azt, hogy pératlan. frjuk fel C-t és D-t az A és B ese-
ményekkel!

Két szdm szorzata akkor paros, ha legalabb egyikiik pdaros, igy
C= A+B.

D= AB. Ekkor az el3bbinek ellentéte teljesiil, igy D = C = A+ B = AB,
ami a de Morgan-féle képletbdl is kovetkezik.

5. Két helység kozott harom tavbeszélovonalon folyhat beszélgetés.
Jelentse A azt, hogy az elsd vonal hibés, B azt, hogy a masodik, C pedig
azt, hogy a harmadik. Fejezziik ki 4, B, C segitségével a kovetkezd ese-
ményeket:

a) csak az elsd vonal hibas;

b) az els6 kettd hibds, a harmadik nem;
c) legalabb az egyik hibis;

d) mindhiarom vonal hibas;

e) legalabb két vonal hibés;

f) pontosan egy vonal hibés;

g) pontosan két vonal hibés;
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h) egyik vonal sem hibas;

i) legfeljebb egy vonal hibas;

j) legfeljebb két vonal hibds;

k) a méasodik nem hibas, de az elsd és a harmadik kozil az egyik

legaldbb hibas.

a) ABC; g) ABC+ABC+ ABC;
b) ABC; k) ABC;

¢) A+B+C; i)y ABC+AB+AC+ BC;
d) ABC; J) ABC = A+B+C;
€) AB+AC+BC; k) B(4+C).

f) ABC+ABC+ ABC;

6. A szz’zmegyenesep vélasztunk egy x pontot. Jelentse 4 azt az eseményt,
hogy 1<x<4; B pedig azt, hogy 2<x<9 (3. 4bra). Vizsgiljuk meg, mely

| Y, U N, | &b
0o 1 2 Z 9
FA%
[
|
. 8 ;
7

3. 4bra

int.erva!lumban vélaszthatjuk meg az x helyet, hogy a kivetkezd események
teljesiiljenek :

a) A+B; e) AB;
b) AB; f) A+B;
¢) A-B; g A+B.

d) (A—-B)+(B—4A);
Az intervallumokat a kovetkezd egyenlStlenségek hatdrozzak meg:

a) 1<x<9;

b) 2<x<4;

c) l<x=2;

d) 1<x=2 vagy 4=x<9;

e) —ew<x=] vagy 9=x<o;

f) —°°<x§i vagy 2<x<oo;

g) —e<x=2 vagy 4=x<co,

4%
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7. A sikban valasztunk egy P(x,y) pontot. Jelentse az A esemény
azt, hogy a pont koordinatdira teljesil x*+y* < 4, a B esemény azt, hogy
a kivélasztott pontban x>0, a C esemény pedig azt, hogy a kiszemelt

4, 4dbra

pontban y=>0 (4. abra). Vizsgiljuk meg és szemléltessiik a kovetkezd
eseményeket:

a) A; h) A+B;

b) AB; i) A+B+C;

¢) BC; D A+B-0);

d) AB; k) A+B+C;

e) AC, ) A-(BC+BC);

f) ABC; m) A(BC+BC+ BC)+ ABC.
g ABC;

Az események a kovetkezd egyenlbtlenségek teljesiilését jelentik :
a) x:+y:=4;
b) x*4y2<4 és x>0,
c) x>0 és y=>0;
d) x*4+y* =4 é x>0;
e) x2+)y2=4 é y=0;
f) x*+y*<4 és x>0 és y>0;

g x+y*=4 é x>0 é y=0;
B x*+y* <4 vagy x>0; igy

i) x*+y*<4 vagy x>0 vagy y>0; x*4+y* =4 vagy (x=0 & y=>0);
/) A+@B-C)=A+5C, B x+yt=4 vagy x=0 vagy y=0;
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!) A—(BC+BC) = A(BC+BC) = A(BC) (BC) =
= A(B+C)(B+C) = A(BB+CB+BC+CC) =
= A(BC+BC) = ABC+ABC,

igy
x*+yt <4 é x>0 és y=0;
vagy
x*+y2 <4 és x=0 é y=0.
m) A(BC+ BC+ BC)+ABC = A[(B+B)C+ BC)+ABC =
= A(IC+BC)+ABC = A(C+BC)+ABC =
= A(C+B)(C+C)+ABC =
i = A(C+B)I+ABC = A(B+C)+ ABC = AB+ AC+ ABC,
gy
x2+y2 <4 és x>0
vagy
x24+3y2 <4 é y=>0
vagy

x*4+y?=4 é x=0 é y=0.

Az eseményeket siktartomanyokkal szemléltetjiik (5. 4bra). A vonalk4-
zott tartomdnyokban vagy ezek folyamatosan kihtzott hatdrvonalain va-
laszthaté a P(x,y) pont.

8. Lassuk be, hogy tetszoleges 4 és B eseményekre fennall
A= A+AB.

1. Megoldds:

Ha a bal oldali esemény bekévetkezett, akkor a jobb oldali is bekdvet-
kezett, hiszen els6 tagja tebesult (a mésodlk tagrél nem tudjuk, hogy
bekovetkezett-e, de ez nem is érdekes). Ha a bal oldali esemény nem
kovetkezett be, akkor a jobb oldali sem kovetkezett be, hiszen egyik tagja
sem teljesiilt. Tehét a két esemény valdéban azonos.

1I. Megoldds:
A jobb oldalbol indulunk ki és formdlisan 4talakitjuk:

A+AB = AI+AB = A(I+B) = Al = A.

9. Mutassuk meg, hogy tetszileges 4 és B eseményekre igaz
A= AB+AB
és hogy a jobb oldalon 4ll6 tagok egymadst kizarjak.

1. Megoldds:

Ha a bal oldal bekovetkezik, akkor a jobb oldal is teljesiil, hiszen bar-
mely B eseményre vagy B vagy B igaz, tehat ha A teljesil, akkor vagy
AB vagy AB teljesiil. Egyszerre AB és AB nem -teljesiilhet, hiszen B és
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B nem lehet egyszerre igaz! Ha viszont a bal oldal nem kovetkezik be,
akkor a jobb oldal egyik tagja sem teljesiilhet, hiszen mindkettSben ténye-
z8ként szerepel A. Tehat az Ssszefiiggés valoban igaz!

1I. Megoldds:
A jobb oldallal a kévetkezd formdlis 4talakitdsok végezhetdk el:

AB+AB = A(B+B) = Al = A4,

teh4t az egyenlGség valoban fennéll. Most tekintsiik az AB és A B események
szorzatat:

(4AB)(AB) = A(BA)B = A(AB)B = (4A) (BB) = 40 = 0.

Tehat a jobb oldalon valéban egymast kizdrd események d&llnak. Az
utébbi 4talakitdsok sordn felhaszndltuk a szorzds kommutativ és asszo-
ciativ tulajdonsagit.

10. Igazoljuk, hogy tetszbleges két esemény Gsszege két egymadst kizdr6d
esemény Osszegére bonthato.

Legyen a két esemény A és B. Ekkor Osszegiik a kovetkez6képpen
alakithato 4t:

A+B = I(A+B) = (A+A)(A+B) = A+ AB.

Itt felhasznaltuk tobbek kozott a masodik disztributiv torvényt. Mdsrészt
—- a szorzas asszociativ tulajdonsigat alkalmazva —

A(AB) = (4A)B = OB =0.

Tehat az A+ B esemény valéban felbonthaté két, egymdst kizdrb
esemény Osszegére.

11. Igazoljuk, hogy tetszBleges A és B események Osszegét hirom,
egymdst paronként kizaré esemény Osszegére bonthatjuk!

Végezziik el az A+ B 6sszegen a kovetkezd atalakitdsokat (az elsd 1épést
az el6z6 feladat megoldasa soran mar igazoltuk):

A+B = A+AB = IA+AB = (B+B)A+AB = AB+ AB+ AB.

(Az 4talakitds kdzben a mdasodik disztributiv torvényt is alkalmaztuk.)
Ezut4n megmutatjuk, hogy az osszeadandék paronként kizdrjak egymdst:

(4B)(AB) = AABB = OB = O;
(AB)(4B) = AABB = A0 = 0;
(AB)(AB) = AABB = 00 = 0.
(A szorzds kommutativitasat és asszociativ tulajdonsagat hasznaltuk fel.)

Tehat két esemény Osszege valdban mindig felbonthaté hdrom, egymdst
paronként kizar6 esemény Osszegére.
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12. Vizsgéljuk meg, milyen kapcsolat all fenn az 4 és B események
kozott, ha teljesul az AB= A egyenlbség!

Két esemény egyenldségébdl kovetkezik, hogy barmelyik maga utin
vonja a masikat. Igy teljesiil:

ABcA és AcAB.

Az ABC A relacié barmely 4 és B eseményekre fenndll; az A AB relacid
— a mindig fenndll6 ABC B relacié kovetkeztében — az 4 < B kapcsolatra
vezet, igy a fenti egyenldség csakis akkor 4llhat fenn, ha az 4 maga utdn
vonja a B eseményt.

13. Vizsgaljuk meg, milyen kapcsolatban 4ll az 4 és B esemény, ha
teljesiil az A+ B = A egyenldség!

Az egyenloseg azt jelenti, hogy barmelyik oldalon 4ll6 esemény maga
utdn vonja a mdsikat. Igy:

AcA+B é A+BcA.

Az A c A+ Bminden A4 és Beseményre fenndll;azA+Bc AaBcC A+ B
kapcsolat kovetkeztében a BC 4 Gsszefiiggésre vezet. Tehdt a fenti egyen-
16ség csakis akkor 4llhat fenn, ha B maga utdn vonja az A eseményt.

14. Allapitsuk meg, milyen esetben allhat fenn az A+B = A egyen-
16ség!
Szorozzuk meg az egyenlGséget A-val:

A(4+B) =
A bal oldalon A(A+B) = A+ AB = A(I+B) = AI = A, a jobb oldalon

AA=0, tehit az egyenl6ség csak akkor 4llhat fenn, ha 4=0. Ezt be-
helyettesitve kapjuk:

O0+B =0,
azaz B=1I.
Tehat A=0 és B=1I esetén 4llhat fenn az egyenl6ség. Ekkor valoban
fennéll, hiszen O+1= 1= O.
15. Hatarozzuk meg, hogy 4 és B milyen megvalasztasdval teljesiilhet
az AB=A egyenloség'
A két esemény egyenlOségébdl kovetkezik, hogy
AcAB; ABcA.

Mivel ABc A altalanosségban teljesiil, ebbdla két kapcsolatbdl kvetkezik
(a tranzitivitds kovetkeztében)

AcA.
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Ebbbl kdvetkezik, hogy A= AA=0, tehait A=0, igy A=1 Ezeket
visszahelyettesitve:

IB=0;
B=0.
Tehat A=1 és B=0 megvalasztassal teljesiilhet az egyenlOség.

16. Vizsgaljuk meg, milyen 4 és B kapcsolata, ha A+ B = AB teljesiil!
A két esemény akkor és csak akkor egyenld, ha

ABc A4+B é A+Bc AB.

Az elsd Osszefiiggés barmilyen A és B mellett fenndll. A masodik Ossze-
fuiggéshez még két tovabbi 4ltaldnos érvényli kapcsolatot hasznalunk fel.
Ezek

AcA+B é Bc A+B.

fgy adodik a tranzitivitds kovetkeztében a mdésodik Osszefiiggésbol:
AcAB és Bc AB.
Viszont ezek a reldciok forditva mindig teljesiilnek:

ABcA és ABcB.
Tehat
AB=A és AB=B

all fenn. Ezekb6l azt kapjuk, hogy
A=B.

Tehat A=B esetén 4llhat csak fenn a fenti egyenldség. Ekkor A+ B is,
AB is egyenld A-val, tehat egymadssal is egyenl6k.

17. Allapitsuk meg, milyen kapcsolat all fenn az 4 és B események
kozoétt, ha A+ BA = B igaz!

Az egyenloség bal oldala a masodik disztributiv térvény alapjin &t-
irhat6:

A+(BA) = (A+B)(A+A) = (A+B)I = A+B.
Tehat A+ BA = B ekvivalens a kovetkezd egyenlOséggel:

A+B = B.
Viszont a 13. példéban lattuk, hogy ebbol
AcB

adédik. Igy arra jutottunk, hogy 4 maga utan vonja B-t. Ekkor az A+ B
esemény valdban egyenlo B-vel, tehat — A+ B = A+ BA miatt — az
eredeti egyenldség is fenndll.
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" 1'8.' Vizsgiljuk meg, milyen ecetben teljesiil az (A+B)—B = A egyen-
oszgz. események kiilonbségének értelmezése szerint a bal oldal:
(A+B)—B = (A+B)B = AB+BB = AB+0 = AB.
fgy adodik
AB=A.
Ebbdl kovetkezik
ABcA é AcAB.
A masodik kapcsolatbdl és az
ABc B

Osszefliggés alapjan
AcB

nyerhetd. Teh4dt 4 maga utdn vonja B teljesiilését, igy 4 bekovetkezése
esetén B nem teljesiithet, vagyis A és B kizarjadk egymast.

19. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges A és B esetén fennall az (4 — A B)+
+ B = A+ B egyenloség!
A bal oldalon 4ll6 eseménybdl indulunk ki:
(A-AB)+B = A(AB)+B = A(A+B)+B = AA+AB+B =
= O0+AB+B = AB+B = (A+B)(B+B) = (A+B)I = A+B.
A jobb oldalon 4116 eseményt kaptuk, igy igazoltuk a fenti azonossigot.
20. Igazoljuk, hogy tetszbleges A és B esetén fennall az (4+ B)— AB =
= AB+ AB egyenloség!

A bal oldali eseményb6l indulunk ki, és azonos 4talakitdsokat hajtunk
végre:

(A+B)—AB = (A+B)AB = (A+B)(d+B) =
= A(A+B)+B(A+8B) = AAd+AB+BA+ BB =
= O+ AB+AB+0 = AB+A4B.

Valéban a jobb oldalon levé eseményre jutottunk, igy a fenti azonos-
sagot bebizonyitottuk.

21. Hozzuk egyszerlibb alakra az (A+ B)(A+B)(A+ B) kifejezést!
Az egyszer(isités soran felhaszndljuk a disztributiv torvényeket:

(4+B)(A+B)(A+B) = (44+B)(A+B) = (O+B)(A+B) =
= B(A+B) = BA+BB = AB+0 = AB.
Tehat AB a kifejezés egyszeriibb alakja.
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22. Lassuk be, hogy tetszbleges 4, B és C eseményekre fenndll az

(A+B)(A+ C) = AC+ AB bsszefiiggés!

A bal oldalon 4116 eseménybdl indulunk ki:
A+B)(A+C) = (A+B)A+(A+B)C =
= AA+BA+AC+BC = O+ AB+AC+ BC.

A BC eseménytdl eltekintve ugyanazt kapjuk, mint a jobb oldalon.
Megmutatjuk, hogy BC beolvaszthatd az el3z6 két esemény Osszegébe:

BC = IBC = (A+ A)BC = ABC+ ABC.
De ABCc AB és ABCc AC, ezért
AB+ AC+ BC = (AB+ ABC) +(AC+ ABC) = AB+ AC.

Tehéat valoban fennall az Osszefiiggés.

23. Vizsgaljuk meg, hogy tetszleges 4, B és C események eleget tesznek-e
a kovetkezd Osszefiiggésnek: A+B+C = A+(B—AB)+(C—AC)!
A jobb oldal els6 két tagja:

A+(B-AB) = A+B(AB) = A+B(A+B) =

= A+ AB+BB = (A+A)(A+B)+0 = I(A+B) = A+B.
Hasonl6 moédon kapjuk, hogy

A+(C—-AC) = A+C.

E két azonossag Osszege a kérdésben szerepld azonossagot adja.
Tehat az azonossig tetszoleges 4, B és C eseményekre igaz.

24, Allapitsuk meg, hogy tetszéleges A, B és C eseményre fenndll-e a
kovetkezd egyenlOség:

(A+B)C = C-C(4+B)!

A jobb oldalon 4ll6 eseménybdl indulunk ki, mivel ennek atalakitasa
latszik konnyebbnek :

C—C(A+B) = C[C(A+B)] = CIC+(A+B)] = CC+C(A+B)=
= 0+(4+B)C =(4+B)C.
A bal oldali eseményt kaptuk meg, teh4t az egyenléség azonossag.

25, Lassuk be, hogy tetszbleges 4, B, C és D eseményekre fennéll a
kovetkezd egyenldség:

(A-B)(C—D) = AC—(B+D)!
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A bal oldali eseményt 4talakithatjuk az alabbi moddon:
(A—B)(C—D) = (AB)(CD) = ABCD.
A jobb oldalt is alakithatjuk eképpen:
AC—(B+D) = AC(B+D) = AC(BD) = ABCD.

Mindkét oldalt ugyanarra az eseményre vezettiik vissza, igy igazoltuk,
hogy azonossagrél van szb.

26. Igazoljuk, hogy barhogyan valasztva az A, B, C és D eseményeket,
fennall koztik a kovetkezd kapcsolat:

(4—B)—(C—D) = [A—(B+C)]+(4D—-B).
Mindkét oldalt atalakitjuk. Eldszér a bal oldali eseményt irjuk at:
(A—B)—(C—D) = AB—CD = AB(CD) = ABC+ ABD.
Ezutan a jobb oldalon 4llét alakitjuk at:
[A—(B+C)]+(4D—B) = A(B+C)+ADB = ABC+ ABD.

Mivel mindkét atalakitds ugyanazon eseményre vezetett, kimutattuk,
hogy a négy esemény kozti kapcsolat valoban azonossag.

27. Egy céltablan 10 koncentrikus kor van. A ko6rok sugarait r-val
jeloljuk (k=1,2,...,10), mégpedig agy, hogy ri=>r;>...>ry. Az A,
esemény akkor teljesiil, ha valamelyik taldlat az r, sugari kor belsejébe
esik. Mit jelentenek az alabbi események:

a) B = ZAk9 b) B,= ]IAk’ €) B;= A;—As;
4
d) By = (47— Aw)—(4s—4y); € B;= A10+k21' (A — Asie+1)-

a) B,= ZAk Ag+ Ay + Ag+ A+ Ay = Ag, mert A,CA;, ha i>j.
Vagyis B, azt jelenti, hogy a talalat az ry sugar(i kor belsejébe esik.

b) B,= ]]A,‘— 14,43 A3 Ag= A5, mert A,CA;, ha i>j. Tehit B,
esetében aktalélat az r; sugard kor belsejébe jut.

¢) By = A;— Ay = A, ;. A taldlat az r, sugarG koron belil, de az
rs sugartt koron kivil van.

d) B, = (Av"‘Alo)—(As Ay = (4, A-m) (Asffs) = (A7A-10) (As/fs) =
=(A; A1) (Ag+ Ay) = A; Ay Ao+ Ay Ay Ayy = Az Ag+ Ay Ay
Itt felhasznéltuk, hogy AzC Ay € AyC A, ezért Agdyg= A és A,Ay= A,.
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Tehat a taldlat vagy az r, sugarii kéron belill, de az rg sugari kéron
kiviil, vagy pedig az r, sugari koroén belil, de az ry, sugara koroén kivil
esik.

4 4
e) B;= Axo'*‘kz; (Ao — Az +) = Alo‘i‘kZ; (Azk‘A_2k+1) =

= A+ Ag Ay + Ay A+ A A+ A Ay

Tehat a taldlat vagy a legbelsd korbe, vagy onnan szamitva minden
masodik korgylirli valamelyikébe esik.

28. Az A, B,, C, események rendre azt jelentik, hogy harom kiilon-
b6z6 konyvsorozat kotetei kéziil az els6bdl p, a masodikbdl s, a harma-
dikbdl ¢ szamu konyvet vesziink. Mit jelentenek a kovetkezd események:

a) A1+Bi+Cp; d) AyB;
b) AB,Cy; e) (A41B,+A4;B)C,.
c¢) A;+Bs;

a) Az A;+ B,+ C, esemény azt jelenti, hogy a harom koényvsorozat-
nak legaldbb az egyikébdl valasztunk egy konyvet, vagyis hogy a 3 soro-
zatbol legalabb egy koényvet vesziink.

b) Az A,B;C; esemény Kkifejezi, hogy mindhdrom konyvsorozat kotetei
kozil egyet-egyet valasztunk.

c¢) Az A,+ B; esemény akkor teljesil, ha vagy az elsé sorozat kotetei
koziil egyet vagy a mdsodik sorozat kotetei kozill hdrmat valasztunk,
vagy pedig ha mindkét vilasztds megtorténik. A harmadik sorozatbdl
val6 valasztds nem hat ki erre az eseményre!

d) Az A;B, esemény jelentése, hogy az elsd és a masodik konyvsorozat
kotetei kozil két-két darabot vesziink ki. A harmadik sorozat nem hat
ki az esemény teljesiilésére!

e) Az (A,B,+ A;B;)C, esemény mindkét tényezbjének egyidejiileg kell
teljesiilnie. Itt az els6 tényez6 akkor all fenn, ha vagy az els6 sorozatb6l
egy és a masodik sorozatbdl két vagy az elsd sorozatbdl harom és a ma-
sodik sorozatbol egy kotetet valasztunk. (Ez a két lehetdség egymast ki-
zérja!) A masodik tényez6é pedig a harmadik sorozatbodl egy kotet ki-
valasztasat jelenti.

29. Harom késziiléket ellendrziink. Az A esemény azt jelenti, hogy
legalabb egy késziillék hibds. A B esemény jelentése, hogy mindhiarom
készulék kifogastalan. Vizsgaljuk meg, mit jelentenek a kovetkezd ese-
mények :

a) A+B; b) AB.

a) Halegalabb az egyik késziilék hibas, akkor az A4, ha egyik sem hibas,
akkor a B esemény kovetkezik be, ezért az Osszegiik biztosan teljesiil,
igy A+B =L

b) Az AB akkor &ll fenn, ha mind A, mind B teljesiil. Itt azonban A
és B kizarjdk egymast, igy AB=0.
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30. Egy kazanhazi berendezés két kazdnbodl és egy gépbdl all. Az A4
esemény azt jelenti, hogy a gép jo, a B, (k=1,2) esemény azt, hogy a
k-adik kazédn j6. A C esemény jelentése, hogy a berendezés miikodo-
képes, ami akkor teljesiil, ha a gép és legaldbb az egyik kazin j6. Fejezziik
ki a C és C eseményeket az 4 és B eseményekkel!

A C eseményt megkapjuk, ha az 4 eseményt — amely azt jelenti, hogy
a gép j6 — azzal az eseménnyel szorozzuk, hogy legaldbb az egyik kazan
j6, ez B,+B,. Vagyis: C = A(B;+ B;). Ezutan képezziik a C eseményt,
vagyis azt, hogy a kazdnhazi berendezés nem miikodoképes:
C= A(B,+B;) = A+(B,+B,) = A+ B,B,. Vagyis vagy rossz a gép,
vagy egyik kazdn sem jO (azt is megengedve, hogy sem a gép, sem a kazi-
nok nem miikédnek!).

31. Egy hajénak egy kormdanyszerkezete, négy kazanja és két turbi-
néija van. Az A esemény azt jelenti, hogy a kormdinyszerkezet jo, a B,
(j=1,2, 3,4) esemény, hogy a j-edik kazan j6, a C, (k=1,2) esemény
pedig azt, hogy a k-adik turbina j6. A D esemény jelentése, hogy miikodd-
képes a hajo; ez akkor teljesiil, ha j6 a kormanyszerkezet, tovibba leg-
alabb egy kazan és legalabb egy turbina jo. Allitsuk el6 a D és D eseménye-
ket az A4, B, és C, eseményekkel!

A hajo miikodéképes, ha hiarom tényez6 egyidejiileg fennall. Ezek a
tényezOk: a kormanyszerkezet jo, vagyis A; legalabb az egyik kazan jo,
tehat B,-+ B,+ B;+ B,; legalabb egy turbina jo, azaz C;+ C,. Ily médon

D = A(By+ By+ Bs+ By) (C1+ C)).

A D eseményt, vagyis azt, hogy a hajé6 nem miikodoképes, a mar felirt
D esemény ellentett eseményeként kapjuk meg, amelyet a de Morgan-
képletek alkalmazasaval hozhatunk egyszeriibb alakra:

D = A(B,+ B, + B3+ B) (C;+Cy) =

= A+(Bi+By+ By + B)+(C1+C,) = A+ B, B, B, B+ C, C,.

32. Egy késziilék két részbdl all. Az elsd rész két egységet, a masodik
harom egységet tartalmaz. Az A, (j=1, 2) esemény azt jelenti, hogy az
elsd rész j-edik egysége jO, a B, (k=1,2,3) esemény pedig azt, hogy a
masodik rész k-adik egysége jo. A készillék miikodoképes, ha az elsd
résznek legalabb egy egysége, a masodik résznek pedig legalabb két egy-
sége jo. Irjuk fel a C eseményt, amely azt jelenti, hogy a késziilék j6, az
A, és B, eseményekkel!

A készillék miikodéséhez két tényezd egyidejii teljesiilése sziikséges.
Az egyik, hogy az els6 résznek legalabb egy egysége jO legyen, ezt az
A+ A, esemény jelenti. A masik az, hogy a masodik résznek legalabb két
egysége jo, ez az essmény B, B,+ B, B,+ B,B;. A késziilék jo, ha teljesiil ezek
szorzata:

C = (A1+A3) (Ble‘l'BlBs‘*‘ BgB3).
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33. Fejezziik ki az ismeretlen X eseményt az ismert 4 és B eseményekkel
a kovetkez6 egyenlGségiol:

X+H+X+4) = B.
Alkalmazzuk a bal oldal mindkét tagjara az els6 de Morgan-képletet:
XA+XA = B.
Alkalmazzuk az els6 disztributiv térvényt:
XA+A4) =B,

ebbdl
XI=B, X=B.

Mindkét oldal ellentétét véve:
X=B.

34. Egy kockat Otszor egymdas utdn feldobunk. Jel6ljik B,-vel azt az
eseményt, hogy a j-edik dobds 6-os. Fejezziik ki a B,-kkel a kovetkezd
eseményeket :

a) az 6todik dobaskor kapunk elGszér 6-ost (A4,);
b) legalabb egyszer 6-ost dobunk (A,);
¢) pontosan négyszer dobunk 6-ost (4;);
d) az els6 és a negyedik dobas 6-0s, a tobbi kozil az egyik biz-
tosan nem 6-0s (A,).
a) Egyiittesen fenndllnak a kovetkezd események: az elsé négy dobas
nem 6-os és az 6todik 6-os. Igy a keresett esemény:

A, = B,B,B,B, B;s.
b) A B, események Osszegét kell venniink, ez kifejezi, hogy legaldbb
egyik teljesiil:

5
Ay = D By = B+ By+ By+ By + B
=

c) Az A; esemény 6t — egymadst kizar6 — esemény Osszege, amelyek-
nek mindegyike azt jelenti, hogy az 6t dobas valamelyike nem 6-0s, a tobbi
pedig 6-0s:

A; = BB, B;B,Bs+ B, B, B; B, By+ B, B, B, B, B; -
+ B, B, B, B, By+ B, B, B B, B; .

d) Hérom esemény 4ll fenn egyiittesen. Az egyik: az els6 dobds 6-0s,
vagyis B,. A masik: a negyedik dobds 6-0s, ez B,. A harmadik: egy Gsszeg,
amelynek tagjai azt jelentik, hogy a masodik, harmadik és 6todik dobds
nem mind 6-0s, tehat legalabb egyik dobas a harom koziil nem 6-o0s, ez
B,+ B,+ B;. A harom esemény szorzatat kell venniink:

A, = B,By(B,+ B, + By).
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35, Hozzuk egyszeriibb alakra a kovetkezo kifejezést:

AB+C+A(B+C)(CD+ A).

A harmadik tag elsd tényez6jére a de Morgan-képleteket alkalmaz-
zuk:

AB+C+A(B+C)(CD+A4) = AB+C+(d+B+C)(CD+4) =
= AB+C+(A+BC)(CD+4) =
= AB+C+ ACD+BCCD+ AA+ ABC = AB+C+ ACD+ABC.

Ezutdn a disztributiv torvényeket alkalmazzuk, mégppdig az elsd és a
negyedik, ill. a masodik és a harmadik tagra. Igy kapjuk:

AB+BC)+CI+ACD = A(B+B)(B+C)+C(I+4D) =
= AI(B+C)+CI = A(B+C)+C = AB+AC+C.

A masodik és harmadik tagra a masodik disztributiv torvényt alkalmaz-
zuk. Tgy:

AB+(A+C)(C+C) = AB+(A+C)I = AB+AI+C =
= AB+D+C = AI+C = A+C.
Tehat az eredeti kifejezést 4talakitdsokkal A+ C alakra egyszer(isit-
hetjiik.

36. Igazoljuk, hogy az 4, B és C események tetszOleges megvalasztasa
mellett fennall a kovetkezd egyenldség: AB+ BC+AC = AB+ BC! )

Azt kell megmutatnunk, hogy a bal oldal harmadik tagja beolvaszthat6
az elsd két tag Osszegébe:

AC = ACl = AC(B+B) = ABC+ ABC,
ahol
ABC<c BC

ABCc 4B;

és
igy valoban

ABC+BC =BC
ABC+AB =4B.

37. Mutassuk meg, hogy hdrom tetszileges esemény Osszege mindig
felirhat6 a kovetkezd alakban:

A+B+C = A+(B—AB)+[C—-C(4+B)),

&s hogy a jobb oldalon 4ll6 hdrom esemény paronként kizdrja egymast!

64

El6szor az egyenldségrol mutatjuk ki, hogy azonossag. A jobb oldalon
4116 eseménybdl indulunk ki. Felhaszndljuk a de Morgan-képleteket is.

A+(B—AB)+[C~C(A+B)] = A+ BAB+CC(A+B) =
= A+B(A+B)+C[(C+(4+B)] = A+ BA+BB+CC+CA+B=
= A+BA+CAB.

A kétféle disztributiv torvény tobbszori alkalmazdsdval folytatjuk az
4talakitést:

A+AB+CB) = A+AB+C)(B+B) = A+AB+0O)I =
= A+AB+C) = (A+A)(A+B+C) = A+B+C.

Az eredeti Osszefliggés bal oldaldn 4116 eseményre jutottunk, tehat bebi-
zonyitottuk az azonossdgot. Ezutan a jobb oldali tagokr6l mutatjuk meg,
hogy paronként kizarjdk egymdst, vagyis szorzatuk a lehetetlen esemény:

A(B—AB) = A(BAB) = AB(A+B) = ABA+ABB = 0;
A[C—C(4+B)] = A[CC(A+B)] = AC[C+(A+B)] =
= AC(C+AB) = ACC+ ACAB = 0;
(B—AB)[C—C(A+ B)] = BAB[CC(A+ B)] =

= B(A+B)[C(C+(4+B))] =

= (BA+BB)[C(C+AB)] = BA(CC+ CAB) = 0.

Az egyenl6ség jobb oldalin szerepld hdrom eseményrdl tehat belattuk,
hogy valéban paronként kizarjdk egymést.

38. Igazoljuk, hogy tetszoleges 4, B és C eseményekre az
(I) A+B= BC

egyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha
(II) AcBcC!

a) Bebizonyitjuk, hogy ha a (II) kapcsolatrél feltessziik, hogy teljesiil,
akkor ebbol (I) kovetkezik. Az egyenldség akkor 4ll fenn, ha barmelyik
oldaldnak bekovetkezése maga utdn vonja a mdasik oldal teljesiilését.
Ha a jobb oldal, azaz BC fennall, akkor mind B, mind C teljesiil és
B C A+ B miatt a bal oldal is fenn4ll. Tegyiik fel most, hogy a bal oldal,
vagyis A+ B teljesiil. Ekkor vagy A4 vagy B feltétlenil teljesiil. Ha A
bekovetkezik, akkor (II) kdvetkeztében B, tovabba C is teljesil, igy BC
is fenndll. Ha B teljesiil, akkor (II) alapjan C is bekovetkezik, és ismét

fennéll BC. fgy a jobb oldal mindkét esetben bekdvetkezik. Tehat ID-bdl
kovetkezik (I).

5 Valdszinliségszdmitds
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b) Be kell még bizonyitanunk, hogy az (I) egyenidség fennallasabol
kovetkezik a (II) kapcsolat. Elészor tegyiik fel, hogy az A esemény fenn-
4ll. Exkor A c A+ B kovetkeztében és A+ B = BC teljesiilése miatt
Ac BC is fennall; ebbdl viszont adédik az 4 B kapcsolat. Most tegyiik
fel, hogy B teljesiil. Ekkor B C A+B é A+B = BC kovetkeztében
Bc BC is fenna]l. Ebbdl a Bc C Osszefiiggést kapjuk. A két eset Ossze-
kapcsoldsa mar a (II) Osszefiiggést adja: AcBcCC.

Teh4t tetszbleges 4, B, C mellett az (I) és (II) 4llitdsok ugyanazt a
kapcsolatot fejezik ki.

Az események algebrajat kozvetleniil alkalmazhatjuk kap-
csoléaramkorok vizsgalatara. Az aramkorben szereplé elemek
aramvezetés szempontjabol kétféle allapotban lehetnek: Aat-
engedik az dramot (vezetnek), vagy nem. A kapcsoldkat latin
nagybetiikkel jeloljiik.

Ha egy kapcsolékbol allé rendszer mindig dtengedi az &ramot
(r6vidzar), akkor I-vel, ha soha nem engedi 4t (szakadas),
akkor O-val jeldljiikk allapotat. Ha egy kapcsolasi rendszeren
beliil azonos betlikkel jeldlt kapcsolok vannak, akkor ezek
vagy mind atengedik az aramot, vagy mind megszakitjak. Ha
ellentétes elemek fordulnak eld, mint pl. A és A, akkor ezek
az elemek mindig ellentétes allapotban vannak. Két kapcsolasi
rendszert akkor mondunk ekvivalensnek (egyenértékiinek), ha
az azonosan jelolt elemek megegyez6 allasai mellett egyszerre
engedik at vagy szakitjdAk meg az 4ramot.

Ha két elemet, A-t és B-t parhuzamosan kapcsolunk, akkor
az egyiittes rendszer allapotat 4 + B adja meg (6. abra). Ha két

A B

1

elemet, A-t és B-t sorosan kapcsolunk, akkor az egyiittes
rendszert az AB allapot jellemzi (7. &bra).

A 8

| 11 7. 4bra
1 T

Ily médon kapesolasi elemekbdl soros és parhuzamos kap-
csolasokkal felépitett rendszerek leirhaték egy eseményalgebrai

66

(itt kapcsolasalgebrainak nevezett) kifejezéssel. Ha egy kap-
cs,olés1 rendszert leiré kifejezésen azonos 4talakitasokat hajtunk
végre, akkor ily médon esetleg az 1328 rendszerrel egyenértéki,
de e;gys'zerl’.ibb felépitésii rendszert tudunk szerkeszteni. Sokszor
tovabbi egyszer(sitési lehetSség adddik, ha a kapott kifejezés
ellentétes alakjat alakitjuk tovabb.

39. Abrazoljuk az

AB+AC

éllax:)otnak megfeleld dramkort!
Az A4 és B elemeket, valamint az 4 és C elemeket sorosan kapcsoljuk
majd a kapott két dramkort parhuzamosan kotjitk (8. 4bra). pesotus

]

40. frjuk fel a 9. 4bran feltiintetett ka &si
] . pcsolas vezetési all !
Jeldljk V-vel a rendszer vezetési allapotat: apotat

V =(4+B)C+BC.

—

ul

9. dbra

5%
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41. Rajzoljuk fel az
A+BC = (A+B)(A+C)

disztributiv térvény mindkét oldalanak megfelel6 kapcsolast! )
A 10a 4bra az egyenlet bal oldaldnak felel meg, a 106 dbra a jobb

oldalnak.
A c
q
q
a) b

42. Hatdrozzuk meg a 11. 4bran feltiintetett kapcsolds vezetési dllapo-
taval ellentétes vezetési allapotu rendszert! Véazoljuk az eredmény dram-
korének kapcsoldsat!

n
1}
I
i
o

10. abra

11. 4bra

A rendszer vezetési allapotit F-fel, az ellentétes vezetési allapotot

F-sal jeloljiik. Eloszor az 4bra alapjan felirjuk a vezetési allapotot:
F = (A+B)C+D(4+C)+A4BC.
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Ezutén az ellentétes vezetési allapotot képezziik:

F=(+B)C+D(A+C)+ABC.
A jobb oldalt a de Morgan-képlet felhasznélaséval 4talakitjuk :

F=(4+B)C)(D(A+C)) (ABC) =

= (A+B)+C)(D+(A+C)(4+B+C) =
= (AB+C)(D+AC)(A+B+C).
Ezutén az F vezetési 4llapotnak megfeleld 4ramkort abrazoljuk (12. dbra).

.

]
|
11
1]
o

,__']__{"

Q)

iy
L

[E Q
12. 4bra

. 4_3. Trjuk fel a_l3. abran adott kapcsolds vezetési allapotat! Egyszerii-
sitsiik a kapott kifejezést és a legegyszer(ibb alaknak megfelelé dramkort
abrazoljuk!

Jeloljik F-fel a rendszer vezetési allapotat és ezt irjuk fel az 4bra alapjan:
F = (A+B+C)(A+B)(B+C).

A jobb oldalon all6 kifejezést egyszer(ibb alakra hozzuk. El6szér a maso-

69



13. abra

dik disztributiv térvényt alkalmazzuk az elsé két tényezire.
F = [B+(A+C)AI(B+C) = (B+A4A+CA)(B+C) =
= (B+CA) (B+O).

A szorzést elvégezziik.
F = BB+ CAB+BC+CA = CAB+BC+CA.

Az els6 tagot elhagyhatjuk, hiszen CABc CA, és ha CA bekovetkezik,
akkor mar F is bekovetkezett, fiiggetleniil attél, hogy B vagy B all-e fenn.
Tehat

F = BC+AC = C(4A+B).

Igy az eredeti rendszer vezetési dllapotaval megegyezd vezetési dllapotu,

14. dbra
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de anndl joval egyszerlibb dramkéri megoldésra jutottunk és ennek kap-
csoldsdt vazoljuk (14. abra). Eredményiinket szemléletes médon ellen-
orizhetjiilk : azt kaptuk, hogy a rendszer csak akkor vezeti az 4&ramot, ha
a C kapcsol6 azt atengedi. Valdban: a 13. 4brdn ha C nem engedi 4t az
aramot, akkor a felsd blokkon csak akkor jut 4t az 4ram, ha A4 vagy B
atengedi. Ha A 4atengedi, akkor 4 nem, igy a k6zépsd blokkon B-nek kell
4tengednie, de akkor B nem engedi 4t, igy az als6 blokkon nem jut 4t az
4aram. Hasonl6 médon: ha 4 nem engedi a4t az aramot, akkor a fels6
blokkon B-nek kell itengednie, igy az alsé blokkon ismét nem jut at az
aram.

Ha viszont C atengedi az dramot, akkor a fels6 és az alsé blokkon 4t-
jut az dram, a ko6zéps6n viszont csak akkor jut 4t, ha vagy 4 vagy B at-
engedi, mint azt az F = C(4+ B) eredmény is tikrozi.

44. Trjuk fel a 15. 4bran vazolt kapcsolds vezetési 4llapotat, és végez-
ziik el a lehetséges egyszeriisitéseket!

>

15. 4bra

Jeloljik F-fel a kapcsolds vezetési édllapotat:
F = AB+B+CA+C.

A disztributiv torvényt alkalmazzuk az elsé és masodik, ill. a harmadik
és negyedik tagra:

F=(A+B)B+B)+(C+C)(A+C) = (A+B)I+I(A+C) =
=A+B+A+C=I1+B+C =L

Az egyszer(isités utdn nyilvdnval6, hogy az dramkor mindig 4tengedi az
aramot.
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1. VALOSZINUSEG

1. Események valosziniisége

Valamely kisérlettel kapcsolatos esemény bekovetkezéseinek
szamat a kisérlet n-szeri megismétlése soran megszamoljuk.
Jeloljiik a vizsgalt eseményt 4-val és tegyiik fel, hogy a kisérlet-
sorozatban az 4 esemény k-szor kovetkezett be. Képezziik a

k . «
oy hanyadost, az 4 eseménynek a kisérletsorozatra jellemzd

relativ gyakorisdgdt. A tapasztalat azt mutatja, hogy ha egyre
tobb kisérletbdl 4ll6 sorozatbdl hatarozzuk meg az 4 esemény
relativ gyakorisagit, akkor a kapott relativ gyakorisagok
egyre kisebb mértékben ingadoznak egy rogzitett szam koriil.
Ezt a szamot az A4 esemény valdszinliségének nevezzik, és
P(A)-val jeloljiik.

Az események valdsziniiségére a kovetkezOk allnak fenn:

I. 0=sPUA)=1.
I. PO)=0, PUI)=1.
III. Ha AB=0, akkor P(4+ B) = P(4)+P(B),

ill. 4ltalanosabban
IV. Ha az A,, 4,,..., 4,,... események paronként ki-
zarjak egymast, akkor

P(Apt Ao+t Ayt ) =P(A)+P(4y) ++-+ P(4,)+--

A fentiekbd8l kovetkeznek az alabbi osszefuggesek
a) Ha az A esemény maga utan vonja a B eseményt, azaz
A c B, akkor

P(4)=P(B).
b) Legyen A és B egy kisérlet két eseménye, akkor
P(4+B) = P(4)+P(B)—P(4B).
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Megfelel6 Osszefiiggés tHbb eseményre is érvényes. Példaul
3 esemény esetén a kovetkezd alakot Olti:
¢) Ha A, B, C egy kisérlet harom eseménye, akkor

P(A+B+C) = P(4)+P(B)+P(C)—
—P(4B)—P(AC)—-P(BC)+P(ABC).
d) Ha A,, A,, ..., A, teljes eseményrendszert alkotnak, akkor
P(4)+P(A)+ - +P(4,) = 1.

Ennek specialis eseteként
_e) Ha valamely kisérlet egy eseménye A4 és ennek ellentettje
A, akkor

P(A)+P(}1-) = 1.
Gyakorl6 feladatok
1. Mutassuk ki, hogy P(4)=0,7 és P(B)=0,9 esetén P(4AB)=0,6!
Felhaszndljuk a két esemény Osszegének valOszinliségére vonatkozd
Osszefliggést :
P(A+B) = P(A)+P(B)-P(A4B);
ebbdl atrendezéssel:
P(AB) = P(A)+P(B)—-P(A+B).
Feltevésiink alapjdn nem noveljiik a jobb oldalt, ha P(4) és P(B) helyett
rendre 0,7-et, ill. 0,9-et irunk, és ha —P(4+ B) helyett annak legkisebb
lehetséges értékét, (—1)-et vesszik; igy
P(4B) = 0,7+0,9—1 = 0,6.
Ezzel igazoltuk, hogy P(A4B)=0,6.
2. Igazoljuk, hogy tetszbleges 4 és B eseményekre fennall P(4) =
= P(AB)+P(4B)!
Az A esemény eldallithatd két, egymast kizaré esemény osszegeként
A = AB+ AB.

igy a IIL alapjan
P(4) = P(4AB+ AB) = P(AB) +P(4B).

Tehat valoban igaz a fenti Osszefiiggés.
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3. Lassuk be, hogy 4 és B tetszOleges megvalasztisa esetén fenndll
P(A+B) = 1-P(4B).
A de Morgan-tételek alapjan tudjuk, hogy
A+B = AB,

vagyis A+B és AB ellentett események. Az ellentett események valo-
sziniiségeire vonatkoz6 Osszefliggés alapjan

P(A+B)+P(4B) = 1.
Ezt atrendezve, valéban P(4+B) = 1—P(4B) adédik.
4. Mutassuk meg, hogy A-t és B-t tetszblegesen valasztva, teljesiil a
kovetkezd kapcsolat:
P(A+B) = P(A)+P(4B)!

Két esemény, A és B osszege felirhaté két, egymadst kizaré esemény
Osszegenként. Ugyanis
A+B(A+A) = A+AB+ AB.

De mivel ABC A, igy
A+B = A+ A4B.

A IIL-at alkalmazzuk: P(4+B) = P(4+ AB) = P(A)+P(4B). Ezzel
az Alllitast igazoltuk.

5. Igazoljuk, hogy ha A és B tetszdleges események, akkor az AB+ AB
eseménynek, vagyis annak az eseménynek, hogy koziilik pontosan egy
kovetkezik be, valdsziniisége a kovetkez6:

P(AB+A4B) = P(4)+P(B)—2P(4B).

Az A é B események felbonthatok egymast kizard események Ossze-
gére, a kovetkez6 moédon:

A= AB+AB, B = AB+A4B.

Ezeknek az eseményeknek a valGsziniiségeit képezziik és alkalmazzuk
IIL.-at:

P(A) = P(4AB)+P(4B), P(B)=P(4AB)+P(4B).
A két egyenletet Osszeadjuk:

P(A4)+P(B) = 2P(AB)+P(4B)+P(4B).
Tudjuk, hogy III. alapjén

P(4B+A4B) = P(AB)+P(4B).
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Most az ut6bbi Osszefiiggést helyettesitjilk az elobbi egyenldségbe. Atren-
dezve adodik:

P(AB+AB) = P(A)+P(B)—2P (4B).

6. PrObagyartas utan két szempontbdl vizsgéljuk a késztermékeket.
Az A esemény azt jelenti, hogy a vizsgdlt gyartmany anyaghibds, a B
esemény pedig azt, hogy mérethibds. Az 4 esemény P(A4)=0,15, a B ese-
mény P(B)=0,3 és az AB esemény P(4B)=0,08 valOsziniiséggel kovet-
kezik be. Mi a val6szinlisége annak, hogy valamely késztermék hibatlan?

Eloszor annak a valOsziniségét szdmitjuk ki, hogy egy késztermék
hibas. Ez az esemény A+ B, mert ez jelenti azt, hogy a termék legaldbb az
egyik szempontbdl hibas.

P(A+B) = P(4)+P(B)—P(4B) = 0,15+0,3-0,08 = 0,37.
Az A+ Besemény ellentéte A+ B = AB kifejezi, hogy a termék hibatlan:
P(4AB) = 1-P(A+B) = 1-0,37 = 0,63.
Tehat 0,63 annak a val6sziniisége, hogy valamely késztermék hibatlan.
7. Egy tarsasig tagjait nyelvtuddsuk szerint csoportositjuk. A kovet-
kezd eseményeket vezetjilk be:
A: a kivalasztott személy tud angolul;
B: a kivalasztott személy tud oroszul;

C: a kivélasztott személy tud franciaul.
Ismeretesek a kovetkezd valOszinliségek:

P(4)=0,35; P(B)=04; P(C)=0,3;

P(4B)=0,15; P(4C)=0,2; P(BC)=0,2; P(4BC)=0,1.
Hatdrozzuk meg annak a valOszin(iségét, hogy egy tetszdlegesen kivélasz-
tott személy az angol, orosz és francia nyelvek koziil legaldbb egyiken
tud!

Az A+ B+ C esemény jelenti azt, hogy a kivalasztott személy az angol,
orosz és francia koziil legalabb az egyik nyelven tud. Ennek val6sziniisége:

P(A+B+C) = P(A)+P(B)+P(C)—
—~P(AB)—P(AC)—P(BC)+P(ABC) =
= 0,35+0,4+0,3-0,15-0,2—-0,2+0,1 =0,6.
Tehat egy véletlenszer(ien kivalasztott személy 0,6 valdsziniiséggel tud
legaldbb az egyik nyelven.

8. Egy iskola tanul6inil a jeles matematika és a jeles fizika osztaly-
zatokat figyeljik. A kovetkezd eseményeket vezetjilk be tetszOlegesen
kivalasztott tanuldkra:

A: jeles osztalyzata van matematikdbol;

B: jeles osztdlyzata van fizikdbol.
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Ismeretesek a kovetkezok: annak val6sziniisége, hogy egy véletleniil
kivalasztott tanulénak jelese van fizikabol, P(B)=0,11; hogy jelese van
matematikabol és fizikabol, P(4B)=0,09; hogy a matematika és fizika
targyak koziil legalabb egyikbdl jeles az osztilyzata, P(4+ B) = 0,16.
Mi a valésziniisége annak, hogy egy tetszolegesen kivalasztott tanulénak
jeles osztalyzata van matematikdbol?
Felirjuk a két esemény Osszegének valOszinfiségére vonatkozd Ossze-
fliggést:
P(4A+B) = P(4)+P(B)—P(4B).
Az Osszefiiggésbdl a P(A) valésziniiséget kifejezziik és az ismert adatokat
behelyettesitjiik :
P(4) = P(4+B)+P(4B)—P(B) = 0,16+0,09—0,11 = 0,14.
Tehat 0,14 annak a valészin(isége, hogy egy tetszblegesen kivélasztott
tanulénak matematik4bol jeles osztilyzata van.

2. Klasszikus valosziniiségi mez6

Ha egy kisérletnek csak véges sok kimenetele lehet, €s az egyes
kimeneteleknek, vagyis az elemi eseményeknek azonos a valo-
szinfiségiik, akkor a kisérlettel kapcsolatos események és ezek
valészinfiségei egyiitt Gn. klasszikus valdsziniiségi mezét alkot-
nak.

Legyen A a kisérlettel kapcsolatos esemény. Ha az A ese-
mény a kisérlet n elemi eseménye koziil k kiilonbozé elemi
esemény Osszegébdl all, akkor valdsziniisége

k
P(4) = g
Tehat itt n az 6sszes lehetséges elemi esemény — masképpen
az ,,0sszes eset” — szama, k pedig az 4 esemény bekovetkezése
szempontjabdl kedvezd elemi események — vagyis a ,,kedvezd
esetek’” — szdma.

Példaul hatarozzuk meg annak a valdsziniiségét, hogy egy
szabalyos dobdkockéval 4-est dobunk!

Kockadobas soran a kimenetelek, vagyis az Osszes esetek
szama n=6. Ezek szabalyos kocka hasznalata esetében egyen-
13en valoszintiek. Most a kedvezd eseteket tekintjiik. Ilyen
csak egy van, k=1, mert a vizsgalt esemény elemi. Ha az ese-

1

k
ményt A4-val jeloljiik, akkor P(4) = Pt
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Tehat a 4-es dobas valodsziniisége %

Vagy legyen egy dobozban 4 fehér, 1 piros és 5 kék golyd.
Egy golyé6t taldlomra kivesziink. Hatirozzuk meg annak a
valdsziniiségét, hogy fehéret hiizunk!

Mindegyik golyét azonos valdsziniiséggel valaszthatjuk, és
az Osszes lehetGségek szama n=10. Jeloljiik A-val azt az
eseményt, hogy a kihtizott golyé fehér. Ennek az eseménynek
a szempontjabdl a kedvezd esetek szama: k=4.

k 4
P) = =70 0,4.
Tehat 0,4 valdsziniiséggel hizunk fehér golydt a dobozbdl.

Gyakorlé feladatok

1. Ha tizkonyvet helyeziink el tetszleges sorrendben egy kényvespolcon,
€s harom konyvet elére megjel6liink, akkor mi a valdszinfisége annak,
hogy az elhelyezés sordn a megjellt konyvek egymds mellé keriilnek?

El6szOr az Osszes lehetséges sorrendek szamat éllapitjuk meg. Ez
10 elem permuticiéinak szama, igy n=10!. Ezutan a kedvezd eseteket
tekintjiilk. Ha a harom megjelolt konyv egymdas kézti sorrendjét nézziik,
ezeknek szdma P;=3!. Minden régzitett egymdas kozti sorrend a tobbi
konyvhoz viszonyitva tobbféle médon valoésulhat meg. Ennek szamat
ugy éllapithatjuk meg, hogy a hidrom, egymdas melletti kényvet most egy
elemnek tekintve, és a t6bbi kényvet hét elemnek véve, Osszesen 8 elemet
éllithatunk még tetsz6leges sorrendbe. Erre P,= 8! lehet6ségiink van. A ked-
vezd esetek szdma ezért k=3!8!. A vizsgalt eseményt A-val jelolve, ennek
valOsziniisége :

k 6 1
Pl = £ - 38 _
n

100 9 15°

1
TehétE a val6szinfisége annak, hogy a hiarom megjel6lt konyv egy-

mas mellé keriil.

2. Tiz telefonvezeték koziil négy beazds miatt hasznalhatatlanna valik.
Ezutédn 4 vonalon hivast kisérelnek meg. Szamitsuk ki annak val6szinii-
ségét, hogy a hivasok fele a bedzas miatt nem lesz sikeres!

El6szor az Osszes lehetdségeket szamitjuk. A 10 vonal koziill négy vona-
lon torténik a hivas. fgy 10 elembdl 4-et kell kivélasztanunk, sorrendre
valo tekintet nélkiil. Azt kapjuk, hogy

n= C‘]lo = [140] .
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Most a vizsgilt esemény szempontjabol kedvezé'aseteket vessziik tekin-
tetbe. A két gsﬁeres hivas a 6 j6 vezetéken, a k’ét sikertelen a 4 hibés veze-
téken megy végbe. A sorrend itt sem szdmit, igy

]

Ha a vizsgélt esemény jele 4, akkor

(6) (4] 6 4
kL)) 222
PA=—="70y ~ 100
4) 416!
61-61-41-41 3.1.2:3-4:5:6 3
= 2rat2nan10! | 7-8-9-10 7°

Tehat i a val6szinfisége annak, hogy a bedzds miatt pontosan két
7
hivas lesz sikertelen.

3. Egy 12 tagh didkcsoportban 10 fin és 2 ledny van. Két szinhdz-
jegyet s%yrsolnak ki egymds kozott. A sorsoldst ugy végzik, pogy az Osszes
nevet tartalmazd dobozbél két nevet kihiznak. Mi a val6szinfisége annak,

hogy a két ledny kapja a jegyeket? ;
iy sorsolds 6szzes lehetséges eredményeinek'széma 12 elembdl képezett
masodosztalyd kombinaciék szamdval egyenld, igy

nech=(2).

Kedvez® eset csak az, amikor a két leAnynevet huzzak ki, igy k=1. Ha
A az esemény jele, akkor

ko112 1
PO=T=0" "1 " 1211 6
[2] 210!

Tehat —1— a valoszinfisége annak, hogy a két didklany kapja a jegyeket.
66

4. Egy minden oldaldn befestett kockdt 1000 azonos méretii kis koc-
Kkéra fiirészelnek szét. A kis kockakbol véletlenszetien valasztunk egyet.
Mi a val6szinlisége annak, hogy ez két oldaldn van festve?

A vilasztis dsszes lehetdségeinek szdma n=1000. Szgimoljuk meg az
esemény szempontjabol kedvezd lehetéségekqt. Az eredeti kock4nak mind
a 12 éle mentén 8 olyan kis kocka keletkezik, amelyeknek pontosan két
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oldala festett, vagyis k = 8-12 = 96. Ha az eseményt A-val jeloljik,
akkor azt kapjuk, hogy

Tehat 0,096 annak a valészinfisége, hogy pontosan két lapjén festett
kockat valasztunk.

5. Egy sorsjitékon @ forint Ssszértékben adtak ki sorsjegyeket. Egy
sorsjegy b forintba keriilt. Osszesen ¢ darab értékes nyereményt sorsolnak

kx Ifli ?a val6szinfisége annak, hogy egy sorsjeggyel értékes nyereményhez
jutu

El6szor nézzilk meg, hany sorsjegyet adtak ki, Fzek széma: n=—:—._

Ezutdn a kedvezd eseteket tekintjik. Ezek szdma k=c. Ha A-val jeloljiik
a vizsgdlt eseményt, akkor

bc
Tehdt — a valdszin{isége annak, hogy egy sorsjeggyel értékes nyere-.
a
ményhez jutunk.

6. Domindjitszma kezdetén egy domin6t valasztunk, mely nem dupla,
vagyis kétféle pontérték van a két felén. Ezutdn a tobbi dominébol egy
mésodik dominét vélasztunk véletlenszerfien. Mi a valdsziniisége annak,
hogy a masodik domin6t az els6héz hozza lehet tenni?

Hatarozzuk meg el8szor az §sszes lehetdségek szamat. A dominékon
0-t6l 8-ig terjedd pontozas taldlhat6. Egy-egy dominéra a 9 elembdl kettd
keriil Ggy, hogy azonosak is lehetnek. Igy az Osszes kiilénbozé dominék
szamat 9 elem mdisodosztalyn ismétléses kombiniciéinak szdma adja
meg, vagyis

9+2—1) (10 10!  10-9
Cz,£= = =__=-__=45.
) ( 2 ) (2) 2081 1.2

Ebbdl egyet elséként mar kivalasztottunk. A mésodik hizasra tehat n=44.
lehet6ség van.

Né¢zziik ezutdn a kedvezd eseteket. Az elsdnek kivett domind egy-egy
feléhez 8—8 dominé tehetd hozz4, mert minden rogzitett pontérték sz-
szesen 9 domindn fordul el és ezek egyikét mir kivettiik. A kedvezd
vélasztdsok szdma tehat k = 2-8 = 16. Jeloljiik A-val a szoban forgd
eseményt:

Pk 16 4
n 4 11
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Tehat i annak a valészinlisége, hogy a mdisodiknak kivett dominé
11

az els6hoz tehetd.

7. Egy csomag magyar kartyabol klveszunl'c" egy lapot, megné:
szinét, fnyajd visszatessziik. Ezutén jol megkeverjikk a csomagot, és ismét
vélasztunk egy lapot. Mi annak a valészinlisége, hogy ez ut6bbi lap nem

ini az elsGvel? L .
az?;&'sljlsiﬁ a vizsgilt eseményt A4-val. Az Osszes lehetés_eg a masodik lap
kihuzésara n=32. Azoknak az eseteknek a'széma, amikor nem azonos
fajtaja lapot kapunk, vagyis a kedvezd lehetdségek szama, k = 3-8 = 24.

Tehat —Z— valésziniiséggel més szin{i lapot huzunk mdisodszorra.

8. Hatirozzuk meg annak val6szinfiségét, hogy az 1-tdl 100 000-ig
tarté egész szamok kozil véletlendl vélasztott N egész, sgé,mnak a) a
négyzete; b) a negyedik hatvinya 1-es szénpeggyel végzidik.

Egy N egész szam négyzetének és negyedik hatvinydnak utols6é §zé.m-
jegyét N utolsdé szdmjegye hatarozza meg. Ennek valasztasara az Gsszes
lehet6ség n=10, amelyek a szidm véletlen valasztdsa esetén egyenld valo-

K. .
' szjzljieA kedvezd esetek azok, amelyekben az N utolsé szdmjegye vagy
1-es vagy 9-es, mert ezek négyzete végzodik 1-gyel. fgy k=2. Ha az ese-
ményt A-val jel6ljuk, akkor

k 2
P(A) =—=—=0.2.
n

10
E ész szam negyedik hatvanya akkor végzédik 1-gyel, ha négy:
zetl;)l-g%le%agy 9-cel végzddik. Ez viszont akkor all fenn, ha az eredeti

j odi 6 vélaszta-
szam 1-es, 3-as, 7-es vagy 9-es szAmjeggyel végzddik. A kedvezd v
sok szdma itt k=4. Ha B-vel jeloljik az eseményt, akkor

zam négy-
Azt kaptuk, hogy a) 0,2 a val6szin{isége amk, hogy egy egész s nég
zete éspb) 0,4 a val6sziniisége, hogy negyedik hatvanya 1-gyel végzédjék.

45 Lo ter-
9. Két egész szamot valasztunk véletlenszerﬁ§n az 1 to'l }’0000 ig
jedd egész izémok kozil. Hatélrozzuk1 meg,' mi a valésziniisége annak,
h szorzatuk utols6 szdmjegye 1-es legyen! B
o%(yét egész szdm szorzatanak utolsd szémjegye'a két t'ényezo ugolsé
szamjegyeitd] figg. Jelentse (a, b) azt, hogy az els6 téqyezé gtqlsé jegye
a, a masodiké pedig b. Mivel mind a, mind 4 a tiz szamjegy ko6ziil barme-
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lyik lehet, és a tényezOk sorrendje is szamit, ezért az sszes pérositasi
lehetdség 10-10 = 100, amelyeknek mindegyike azonos valoszin{iség-
gel fordul eld.

Az esemény szempontjabol kedvezd lehetségek a kovetkezs szAmparok :
a, D, 3,7, (7, 3), (9, 9). A kedvezd lehetdségek szdma tehat k=4. Ha
A a vizsgélt esemény, akkor

Tehdt 0,04 a valésziniisége annak, hogy a két véletleniil vilasztott
egész szdm szorzata 1-re végzddik.

10. Hatdrozzuk meg annak a val6szinliségét, hogy az elsd 100 000
pozitiv egész szdm koziil egy véletlenill vilasztott N szdm kobének két
utols6é szdmjegye 11 legyen!

Egy N egész szdm kobének utols6 két szamjegye csak az eredeti szém
két utols6 szdmjegyétdl fiigg. Jeldliik N utolsd jegyét a-val, utols6 elbtti
Jjegyét b-vel. Az utolsé két jegy lehet 00, 01, 02, ..., 98, 99, vagyis Gsszesen
100 lehetséges eset van, amelyeknek mindegyike nyilvin azonosan val6-
szini. Ezutdn az esemény szempontjabol kedvezd lehetségeket nézziik,
Irjuk fel az eredeti szdmot helyértékek szerint, az egyeseket &s tizeseket
kiirva, a szdm tovabbi részét — vagyis a sz4zas és magasabb helyértékeket
— pedig az aldbbi médon Gsszevonva:

N = a+105b+100(...).
Ekkor N kébe fgy adédik:
N* = a®+30a%5-+100 (- ),

ahol az Gsszevont tagok a két utolsé jegyet méar nem befolyésoljak. N@
utolsé jegye csak gy lehet 1, ha a® utolsé jegye is az. Ez csak a=1 véalasz-
tas mellett 41l fenn. Ha az a=1 értéket valasztjuk, akkor

N® = 1+4306+100(--).

Ebbdl a felirdsbol latszik, hogy N* utolsé eldtti szimjegye akkor és csak
akkor lehet 1, ha 305 utols6 két szdmjegye 10, vagyis 35 utolsd szamjegye 1.
Ez pedig csak tgy kovetkezik be, ha b=7. Tehat csak egy kedvezd eset
van (lk = lil)c’ mégpedig az (1, 7) szdmpar. Jeldljik a széban forgd eseményt
A-val. Ekkor

Tehét 0,01 a val6sziniisége annak, hogy egy taldlomra vélasztott egész
szdm kobe 11-re végzddik.

11. Tiz lapra felirjuk a tiz szdmjegyet. Hatirozzuk meg annak a valé-
sziniiségét, hogy két lapot taldlomra kivilasztva és egymés mellé téve,
a kapott szdm oszthat6 18-cal!
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Minden 100-nal kisebb pozitiv egész szdmot megkaphatunk az adott
médon, azok kivételével, amelyeknek mindkét szamjegye megegyezik,
tehat osszesen n=90 kiilonboz6 szdmot. A huzds soran egyiknek sincs
kitiintetett szerepe, tehat nyilvdn béarmelyik azonos valosziniiséggel 1€p
fel. A kedvezd esetek: 18, 36, 54, 72, 90; igy k=5.

A vizsgilt eseményt A-val jeloljik:

Azt kaptuk, hogy T valosziniiséggel ad6édik 18-cal oszthatdé szdm.

12. Nyolc azonos lapra egyenként felirjuk a kovetkezd szdmokat:
2, 4, 6, 7, 10, 11, 12, 13. Kozilik két lapot taldlomra kivélasztunk. Mi a
valésziniisége annak, hogy a kivélasztott lapokon levd szamokat egy tort
szadmlalojanak, ill. nevezdjének véve, a tort egyszer(sithetd lesz?

Az dsszes kiilonbdzd esetet ugy kapjuk, hogy a nyolc lapb6l minden
lehetd moédon kettdt kivesziink (a sorrend nem szamit). A lehetséges esetek
szdma tehat 8 elem masodosztalyt kombindciéinak szdma:

8 8.7

A kedvezd eseteket akkor kapjuk, ha a felirt piros szamokbol valasztunk
kettét (sorrendet nem szamitva), mert a péaratlanok mindegyike tOrzs-
szAm, ennélfogva semelyik masik szerepldé szdmmal nincs valodi kozos
osztéja. Igy 5 elem masodosztalyti kombindciéinak szadmat kell venniink :

5\ 5.4
k=C§=() ~ 10.

2) 127
Ha a szoban forgd esemény jele A, akkor
P(4) = k_W_3
n 28 14

5 i .
Tehat I val6szinfiséggel kapunk egyszerisithetd tortet a felirt sza-

mokbol.

13. Ot kiilonboz6 hossziisagh egyenesszakasz hossza rendre 1, 3, 53' 7,
9 egység. Hatarozzuk meg a valdszinfiségét annak, hogy véletlenszeruqn
kivalasztva kozolik harmat, a kivalasztott szakaszokb6l haromszog

szerkeszthetd! )
‘Az Osszes valasztasi lehetdségek szamat ugy kapjuk, hogy 5 elem har-

madosztalya kombinacidinak szdmat vesszik :

5 5-4
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Kedvezd a Valasztis a Vizsgilt esemény szem j
pontjibol, ha a h: i-
vélasztgtt szakasz hf)sfz'iira a héromslﬁg-egyenlﬁtlenségekatel?;:é?ni(l:
Ez azt Jele_ntl, hogy kf)z;uluk barmelyik kettdnek az dsszege nagyobb, min{
ad?:erlr(nadaﬂli. Meggy6zbdhetiink réla, hogy a héromszég-egyenlé’)t’lensé-
Igc=3. csak a (3, 5, 7), (3, 5, 9) és (5, 7, 9) valasztas felel meg. Vagyis
Ha A-val jeloljiik a szban forgd eseményt, akkor

Tehat 0,3 a valosziniisége 4
st o 2 val ge annak, hogy a valasztott szakaszokbél harom-

14. Tiz golyd van egy dobozban. Koziliik ketts 6bbi

Rl e . tté fehér, a tobbi feket
Kivesziink taldlomra 6t golyét. Mi inisée ’ ) oete.
fehér goly6 lesz kéztiik‘g? yot. Mi a valészinlisége annak, hogy éppen o8y

A Kkivalasztds lehet3ségeinek a sz4dmat j Ot
osztalyi kombinacidinak szamat vesszf?k:megkapju}(’ ha 10 elem &tod-

n=Cj = (150)

Ezutdn a kedvez6 eseteket nézziik 4rb5
a 8 feketébdl négyet, fgy ne: - A 2 fehérbdl valaszthatunk egyet és

k= c;cg:z(g].
Ha a vizsgdlt eseményt A-val jelsljiik, akkor

() _(aw)
P(A)=_k_= 4)_\aa) 255 s

n 10)— 100 109 9"
5 5151

Tehat ry annak a val6sziniisége, hogy pontosan egy fehér goly6 lesz az
ot kozott.

15. Egy kiallitison a 00 001-gyel kezdddd, 6tj

. s s , Otjegyli szamokkal ell
i?fyek%d' az els6 sorozat elfogyott. Egy véletlenszeriien kivéﬁtsgtg::
se;iggat’ jegyét, mely az'elsiS sorqzatb()l val6, megnézzitkk. Mi a. val6-
s qsegg lgpnak, hogy a jegy szdmjegyei kozt nincs ismétlddés? (A nulla
hem ismét 9dhet, tghét ilyen értelemben pl. minden valédi egy-, két- va,

éX)mJegyu szam is tartalmaz ,,ismétlod6 jegyeket™.) ’ &
. Z egy sgrozatban_kladott Jjegyek sorszama (az elol 4116 nulldkat el-
agyva) l-tél 99 999-ig tart, tehat az Gsszes eset n=99 999. A kedvezd
esetek szdmat 10 elem 6todosztalyh varicioi adjak: '

k="V%=10.9.8-7-6.
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Jeloljik a vizsgdlt eseményt A-val; ekkor

k 10-9.8-7-6
= = ———— 0,302
PA = 99999

Az kapjuk, hogy kb. 0,302 a val6sziniisége annak, hogy a sorszam

jegyei kozt nincs ismétlddés.
Gzunk. Mi a val6-

. 2 lapos magyar kértyabél egyszerre 3 lapot huzunk

sz.irllgségesannall)(, hogy a kihuzott lapok kozott legalabb egy 201(‘14_ van? .
Jeloljuk a vizsgélt eseményt A-val. Az 911entéte§ esemény" s arll}l az
jelenti, hogy a kivett kartyalapok kozott nincsen z61d. Eloszor az A ese-

16szinfiségét szamoljuk ki. ]
méz}; "c]‘»:szzs esetgk szamat ugy kapjuk, hogy 32 elem harmadosztaly

kombinacidinak szAmét vesszik:
n=Ci= (332 ) .

A kedvezb esetek A szempontjabol azok, amelyekben a 3 lapot a 24 darab
nem zold kértya koziil vettik ki. Ezeknek szdma:

k = ng = (234) .
Az A esemény valoszinfisége igy:
(5)
3
®
3
Viszont az ellentett események valésziniiségeire vonatkozo Osszefiiggés

szerint: y ”
( 3) 3121t

P(4) = l—P(/f)=1——ﬁ—= 1 oo
(3) 3129!

0,59.

k

24-23-22 _ 1101 _
T32.31.30 1860

Tehat kb. 0,59 a valosziniisége annak, hogy legaldbb egy z6ld lapot
taldlunk a kihuzott kartyak kozott.

i 16szintisége

. Egyszerre dobunk 6 szabélyos dobodkockaval. Ml a valos:
amgk }gc})’gy legalabb két dobokockan azonos pontszam lgsz feliil? .
Jelt';ljﬁk ‘A-val a vizsgilt eseményt. Az A ellentg’tt esemény azt nge'nt'l,
hogy minden kockdn mas pontszam lesz felal. Elsszor A val6sziniiséget

hatarozzuk meg.
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Az Osszes eset szamat megkapjuk, ha 6 kiilonbozo elembdl valasztunk
hat helyre Ggy, hogy ismétlodés is lehet, vagyis 6 elem hatodosztilya
ismétléses varidcidinak szamat vesszik:

n=Vg =6

Az A4 szempontjabol kedvezd esetek szamat pedig Ggy szamitjuk ki, hogy
— mivel mindegyik szimnak pontosan egy kockan kell elé6fordulnia, csak
a kockdk ko6zotti elosztasa lehet kiillonb6zé — 6 kiilonbozé elem Osszes
lehetséges sorrendjének, vagyis a permutacidknak szdmat vesszik:

k=Pg=6!.
Az A esemény val6szinfisége tehat:
k 6!
PA) = —=—.
A) s

Az ellentett események valOsziniiségei kozti Osszefiiggés alapjan:
6!
P(4) =1-Pd) = I—E«T =~ 0,984.

Tehat kb. 0,984 a val6szinlisége annak, hogy legalabb két kocka azonos
pontszamot mutat.

18. Adjuk meg annak a val6sziniiségét, hogy egy totoszelvényt vaktiban
kitoltve, az elsé 13 mérk6zés eredménye koziil éppen 11-et taldlunk el!

A szelvény kitoltésére az Osszes lehetéségek szdmai — mivel 13 helyre
vélaszthatunk az 1, 2, x elemekbdl — 3 elem 13-adosztilya ismétléses
varidcibinak szdma adja:

n =y =3n

Ezutdn a kedvez6 lehetOségeket szamoljuk. A 13 mérkdzés eredményei-
b6l 11-et a szelvényen el kell taldlni, kettdt viszont nem taldlhatunk el.
A két el nem taldlt eredmény a 13-bdl kivélaszthat6 annyiféleképpen,
mint amennyi a 13 elem mdasodosztalyG kombin4cidinak szdma. E két
mérkéz€s mindegyikére 2—2 hibés tippiink van, vagyis ezekre a tippek
szdmat 2 elem masodosztaly( ismétléses varidcidinak a szdma adja. gy
a kedvezd lehet6ségek szadma:

k=ctri = ()2

Ha A-val jeloljik a vizsgalt eseményt, akkor
13
k (2]22 312
. .
Teh4t megadtuk a 11 taldlat valdszinfiségét.

85



19. Egy dobozban 5 korong van, amelyeken az 1, 2, 3, 4, 5 szdmjegyek
koziil egy-egy szerepel. Hirom korongot hizunk ki egymds utan gy,
hogy a kihuzottat az uj huzés el6tt visszatesszilkk a dobozba. Mi a val6-
szinfisége annak, hogy a harom korongrél leolvasott szimjegyek Osszege
10?

Az 6sszes lehetdségek szamat tekintjiik eloszér. Harom helyre valaszt-
hatunk 5 elembdl ugy, hogy ismétlédés is lehetséges, tehat ismétléses
vari4ciorél van sz6. Az 5 elem harmadosztalya ismétléses varidcidinak
szdma:

n=Vt="5 =125,

Ezutdn a vizsgalt esemény szempontjabol kedvezd eseteket szdmoljuk
ossze. A harom kihuzott szdmjegybdl a kovetkezd felbontdsokban kap-
hatunk Osszegként 10-et:
1+4+5 6-féleképpen, mivel harom elem permuticibirdl van sz6;
2+3+5 6-féleképpen, akdrcsak az el6zd esetben;
24444 3-féleképpen, mivel ismétléses permuticiérél van szo;
3+3+4 3-féleképpen, akidrcsak az el6z6 esetben!
Az egyes felbontasok kiilénboz6 sorrendi lehetdségeinek Osszege a kedvezd
lehet6ségek szdmat adja:

k=18.
Ha a széban forgé eseményt A-val jeloljik, akkor

18
Tehat 12 annak a val6sziniisége, hogy a harom huzis sordn kapott
szamjegyek Osszege 10.

20. Egy dobozban 40 darab boriték van. Ezek koziil 15-ben 60 Ft,
10-ben 50 Ft, 8-ban 40 Ft, 3-ban 10 Ft van; a tobbi tires. Két boritékot
taldlomra kivesziink a dobozb6l. Mi a val6szin(isége annak, hogy ezekben
bsszesen 60 Ft van?

Jeloljik A-val a vizsgilt eseményt. Az A esemény kétféleképpen kovet-
kezhet be. Egyszer ugy, hogy az egyik boriték 60 Ft-ot tartalmaz, a masik
pedig tres. Ezt az eseményt jeloljik B-vel. A masik médon ugy, hogy
50 Ft van az egyik és 10 Ft van a mdsik kihazott boritékban. Jeloljiik ezt
az eseményt C-vel.

A B és C események valdsziniiségeit szamitjuk ki el6szor. A 40 boriték
koziil kettdt sorrendre vald tekintet nélkiil valasztunk, igy az Gsszes lehe-
téség szamat 40 elem mdasodosztdlyi kombinaciéinak szama adja, vagyis

A B esemény szempontjabdl kedvezd lehetdségek azok, amelyekben a
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15 darab 60 Ft-ot tartalmazéb6l és a 4 iiresbt
Ezeknek szAma: Uresbdl vélasztunk egyet-egyet.

ks =15-4 = 60.

A C esemény bekovetkezésének kedvezd lehet6ségei azok a huizdsok,

amelyeknek sordn a 10 darab 50 Ft-os és a 3 db 10 Ft-os bori U
egyet-egyet. Ezeknek szdma: 05 boritékbdl veszinie

ke =10-3 = 30.

Most mir a B és C események val6szintiségeit felirhatjuk:

ppy=2_ %

n@;

Py~ e _ 30

n (40) )
2
Az A esemény akkor jon létre, ha B vagy C bekovetkezik :
A= B+C.

Minthogy a B és C események kizarjak egymast, vagyi = -
mény valdszinfisége ! > vagyls BC=0, az A ese

P(4) =P(B+C)=P(B)+P(C) =
60 30 90 90 90 3

- (40) (40 T[40y a00 2039 26"
2 2 2 2!138!
3 r__r
Tehat % a val6sziniisége annak, hogy két boritékban osszesen 60 Ft
legyen.

21. Egy 5'2-1apos kartyacsomagbél 13 lapot taldlomra kihtizunk. Meny-
nyi a val6sziniisége annak, hogy a treff kiraly a 13 lap kozott lesz?
1. Megoldds:

Az 52 lapbél 13-at vélasztunk sorrendre val6 tekintet nélkiil. Az 0Oss:
lehet6ségek szamat igy 52 elem 13-adosztalyti kombin4ci6i adjék: i

n=q§=[f§).

Kedvez6 esetekben a treff kirdlyon kiviil 51 lapb6l tetszélegesen valaszt-
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hatunk 12 lapot. fgy a kedvezd lehetSségek szdmit, mivel a sorrend
nem szdmit, 51 elem 12-edosztilyt kombinacidinak szama adja:

k=cii=(})-

Jeloljiik a széban forgd eseményt A-val:

51 51!
k 12) 12139} 13 1

PA) =—=-—"= —.
“@=- 52) 52! 52 4
l13 13139!

II. Megoldds:

Keverjiik el jol a kartyacsomagot, majd valasszuk ki az els6 13 lapot
Keverés utdn a treff kiraly barhol lehet a csomagban, helyét a sorszimaval
adhatjuk meg. Ez tehat 1-t6] 52-ig valtozhat, és mindegyik sorszdm egy-
forman valdszinli. Az Osszes eset szdma n=>52.

Valasztasunk szerint a treff kirdly akkor keriil a 13 lap ko6zé, ha sor-
szdma nem nagyobb 13-nal. A kedvezd esetek szama tehdt k=13. igy

1
a keresett valOszinliség —=—.
52 4

1
Tehat Y annak a valosziniisége, hogy a kihtzott lapok kozott lesz a
treff kiraly.

22. Egy futballklub edzésének megkezdése elott az edzésen részvevd
22 jatékost két csoportba osztjdk. Mi a valésziniisége annak, hogy ha
taldlomra torténik a szétosztds két 11-es csoportba, a két legjobb jatékos
egymas ellen jatszik?

1. Megoldas:

Elészor az egyenld 1étszamu csoportba osztds Osszes lehetOségeit szd-
moljuk ossze. Ha a csoportok sorrendjét megkiilonboztetnénk, akkor az
els6 csapatba a 22 jatékosbdl 11-et kellene valasztanunk az Osszes lehet-
séges modon. A tobbi jatékos keriilne a masodik csapatba. A lehetSségek
igy 22 elem 11-edosztilyt kombinacioibol adédndnak. Minthogy a csa-
patok sorrendjét nem kiilonboztettilk meg, tehat ha ugyanaz a 11 jatékos
egyszer az ,,elsé”, egyszer pedig a ,,masodik™ csapatba keriil, az nem sz4-
mit kiilonbozd felosztasnak, ezért az elobbi lehetdségek szdmat felez-
niink kell. Tehat a két 1l-es csapatba osztas Osszes eseteinek szama:

C3# 1 [22)
n=—=— .
2 2 \11

Ezutin az esemény szempontjabol kedvezd lehetdségeket szdmoljuk meg.
A két legjobb jatékoson kiviil szerepld 20 jatékost tigy osztjuk szét, hogy
az egyik legjobbhoz az 6sszes lehetséges médon valasztunk kozilik 10-et,
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E vilasztisok szimét 20 elem 10-edosztilyu kombinici6inak szdma adja
meg:

k=ci=(3)-

Jeloljilk A-val a vizsgédlt eseményt:

(20) 20!
k 10 110! -11.
Py =F _ 10!10 =211 1122.
n 1 (22 1 22! 22.21 21
211 2 11

II. Megoldds:

Minden jatékos 21 tarsa kozil (5sszes eset) 10 jatszik vele egy csapatban
és 11 vele szemben (kedvezd esetek). Tehat barmely két jatékost kiemelve,
annak valészinilisége, hogy szemkozti csapatba keriilnek (ez csak mdas
megfogalmazas arra, hogy az egyik kiemelt jatékossal szemben 4116 csa-

1
patba keriil a mdasik kiemelt jatékos), 2—:-

11
Tehat m annak a valdsziniisége, hogy a két legjobb jitékos egymais
ellen jatszik.

23 Egy sotét helyiségben 4 egyforma par cipd 6ssze van keverve.
Kivélasztunk ezekbdl 4 darab cipdt. Mi a valdsziniisége annak, hogy
legaldbb egy Osszetartozd par lesz a kivettek kozt?

Az Osszes esetek szdmat ugy kapjuk, hogy a 8 cipdnek megfelelé 8
elembdl] alkothat6é negyedosztilyi kombindcidk szamat vessziik:

n=C§=(z].

Jqléljﬁk a vizsgilt eseményt A-val. Ennek ellentettje, 4, azt jelenti, hogy
nincs Osszetartozd par a kivett cipdk kozt. Adjuk meg az A szempont-
jabol kedvezd eseteket. Az 4 esemény csak ugy kovetkezhet be, ha vagy
csupa jobblabas cipdt vesziink ki vagy csupa balldbast, igy

k=2.

Az A valdsziniisége:

P(A.)__z___’z _ 2432 1
8] 8 8.7-6-5 35
4) a4
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Az ellentett események valdszinfiségeire vonatkozd Osszefiiggés alapjan

1 34
P =1-P) = I—E =35

34
Tehat 5 annak a val6sziniisége, hogy legalibb egy pdar cip6t is ki-
valasztunk.

24, Egy 10-laké4sos haz elkésziiltekor kideriil, hogy csak 7 lakas hiba-
mentes, bar a tobbi is bekoltozhetd. Az elsé napon csak 5 lakasba kol-
toznek be lak6k. Mi a valdszinlisége annak, hogy pontosan 3 hibatlan
lakasba és 2 hibasba koltéznek be?

Az Osszes lehetOségek szdmat ugy kapjuk meg, hogy a 10 lak4snak
rrzlzifelelfi 10 elembdl képezhetd 6tédosztalyti kombindcidk szdmat vesz-
szik:

n=C = (150)

Ezutdn a szOban forgd esemény szempontjab6l kedvezd eseteket szamit-
juk. A 7 hibatlan lakasbél 3-at kell véalasztanunk, a 3 hibasb6ol pedig
2-t és ezek minden csoportositisa szoba jon. Igy a kedvezb esetek szama:

k=caci=(3)(3)-

Ha a vizsgilt esemény jele A4, akkor

(7] (3) 7 3!
3)\2) 314t 2! 715!5! 5

P = = = = —.
“) (10) 10! 4121100 12

k
n
5 515!
5
Tehat 5 a val6sziniisége annak, hogy pontosan 3 hibatlan és 2 hibas

lakdsba koltoznek az elsé napon.

25. Egy dobozban 4 piros golyd volt. Legalabb hiny fehér goly6t kel-
lett a dobozba helyezniink ahhoz, hogy ezutdn taldlomra hiizva beldle
egy goly6t, az 0,9-nél nagyobb val6sziniiséggel fehér legyen?

Legyen f a szitkkséges fehér golyok szdma. Ha f darab fehér golyo6t
tettink a dobozba, akkor abban az Gsszes golyok szama

n=4+f

Ha egyet vélasztunk ezutan, akkor fehér golyé kihizdsara a lehet8ségek
szdma:

k=f.
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Legyen A a fehér golyé huzasit jelentd esemény. Ennek valGszinfisége:

k
P =—= ——f— .
n  4+f
A feltétel szerint P(4)=0,9 kell, hogy legyen; igy a kovetkez6 egyenl6t-
lenség adodik : )

L>O,9;

4+f
[=09@+f);
f>3,6+0,91;
0,1/>3,6;
f=36.
Teh4t legalabb 37 fehér goly6t kellett a dobozba helyezniink.

3. A Maxwell—Boltzmann-, a Bose—Einstein- és a
Fermi—Dirac-statisztika

A statisztikus fizika kiilonb6z6 problémainak megoldasaban
a klasszikus valGszinliségszamitas korébe tartozé kiilonféle
tipust modellek, un. ,,statisztikak”, bizonyultak hasznalhato-
nak. Ezeknek mindegyike golyoknak dobozok kozti elosztasa-
ként fogalmazhaté meg, és egymastol az elosztas feltételeiben,
ill. az egyenlé valdszinliségi események megadasiban kiilon-
boznek.

Példaul gazmolekulakra vonatkozé szadmitisokban a Max-
well—Boltzmann-statisztika, fotonokkal kapcsolatban a Bose—
Einstein-statisztika, mig elektronok, protonok, neutronok
esetében a Fermi—Dirac-statisztika hasznalata mutatkozik
alkalmasnak.

a) A Maxwell—Boltzmann-statisztika modellje: m szamu,
egymastol megkiilonboztethetd (pl. 1-t6l m-ig megszamozott)
golyét helyeziink el r szama dobozba oly médon, hogy minden
egyes golyd helyét véletlenszeriien, tehat egyenld valdszintiség-
gel valasztjuk meg az r doboz koziil.

Jelolje 4, i, ... azt az eseményt, hogy az els6 dobozba I,
a masodikba /,, az r-edikbe [/, goly6 keriil. (Természetesen
feltessziik, hogy L+ L+ ...+, = m.)
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Az A 4, .. esemény valGszintiségének meghaté.rozéséhoz
eldszor az Osszes eset szamat vizsgaljuk meg. A golydk egy
tetszGleges elrendezését gy is megadhatjuk, h’ogy a <’iobozoka’,c
is megszamozzuk 1-t8l r-ig, és minden goly6 sorszama mellé
odairjuk, hogy az illetd golyé hényadik dobozba kgrult. ’igy
a dobozok lehetséges sorszaméabdl egy m elemfi ismétléses
variaciét kapunk. Statisztikink alapfeltevése éppe'n az, hogy
az igy kapott elhelyezések mind egyformén valdsziniiek.

Az Osszes eset szima tehat

n=Vym=rm

Kedvez8k azok a sorozatok, amelyekben az elsé doboz
pontosan I;-szer, a masodik l,-szor, az r-edik /,-szer sgerepel
(hiszen ez jelenti azt, hogy pl. az elsé dobozban /; goly6 van).
A kedvezd sorozatok tehat az /; db 1-es, az [, db 2-es, stb. az
1, db r ismétlddéses permutacioi, amelyeknek szama:

!
l,l2, ..., 0r m:
k=Py""" " =—i—ror,
" 1!12!‘..Ir!

igy a vizsgalt esemény valdszintisége

m! 1
P(Ah. Iy s ) = LY. 1) me

b) A Bose—Einstein-statisztika modellje: m 'SZE’iml'l, equlés,-
tél meg nem kiilonboztethetd golyot helyezignk el r szamu
dobozba. Az elhelyezést véletlenszeriien, vagyis egyenld valo;
szinliségekkel valasztjuk ki az Osszes megkﬁli')nbégtetheto
elhelyezés koziil. (Mivel a golyok nem kﬁlénbéztet'}}egok meg,
tehat két elhelyezés csak akkor tekinthetd kﬁlﬁnboz.c‘)q.ek, "he’}
vannak olyan dobozok, amelyek e két elhelyezéskor kiilonbozd
szamu golyé6t tartalmaznak.) Jeldlje Ay, ., most is ugyanaz_t
az eseményt, mint az el6bb. Ennek valésziniiségét. szamitjuk ki.
Az osszes lehetséges golyoeloszlas szamat keressiik. Gond<’)l§1t-
ban az m golyét egy sorba rakjuk, ezutin a go}yésor két sz;ler§
egy-egy hatarfalat, ezek kozé pedig tetszOlegesen tovabbi
r—1 valaszfalat huzunk. Az egyik hatarfalt6l kiindulva, a
vélaszfalak és a masik hatarfal r darab kozt hatroznak meg.
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Az egyes kozok rendre egy-egy doboznak felelnek meg, és a
koztiik levé golyok adjak meg, hany golyé keriil a dobozba.
Mivel lehet iires doboz is, valaszfalak egymas mellé is keriil-
hetnek. A golyok és a valaszfalak Osszesen m+r ~1 helyet
foglalnak el. E helyekbdl a valaszfalak szaméra r—1 valaszt-
hatd tetszSlegesen. Tehat az Osszes elhelyezkedési lehetBséget
ugy kapjuk, hogy m 4 r —1 elem (r — 1)-edosztalyi kombin4cidi-
nak szamat vessziik :

— _(m+r—1 m+r—1
n=Cm+1r—1—( r—1 )=( m J

Mivel a kedvezo lehetSségek szdma k=1, tehat egy bizonyos
golydeloszlas valdszinilisége.:

k _ 1
n_ (m+r—1)"
m

¢) A Fermi—Dirac-statisztika modellje: m szami, egymastél
meg nem Kiilonboztethetd golyét r (r=m) szdmi dobozba
helyeziink el, mégpedig tigy, hogy egy dobozba legfeljebb egy
goly6 keriilhet. A megkiildnboztethets elhelyezések koziil
véletlenszerfien — vagyis azonos valdszintiségekkel — vélaszt-
hatunk. Legyen 4,,, , most is az az esemény, mint az el3z6k-
ben, ahol most az /; szzmok mindegyike csak 0 vagy 1 lehet.
Kiszamitjuk ennek az eseménynek valSszinfiségét. Az sszes
lehet8ségek szamat ugy kapjuk, hogy az r szami dobozbél
tetszOlegesen kivalasztunk m-et, amelyekbe golydk keriilnek,
vagyis r elem m-edosztilya kombiniciinak szamat vessziik:

n=C;”=(;1).

Egy meghatarozott elhelyezkedés csak egyféle mddon kévet-
kezhet be, igy a kedvezs esetek szama k = 1. Tehat egy bizonyos
golydelhelyezés valdsziniisége:

1
P(All,lz,...,l,.) =7y

@

P(All,lz,...,l,-) =
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A kovetkezd Gyakorl6 feladatok csak a statisztikak illusztra-
lasara szolgilnak, ezért ahol sziikséges, eldre eldirjuk, hogy
melyikkel kell szamolni.

Gyakorl6 feladatok

1. 10 sportol6 részére 3 8lt6z0helyiség 4ll rendelkezésre. Mindegyik spor-
tolé véletlenszerfien valaszt egy-egy Oltoz6t. Mi a val6szinlisége annak,
hogy az elsb 6ltozot 3, a mésodikat 5, a harmadikat 2 sportolé vélasztja?

A kivalasztas modszerébdl kovetkezik, hogy a Maxwell—Boltzmann-
statisztika alapjan kell szimolnunk. A vizsgdlt eseményt A-val jeloljuk.
A sportol6k szima m=10. Az 6ltdzohelyiségek szama r=3. Az 61t6zékbe
rendre /,=3, l,=5, l;=2 sportol6 keril. Igy az 4 esemény valosziniisége :

Pl = m_1_ 100 1 oo
( TR 31512030 0

Tehat a vizsgilt esemény valosziniisége kb. 0,043.

2. Egy tehervonat 3 kocsijara 8 egyforma ladét kell felrakni. A 1addk
szétosztasa tetszbleges. Mi a valoszinlisége annak, hogy a kocsik kozil az
elsdbe 1, a mésodikba 2, a harmadikba 5 ldda keriil, ha a) mindegyik
14d4t véletlenszerien rakjék fel a 3 kocsi egyikére; b) gy rakjdk fel a
l4dakat, hogy a Bose—Einstein-statisztika feltételei teljesiilnek?

a) A feladatbol kovetkezik, hogy a Maxwell—Boltzmann-statisztika
alapjan kell szdmolnunk. Mivel m=8 és r=3, tehat

Pl 8 1 _6781_ 56 o«
= ———— I e = I ——— 23 |, .
LT 112151 38 2 3 2187

b) Ha a Bose—Einstein-statisztikat kell haszndlnunk, akkor az A
elosztis valdszinlisége — mint birmely mds elosztdsé —

1

1
P4 = = = — e —— =
(“1,2,5) (m+r—-l) (8+3—1 (10 10!

m 8 8 812!

=2 1 o0
T10.9 45 7

3. 10 feketekdvés csészébe Osszesen 6 darab kockacukrot tesziink
ugy, hogy minden csészébe legfeljebb egy cukrot dobunk. Mi a val6szini-
sége annak, hogy négy személy, aki keseriien szereti a feketét, véletlenil
éppen a négy cukor nélkili kavét vélasztja?

A feladatbol kovetkezik, hogy a Fermi—Dirac- statisztikat kell hasz-
nalnank. Jeloljik az adott valasztdsnak megfeleld egyetlen elosztdst A-val.
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é l::é::tlfrok szdma m=6, a csészék szdma r=10. Az A esemény valésziniisége:

PUA=— L 1 4321 1

(r) 10y 10!  10-9-8.7 210"
m 6 6!4!

Vagyis a meghatrozott elosztds val6szinfisége L
210

4. i
egy:z?eliag:gléalszktétt tsl;(orpl? kér jegyet? ge annak; hogy mind a 6 ember
hasznélnunk, mégpodig a jé$3§§£6¥2§£§}?2ﬁn Sorok széma re50.
6! 1 1

P =—— e =
“ass,.....0) 6!010!...0! 208 208"
5. Egy ruhatdri fogassoron 8 kabatot hel i
I yeztek el egymds utdni szi-
mozéssal. Mi a val6sziniisége annak, hogy a kabat oziil el
laanzémmal jelolteket valtjak ki? & ok kbl e10bb 2 pérat-
Ha az elsdé négy vendég 4ltal leadott ruhatéri jegyeket ,,golyé i
tekintjiik, a rajtuk feltintetett sorszdmu fogast f)e%l}i,g a :gogozk;az}:s’
aﬁové. keriilnek, akkor nyilvin Fermi—Dirac-statisztik4rél van szév:
ahol r=8 é m=4, és egyetlen golybelhelyezés valésziniiségét keressiik.

Vagyis
(r) T8 8!  8.7.6:5 70
m 4 4141

1
Tehat 7 a val6sziniisége annak, hogy a paratlan szimmal jelolt kab4-
tokat valtjak ki elSbb.

6. Egy haromemeletes szillodinak emeletenként 12 j
Eg szobd .
Egy id6pontban éppen 10 szobdban vannak vendégek. Ha mii‘ladezagj
l\g;@tl%g siiméra yeletlensze’r(i’en valasztanak ki egyet az éppen iires szobak
K6z l:l)la, f?res(?)r mi a val6sziniisége annak, hogy az els6 emeleten minden
A feladatbdl kovetkezik, hogy a Fermi—Dirac-statiszti

b6l k s - ikat kell hasz-
ndlnunk. Jeloljik a vizsgalt eseményt A-val. A szillodai szobédk szé.r;za
r=36. A foglalt szobik szdma m=10. Az Osszes lehetOségek szdma:

= 6)- 69
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A esemény szempontjabol azok az elhelyezések kedvezdk, .:almikor a
%fogl:f szogét a 2. és 3. emeleten levd 24 szobab6l valasztjuk; ezeknek
‘szama:

24
k= (10) .
Az A esemény valosziniisége igy
(i)
k 10
= — = —— = 0,0077
P =~ [36] ~
10

Tehét kb. 0,0077 a valdsziniisége annak, hogy a szélloda elsé emeletén
minden szoba iires.

. GszOmedence végén 8 rajtké van. A versenyen 6 asz6 mfiul,
és Zorfglyés:al dontik el, hogy ki melyik _rajtk6r61 mdul'. Mi a val6szini-
sége annak, hogy a harmas kér6l nem indul versenyz6? .

Mivel a 8 rajtkd kozil 6-ot ugy véla}sztanak. kl,‘ hogy barmely valaszt{ls
egyenlden valoszindi, nyilvan Fermi—Dlrec-statlsztlké:rél‘ van S?{é, mégpedlg
r=8 és m=6. A vizsgilt eseményt jeloljik A-val. El6szor az 6sszes lehet6
véalasztasok szamat hatdrozzuk meg, ami

(-6
n=(2)=()-
Ezutin a kedvezd eseteket tekintjiik. Ekkor a harmas k& iires, vagyis a

felhasznilhatd rajtkovek széma r—1 = 7. igy a 6 versenyzd elhelyez-
kedési lehetdségeinek szdma:

r—1) _ (7
- (7))
Az A esemény valosziniiségét most mar felirhatjuk:

P(A)=.’3=.(é_]__7i6_!2=1_,

(¢)

6

Tehat —1~ a valbsziniisége annak, hogy a versenyzOk iresen hagyjék a
4

hérmas rajtkovet.

i o1 ilonbozd delés van. A

8. Egy orvosi rendelSintézetben 10 kiilonbdz6 szakreq ] )
rendelégiy id®é kezdetétdl szadmitva fél 6ra alatt 20 beteg érkezik. Mi la:
valbsziniisége annak, hogy éppen kétféle szakrendelést nem veszne
igénybe ezek a betegek, ha az eddigi tapasztalatok azt mutatjik, hogy a
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betegek elosztdsa a rendelések kozott a Bose—Einstein-statisztika szerint
megy végbe?

Bose—Einstein statisztikarél van sz6, ahol r=10 & m=20. A kiilén-
b6z6 elosztdsok szdma:

n= (m+r—1] _ (20+10—1) _ (29)
- r—1 - 10—-1 9
A vizsgilt 4 esemény szempontjibol kedvezd minden olyan eset, ahol
kétféle szakrendelésre nincs jelentkezd. E kettd a 10-féle szakrendelésbdl
2= (12(‘) J-féleképpen valaszthat6 ki. Ekkor a t6bbi szakrendelés szdma
s =r—2 =8, amelyeknek mindegyikére legalabb egy beteg jut, s ezen

az egy betegen kivil még = m—s=20-8 = 12 beteg oszlik el
kozottik; ez pedig

[z—l—s—l] _ 12+8—1) _ (19
s—1 ) 8-1 7
féleképpen lehetséges. Igy a kedvezd esetek szdma:
_ (10} (19
k= (2) (%)
Az A esemény valdsziniisége:

e _(2)(7)

P(4) = — = ——"0,23.
“@ n (29)
9
A vizsgélt betegeloszlas valésziniisége tehat kb. 0,23.

9. Egy épitészeti palyazatra 30 jeligés palyamii érkezik. Ezeket beérke-
zéslik sorrendjében megszamozzak. A biriloé bizottsig 8 tagi. Mindegyik
zsiiritag egy-egy palyamiire szavaz az értékeléskor. Mi a val6szinfisége
annak, hogy Oten a 14-es, ketten a 29-es és egy zsiiritag a 6-0s sorszamura
szavaznak, ha feltehetjiik, hogy a szavazatok minden lehetséges eloszlisa
a palyazok kozott egyforman valdszinii?

A feladat feltételeibdl kdvetkezben a Bose—Einstein-statisztikaval sz4-
molunk.

Az adott értékelésnek megfeleld egyetlen szavazatelosztast jeloljik A-
val. A pélyamiivek szima r=230; a zsiiritagok szima m=8. A meghatéro-
zott A esemény valdsziniisége:

1 1 1
P(A4) = = = —— ~2,6-10"8,

(m+”:—1] (8+380—1) (387)

Tehét az adott szavazatmegoszlds valdsziniisége kb. 2,6-1078,

7 Valdszin(iségszadmitas
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10. Egy l6verseny valamely futamdban 6 16 indul. Osszesen 22 fogadast
kotnek a futam gyGztesére. Mi a valosziniisége annak, hogy az 6todik
helyen induld léra legfeljebb egy fogadést kotnek, ha a tapasztalat szerint
a Bose—FEinstein-statisztikdval kell szimolnunk?

Jeloljiikk a vizsgalt eseményt A-val. A fogaddsok szdma m=22, az in-
dulé lovak szdma r=6. Az osszes lehetséges elosztdsok szdma:

w= () = () - (5):

Most a szamunkra kedvezd elosztasokat vizsgiljuk. Az 4 esemény létre-
johet ugy, hogy egyetlen fogaddst sem kotnek az otodik 16ra. Ekkor
s = r—1 = 5 l6ra m=22 fogadas térténik. A fogaddsok kiilonb6z6é meg-
oszlasainak szdma ez esetben:

k= (m+s—-l) _ (22+5—1) _ [26]
17 s—1 - 5-1 —\4)
Az A esemény gy is bekdvetkezhet, hogy éppen egy fogadast kotnek az

otodik 16 gydzelmére. Ekkor s = r—1 =5 léra t = m—1 = 21 fogadast
kotnek. Ebben az esetben a lehetséges kiilonbozd megoszldsok szdma:

ko = t+s—l) _ (21+5—1) _ (25
2= s—1 ) 5-1 —\4)
Az A esemény szempontjabol kedvezd esetek teljes szdma tehat:
=kt = () 3).
Mivel mindegyik fogaddselosztds egyenléen valoszinli, az 4 esemény
val6sziniisége
26] +[25
4 4
=" 0,34.
(%)
5
Teh4at kb. 0,34 a val6sziniisége annak, hogy legfeljebb egy fogadast
kotnek az 6tddik 16 gybzelmére.

k
P(4) = —

11. Egy udildben 4 csalad nyaral. Egyik nap a postas 5 levelet hoz.
Mi a valdszinlisége annak az A eseménynek, hogy az Osszes levelet egy
csaladnak irtdk ha feltehetjiik, hogy a) mindegyik érkezd levél egyforma
valésziniiséggel sz6l barmely csaliddnak; b) a leveleknek a csaladok kozti
megoszldsa a Bose—Einstein-statisztikat koveti?

a) Ez esetben a feladatbol kovetkezéen Maxwell—Boltzmann-sta-
tisztikarél van sz6. Négy kiilonbozd megoszlasa a leveleknek kedvezd
szamunkra: az Osszes levelet az elsé csaldd, a mdsodik, a harmadik,
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negyedik csaladd kapja. Ezek mindegyikének 5 -
sége, ezért gyikének nyilvan egyenld a val6szinii-

P (A) = P(As,0,0,0) +P(Ag,5,0,0) + P (Ao0,5,0) + P (Ao,0,0,5) =
5! 1 1 1

1
Tehat 556 a valésziniisége annak, hogy egyetlen csaldd kapja az dsszes

levelet.

b) Most Bose—Einstein-statisztikdval kell sz O
lehetséges levélmegoszlasok szama: semolnunk. - Az Gsszes

- () - (1) - )

Az A esemény szempontjabdl kedvezd eset, amiko a j

4 T , r valamel

az Osszes levelet. Igy a kedvezd esetek szama: ¥ SEAE Kapia
k=4,

Az A esemény valosziniisége:

Pk _ 4 4 432 1
(8 8 8746 14°
3 315!

1
Tehat 1—4 a val6sziniisége annak, hogy egyetlen csalidnak jut az Osszes

levél.

12. Egy felvon6 a foldszintrdl 7 személlyel ind g épii
10 emeleteg. Ha minden emeleten egyforma szé}t,ml’l sz;gaf:;fr?l%s ﬁmfnggtl:lg:
lifttel széllltarga.k, akkor feltehetd, hogy az utasok azonos’valésziniisé -
gel szallnak ki barmelyik emeleten. Mi a val6sziniisége ez esetben annaﬁ
hogy e 7 utas koziil egyik emeleten sem szall ki egynél tobb? ’

Ml\fe]” tpbben is kiszdllhatnak egy emeleten, és mindegyik azono:
v_alezmuseggel szall ki barmely emeleten, a Maxwell—Boltzmann-staf
tisztika alapjan szdmolunk. Jeldljikk a vizsgalt eseményt A-val, az utasok
szaima m=7, az emeletek szdma r=10. Az A esemény bekév’etkezik ha
7 emeleten egy-egy utas szall ki, a tébbin pedig egy sem. Ez a 7 emel’et a

10 emeletbdl 10 6
eletbd! 7 -féleképpen vélaszthaté meg. Nyilvin minden ilyen

qsemén)fqgk egyforma a val6sziniisége, hiszen egy emelet és egy utas
sincs kitlintetve (az Ay, 1,,...,1, esemény valbszinliségének képletében
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csak a nevez$ tényezbinek sorrendje cserélodik fel) fgy elegendd csak
egyikiiket kiszdmitani. Vagyis pl.

P(4) = (170]P(A1,1,1,1,1,1,1,o,o,o) =

_ 10! 7 1 4-5-6-7-8:9  3:7-9
T o713 1. 1tot0t0! 107 10¢ T

4. Geometriai valésziniiségi mezo

Ha egy kisérlettel kapcsolatos események egy geometriai alak-
zat részhalmazainak feleltethetk meg tgy, hogy az egyes ese-
mények valdszin{isége az eseményhez rendelt részhalmaz geo-
metriai mértékével aranyos, akkor az események valdszintiségei
geometriai valésziniliségi mez6t alkotnak; a valdszintiségeket
geometriai valdsziniiségeknek nevezziik.

Legyen A egy ilyen kisérlettel kapcsolatos esemény. A kisér-
lettel kapcsolatban sz6ba jovo teljes geometriai alakzat mértéke
legyen M, az A eseménynek megfelelé részalakzat mértéke
pedig m; ekkor tehat az 4 esemény valdsziniisége

m
P(A) = —-.
) = 57
Gyakorl6 feladatok

1. Egy tavbeszé164llomas és a kozpont kozotti vezeték hossza 450 m.
Mi annak a val6sziniisége, hogy az els6 hiba a vezetéknek a kozponttdl
180 m-nél tavolabbi helyén 1ép fel, ha a vezeték mentén barhol azonos a
meghibasodas veszélye?

A feladatbél kovetkezik, hogy a vezeték barmely szakaszan a meghiba-
sodas val6szinlisége ardnyos a szakasz hosszaval. Tehat A-val jeldlve a
vizsgalt eseményt, P(A4):P(4) = (450—180):180; de nyilvin P(A4)+
+P(4) = 1. Ebbdl kovetkezik, hogy

270 3 3

P(4) = [1-P(4)] %2 2 P(4);
5 3 3
SR =73 P == 0,6.

Tehat 0,6 a valosziniisége annak, hogy a kozpontt6l 180 m-nél tdvolabb
van a hiba.
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2. Egy [ hossziisdgh szakasz egyik végpontja P. Ezen a szakaszon két
pontot véalasztunk talilomra, vagyis gy, hogy a szakasz birmely részébe
esés valoszinfisége ardnyos a rész-szakasz hosszdval. Legyenck ezek a
Q és R pontok. Hatdrozzuk meg annak a val6sziniiségét, hogy a Q pont
kozelebb van a P-hez, mint az R-hez!

g 7 X 16. 4bra

A vizsgalt eseményt jelSljikk 4-val. A példat atfogalmazzuk gy, hogy
az [ hossziusdgl szakasznak a (0, 1) intervallumot feleltetjik meg, a P
végpontnak pedig az origét. A Q, ill. R pontnak a (0, 1) intervallum x,
ill. y koordinit4ju pontja felel meg ugy, hogy a tavolsigok ardnya nem
véltozik. Minthogy x és y megvalasztasa véletlenszer(i a fenti értelemben,
e két koordinatdval tulajdonképpen a sik egységnégyzetének egyik (x, y)
pontjat valasztjuk ki véletlenszeriien (16. 4bra), azaz ugy, hogy az egység-
négyzet barmely résztartominydba tartozds valOszinfisége ardnyos e
résztartomény teriiletének nagysigival. Az egységnégyzet teriilete: T=1.
Az A esemény teljesiil, ha

xX<y—x,
vagyis
2x<y.

Ennek az egyenlGtlenségnek megfelel az egységnégyzetben a vonalkazott
rész, melynek teriilete:

1
i

t =
Az A esemény val6sziniisége e teriiletrész aranya az egységnégyzet teljes
teriiletéhez, vagyis
t 1
P(Ad) = —=—.
“@ T 4

Tehat 1 a val6sziniisége annak, hogy a Q pont kozelebb keriil a P-hez,
mint az R-hez.
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3. Parhuzamos egyenes vonalakat hiizunk egy siklapra. A szomszédos
vonalak kozti tdvolsag valtakozva 8 cm és 2cm. Véletlenszerfien egy
2,5 cm sugaru korlapot ejtiink a lapra, vagyis ugy, hogy a kor kdzéppontja
a sik barmely résztartominyiba e tartomany nagysigival ardnyos val6-
szinfiséggel esik. Mi a valészinilisége annak, hogy a korlap egyetlen vonal-
szakaszt sem fed?

W

V 7 17. dbra

Jeloljik a vizsgalt eseményt A-val. Vegyink fel hdrom szomszédos
vonalat (17. 4bra). Elegend® ezt, ill. egy ezen vonalakra merdleges egye-
nest tekinteni és ezen vizsgdlni a kozéppont véletlen elhelyezkedését.
Ha a koézéppont a szélsé szakaszok kozti L=10cm egyenesszakaszon
helyezkedik el, akkor a korlap csak az esetben nem fedi egyik pArhuzamost
sem, ha kézéppontja a 8 cm tavolsdgra levd parhuzamosok kodzott kézépen
elhelyezkedd I=3 cm széles szakaszra jutott. Az A esemény valdszinii-
ségét a szakaszok hanyadosa adja:

) 3

L 1

P(4) =

3
Tehat m a valOszinfisége annak, hogy a korlap nem fed egyenes-

szakaszt.

4. Egy r sugart korben adott irdnnyal parhuzamos hurt vesziink fel.
Mi a val6szinlisége annak, hogy a har hossza kisebb, mint a kor sugara,
ha a hurt gy valasztjuk, hogy a) meghuzzuk az adott irdnyra merdleges
4tmér6t és ezen vessziik fel véletlenszerfien a hir felezdpontjat; b) a kor
keriiletén vesszitk fel véletlenszeriien a hur egyik végpontjat?

a) Legyen A a vizsgilt esemény. Az r sugaru korben (18. 4bra) meg-
htzzuk az adott irdnyra merSleges 4atmérdt, amelynek hossza L=2r.
A felvett hur ezt az 4tmérSt a hur felezdpontjdban metszi. Az A esemény
kovetkezik be, ha a hiur az 4tmér6t az

S —_—
1=2Vr’—(%) =2 -%=rl/3‘

102

L=2r 18. dbra

hosszisdgu, a kézéppontra szimmetrikus szakasz4n metszi. Az 4 esemény
val6szin(isége :

L™ 2

P(d) = L_rV3_ llzz

Az ellentett események val6sziniiségeire vonatkozd osszefiiggés szerint:

P(4) = 1-P4) = 1—123— ~1-0,87 = 0,13.

Tehat kb. 0,13 a val6szinlisége annak, hogy az ily m6don véletleniil
valasztott har hossza kisebb a sugarnil.

b) Az A esemény akkor kovetkezik be, ha a hur kivalasztott végpontja
két olyan koriven fekszik, amelyeknek mindegyikéhez 60°-os kozépponti
szOg tartozik; ezek szerint az A esemény valdsziniisége

Mint ebbdl a példabdl is 14thatd, az ilyen jellegii feladatoknal
mindig gondosan tisztdzni kell, mit értiink ,,véletlenszerii”
megvélasztason, vagyis milyen geometriai valésziniiségi mez6-
rél van szé.

5. Egy 10 km hosszu ttszakasz két végpontjan egy-egy 6ra van. Ezeken
a mutatélg kerek percenként ugranak. Egy gépkocsi az egyik végponttdl
olyankor indul, amikor itt az 6rdn 12 6ra 0 perc van. A mésik végpont
felé halad 70 km/6ra sebességgel. Mi a val6szinfisége annak, hogy az
érkezés_idﬁpillanatéban az ottani 6ra mar 12 6ra 9 percet mutat?

Jeloljik a vizsgdlt eseményt A-val. Kiszdmitjuk a gépkocsi menet-
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idejét. Ha az Gt hossza s=10km és a sebesség v=70 km/6ra, akkor a
menetid6:

s 10km léra—60 erc—84 "

> T0kmjora _ 7 o 7 Peres Sper

Az indulas 12 6ra és 12 6ra 1 perc k6z6tt torténhet és ennek az 1 perces
idékoznek semmilyen része nincs kitiintetve. Az 4 esemény akkor kovet-

3
kezik be, ha a kocsi 12 6ra - perc és 12 6ra 1 perc kozdtt indul, vagyis

4
l=—7—perces idokozon beliil. Az A esemény valésziniisége:

4
P() =~

4
Tehat 7 annak a val6sziniisége, hogy a gépkocsi érkezésekor az ottani
6ra 12 6ra 9 percet mutat.

6. A vizszintes sik egy egyenesén egymast6l u tadvolsidgra r sugara
hengerek alapkorének kozéppontjai helyezkednek el. A hengerek magas-
saga h. A siknak az adott egyenessel o szoget képezd, de egyébként vélet-
leniil valasztott valamely masik egyenesén R (R<Hh) sugaru golyé gurul
az adott egyenes felé. Mi a val6szinilisége annak, hogy a goly6 valamely
hengerbe {itk6zik?

19. 4bra

Jel6ljiik a sz6ban forgd eseményt A4-val. Vegyiik szemiigyre az adott
egyenes két szomszédos kozéppont kozotti szakaszat (19. 4bra). Tegylk
fel, hogy e szakaszon metszi a goly6 Utja az egyenest. Legyen x a goly6
palydjanak a hengerek kozéppontjan 4tmend, vele parhuzamos egye-
nesektdl valé t4volsagai koézill a kisebb. Az x tdvolsag lehetséges értékei
az 4bra szerint

1
0=x=—usina.
2
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Az A esemény bekovetkezik, ha
0=x=R+r.
Jelljiik az x lehetséges értékeit ad6é szamkoz hosszat L-lel, vagyis

L= lusin
=3 o.

Az x-nek A szempontjab6l kedvezd szakaszdnak hosszat jeldljik I-lel,
erre fenndll tehat

l= R+r.
Az A esemény, vagyis az UtkOzés valosziniisége:
!l 2R
L _2RED e =L
P4 =] L usino
1, ha I=L.

7. A Duna egyik szakaszan jégtorlasz keletkezett. Bombdkkal rob-
bantjak a jeget. A robbanas akkor hatasos, ha olyan pontra esik a bomba,
ahol a jég 8 cm-nél vékonyabb. A jég teljes feliilete 3000 m? és 500 m?
teriileten vékonyabb 8 cm-nél. Mekkora a val6sziniisége annak, hogy egy,
a jégtorlaszra es6 bomba robbanédsa hatdsos?

Jeloljik A-val a vizsgalt eseményt. Az egész jég felilete 7=3000 m?
Az A esemény bekovetkezése szempontjabol kedvezd rész teriilete =500 m2.
Az A esemény val6sziniisége:

1
Tehét—g a val6szinfisége annak, hogy egy, a jégtorlaszra es6 bomba

robbandsa hatasos.

8. Kor alaku, r sugart céltablara 16viink. Annak a val6sziniisége, hogy
a taldlat a céltabla valamely kijel6lt részére esik, ardnyos a kijelolt rész
teriiletével. A céltabldt koncentrikus kérokkel 6t részre akarjuk bontani
gy, hogy az egyes részek eltaldlasdnak val6sziniisége ugyanakkora legyen.
Hogyan kell a kérok sugarait megvalasztani?

A céltabla teriilete: T=r?n. Egy-egy részbe val6 taldlat val6sziniisége

1
3 A résztertiletek ardnya az egész teriilethez:
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A beliilrdl szamitott k-adik kOr sugara legyen r,. Az r, sugara korlap
teriilete egy részteriilet k-szorosa:

rin =kt,
vagyis
r’n
rin=k—.
5

EbboO1 egyszeriisités és gyokvonas utdn azt kapjuk, hogy

|
k= 5'

Tehat az eredeti sugir '/ k szdmmal val6 szorzasa (k=1, 2, 3,4) adja
a keresett sugarakat. 5

9. Egy r sugari koér keriiletén megjelolink egy pontot. Ezutdn a kor-
lapon taldlomra. valasztunk egy pontot. Mi a valOsziniisége annak, hogy a

két pont tdvolsaga nagyobb, mint ry2?

0 /.'
rv2

20. abra
P

Jeldljilkk a vizsgdlt eseményt A-val. Az O kozéppont koriil rajzolt r
sugari koron megjeloljilkk a P pontot _(20. abra). A kor OP-re merdleges
atmérdje CD. A P pontb6l PC=rY2 sugérral korivet hizunk C és D
kozott. Ha a taldlomra valasztott pont a vonalkdzott részben van, akkor
teljesiil az 4 esemény. A teljes korlapon valaszthatjuk a pontot, amelynek
teriilete:

T=rn.

A be nem vonalkizott rész teriiletét szamitjuk ki. Ennek egyik része a
félk6r, amelynek teriilete

r’n
hh=—,

2
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misik része egy korszelet, amelynek teriiletét Gigy kapjuk, hogy a CP=r{2
sugar negyedkOr teriiletéb6l kivonjuk a CDP hiaromszog teriiletét:

oo @V2) ' (V2) 2 2 Pa
2 4 2 .

4 2 2

A be nem vonalkdzott rész teriilete:

ti+ty = r’_n_l_r’_n_rs =rig—ri.
2 2
Az esemény szempontjabdl kedvezd, bevonalkdzott rész teriilete:
t=T—(ty+t) =r’a—(n—rd) =ri
Az A esemény valGszinlisége:

1
Tehat — a val6szinlisége annak, hogy a két pont tdvolsiga nagyobb,
n
mint ry2.

10. Egy téglalap alaku vizszintes hal6s racs kor keresztmetszetli acél-
huzalokbél késziilt. A huzalok sugara r=2cm. A szomszédos huzalok
tengelyei kozott egyik irdnyban a=15cm, a mdsik irdnyban 5=10cm
a tavolsdg. A racsra merdlegesen egy d=1cm 4atmérdjii goly6t ejtiink
véletlenszerien a hiléra. Mennyi a valsziniisége annak, hogy a golyd
a racs valamelyik huzaljdba ttkozik?

7
—————

I i 0

Le——de—_a PJ°

% ix
AN/

a 21. 4bra

Jeloljuk A-val a sz6ban forgé eseményt. Vegyiltk szemiigyre a hald
egyik — szomszédos huzalok tengelyei kozti — téglalap alak részét
(21. 4bra). Ez mindkét irdnyban egy ,,periddus”, ezért elegendd ezt a
trész: vizsgélni. Tegylik tehdt fel, hogy erre ejtjiik a goly6t. E téglalap
eriilete:

T = ab=15-10 = 150 cm?.
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A goly6 akkor nem iitk6zik a huzalba, ha a kézéppontja e téglalap k6zEpso,
ugyancsak téglalap alaku részére jut. A kisebb téglalap terilete:

(a—2r—d)(b—2r—d).
Az A esemény szempontjabol kedvezd teriilet:
t=ab—(a—2r—d)(b—2r—d) =
= 15.10-(15-2-2-1)(10-2-2—-1) =
= 150—10-5 = 150—50 = 100 cm?.
Az A esemény val6szinfisége:
t 100

2
P = — = —— = —,
“@ T 150 3

Tehat —i— a valbszinlisége annak, hogy a goly6é valamelyik huzalba
utkozik.
11. Egy egységnyi hossziisdgu szakaszon taldlomra kijeloliink két pon-

tot. Mekkora a val6szinfisége annak, hogy a koztik levS tdvolsig kisebb,
mint egy adott k2 hossz, ahol 0<h<1?

y Y=x+h
1
Yy=x-h
h
o T x 22. ibra

Jeloljilkk a vizsgalt eseményt A4-val. A kijelolt pontoknak a szakasz
egyik végpontjatél mért tavolsiga legyen x, ill. y. A két pont felvétele
azzal ekvivalens, hogy a sik egységnégyzetének egyik (x, y) pontjat valaszt-
juk ki véletlenszerlien (22. abra). Az egységnégyzet terilete: T=1. Az
A esemény teljesiil, ha

y—x|<h.

Ezen egyenlStlenségnek megfelelnek az egységnégyzetnek az y = x+h
és y = x—h egyenesek kozti (az 4bradn vonalkédzott) részbe esd pontjai.
A vonalkazott rész teriilete:

t=1-(1-h?=hQ2-h).
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Az A esemény valOsziniisége:
t
P(4) = — = h(2—-h).
()] T @2-h
Tehéat h(2—h) annak a val6sziniisége, hogy a megjelolt pontok tavol-
saga kisebb, mint A.

12. Egy egységnyi hosszusidgi szakaszon taldlomra valasztunk két
pontot. Igy a szakaszt harom részre bontottuk. Mi a valoszin{isége annak,
hogy ezek a szakaszok egy hidromszog harom oldalat alkothatjak?

Y x-= -x+L
X y=x+

ISIES

I
2

y=x-
y=7

23. dbra

0 7 X

Jeloljiik a vizsgdlt eseményt A-val. A valasztott pontoknak az egységnyi
szakasz egyik végpontjatél mért tdvolsiga legyen x, ill. y. A két pont
megjelolése a sik egységnégyzete (x,y) pontjanak véletlenszerii kivalasz-
tasdval ekvivalens (23. 4bra). A pont koordinatai (x, y). Az egységnégyzet
terilete: T=1. )

A hérom szakaszbdl akkor alkothaté hdromszodg, ha kézillilk barmelyik
kettd hosszanak Gsszege nagyobb a harmadik hosszanal. Két esetet kiilon-
boztethetink meg:

a) ha x<y, akkor a hidrom szakasz: x; y—x; 1—y. Ezekre fenn kell
dllnia a haromsz6g-egyenldtlenségeknek :

1
1-x>x, vagyis x<7;
. 1
x+1-y>y—x, vagyis y<x+7;.

1
y>1—y, vagyis y>?.
b) ha y<x, ez esetben x és y szerepet cserél, tehit a kovetkez egyen-
16tlenségeknek kell egyidejlileg teljestilniok:
1 1

Vy=—735 V=X——/;, X>—

2 2 2
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A két eset egyen]ﬁtlenség—rendszcreinek eleget tevd pontok a vonalkdzott
1
részbe esnek, amelynek terilete: t=? . Az A esemény valoOsziniisége:

Pty 1
=5 =7

Tehat % a valoszinlisége annak, hogy a véletlen szakaszokbél hdrom-
sz6g alkothatd.

13. Egy r sugara koron hirom pontot taldlomra kijelolink. A korén
pozitiv koriiljarasi irdnyba indulunk el az egyikb6l. Ezt jeldljik P-vel,
a masik kettd sorban Q és R legyen. E pontokat Osszekotve, egy harom-
szbget kapunk (24. 4bra). Mi a val6sziniisége annak, hogy a haromszog
hegyessz6gii?

24, dbra

Jeloljiik a vizsgalt eseményt A-val. A kordn pozitiv koriiljarasi irdnyban
haladva, a P ponttél Q-ig megtett iv hossza legyen x, a P pontt6l R-ig
halad6 iv hossza pedig legyen y; ily moédon x és y a (0, 27r) szamkozbe
esé egy-egy szam. Ezeknek megfeleltethetd a sik 27zr oldali négyzetének
(x, y) koordinat4ji pontja.

Az A esemény teljesiil, vagyis a haromszog hegyesszogli, ha a sz0gek-
hez mint keriileti szégekhez tartoz6 koriveknek mindegyike a félkornél
kisebb. Két esetet kiilonboztetiink meg:

a) ha x<y, ekkor a kovetkezd egyenlStlenségeknek kell egyidejiileg
teljesiilniok :

Az R cstcshoz tartozé x korivre x<ar;
A P ponthoz tartozdé y—x kérivre y—x < nr, vagyis ¥ < x+nur;
A Q ponthoz tartoz6 2nr—y korivre 2nr—y < nr, vagyis y=>nr.

b) ha y<x, ebben az esetben az el6z86khoz képest x és y szerepet cse-
rél, ennélfogva a kovetkezd egyenldtlenségeknek kell egyidejfileg fenn-
allniok :

y<mnr;
X—y-<nmr, vagyis y=>x-—ar,
2nr—x<mr, vagyis x=>mr.

110

A ké,t eset egyenlétlenség—{endszereinek megfelelé pontokat a sik 2zr
oldala négyzet'ében taldlhatjuk meg. Ha hasonl6sigi transzformdcidval
a négyzetet a sik egységnégyzetébe (23. 4bra) vissziik 4t, akkor az A szem-

. P 1
pontjabol kedvez6 teriilet ¢ = ) az egész terilet pedig 7= 1. Az 4 esemény
valésziniisége :

1
Tehat y a valészinfisége annak, hogy a hdrom pont hegyesszdgii harom-

szOg csucsa.

14. Egy egységnyi hosszusagi szakaszon taldlomra valasztunk két
pontot. Hatdrozzuk meg annak a valdszinfiségét, hogy a keletkezett

hdrom rész egyike sem hosszabb, mint egy adott d -;—édél hosszisag!

Rajzoljuk fel e val6szinliségnek mint d fiiggvényének gorbéjét!

Legyen 4a v1zsgé}t esemény. A vilasztott pontoknak az egységnyi
szakasz' egyik végpogtjét(?l mért tavolsdgat jeldljiik x-szel, ill. y-nal. A két
pont klvélasgtéség’ugy is elvégezhetjilk, hogy a sik egységnégyzetének
(x,») koor__dmétéju pontjat vélasztjuk ki véletlenszer(ien. Az egység-
pé:gyzct te{ulete: T=1. Az egységnégyzet 4 eseménynek megfeleld pont-
jait keressiik. Két esetet kiilonboztetiink meg:

a) x<y.
Ekkor a kovetkezd egyenlotlenségeknek kell egyidejiileg teljestilniiik :
x<d;
y—x~<d; vagyis y<x+d;
1-y<d; vagyis y>1-d.
b) y<x.
Ez esetben egyidejiileg fenn kell allnia a kovetkezd egyenl6tlenségeknek :
y<d;
x—y<d; vagyis y>x-—d;
1-x<d; vagyis x>1-d.
Mindkét esitben két tovabbi alesetet kell megkiilonboztetniink d értéke
) 1
szerint. Az —3—§ d §~2— esetben (25. dbra) az 4 esemény szempontjabél ked-
vezd vonalkézott teriilet:

t = (3d—1)2.

111



25. 4dbra
0 d1-d 1 X
by L y=x+d
1
d
y=x-d
1-d
26. abra
0 1-d d 1 X
PA)
1 \\\
| N
\
| \
|
)
S
A \
\\ /. - 27. dbra
1/ 1 , d
0 :3—/ > 1

Az —1— = d =1 esetben (26. 4bra) az A esemény szempontjabol kedvezd,
2

vonalkéazott teriilet:
t=1-3(1-4d)>
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Az A esemény valOszinlisége tehit:

d

1A
1A

1 1
(Bd—1)2, ha — —
P 3 2
T 1
1-3(1—d)? ha

P(4) =

=sd=1.

Az A esemény valOszinfliségét a d viltozd fiiggvényében két, egyméshoz
csatlakoz6 parabolaszakaszb6l 4116 gérbe (27. 4bra) szemlélteti.

15. Két személy megbesz€li, hogy délel6tt 10 és 11 6ra kozdtt egy adott
helyen taldlkoznak. Erkezésik a megbeszélt idén beliil véletlenszerdi.
Mi a val6sziniisége annak, hogy az el6bb jovének nem kell egy negyed
6randl tobbet varnia a mdsikra?

y y*X'f‘i
1
y=x-1
y=Xx 4
2
4 /]
oA 5 28. 4bra
7y

Jeloljik a széban forgd eseményt A-val. Erkezzék az egyik személy
x, a masik személy y id6vel (6raban kifejezve) 10 6ra utan. E két idémeny-
nyiségnek feleltessik meg a sik egységnégyzetének (x,y) koordinitaja
pontjat (28. abra). Az egységnégyzet teriilete: T=1. Az A esemény telje-
siil, ha

sl =
—x|=—.
4 4
Ebbdl két Osszefiiggés adodik, melyeket az 4 szempontjabol kedvezd
pontok koordinatdinak egyidejlileg ki kell elégiteniok:

1 1
=x—— és = x+—.
¥y 2 y=x+ 2

Az A esemény szempontjabol kedvezd, bevonalkdzott rész teriilete:

- (3)2_1 9 7
h 4) 16 16’

8 ValdszinGiségszadmitas
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Tehit az A esemény valoszinfisége:
P(A) = LI z .
T 16
Tehat —l% a val6szinfisége annak, hogy a talilkozdn az el6bb érkezd
nem var negyed 6ranil tobbet a késébb jovore.

16. Egy egységnyi hosszusdghi szakaszon taldlomra vélasztunk két
pontot. Mi a val6szinisége annak, hogy ezek kozelebb vannak egyméshoz,
mint barmelyik a végpontokhoz?

y Y=2x y=2x-1
X1
kY22
1 S X
2 Y=
P
29. 4bra
0 L;_ 17 X

Jeloljiik a vizsgélt eseményt A-val. A vélasztott pontoknak az egységnyi
hosszusdgu szakasz egyik végpontjatél mért tavolsiga legyen x, ill. y.

Belathatd, hogy a két pont kivalasztasit megfeleltethetjiik a sik egy-
ségnégyzete (x,y) koordindtaji pontja kivélasztdsdnak (29. dbra), mert
a megfeleld eseményekhez ugyanazokat a valosziniiségeket rendelik hozza.
Az egységnégyzet teriilete: T=1.

Az egységnégyzetnek azokat a pontjait keressiikk, amelyekben az A4
esemény teljesiil. Két esetet kiilénboztetiink meg:

a) x<y.
Ekkor a kowvetkezd egyenl6tlenségeknek kell egyidejiileg teljesiilniok:
y-x<x, vagyis y<2x;
. x 1
y—x<1-—y, vagyis y< 7+—2— .
b) y<x.
Ez esetben a kovetkezd egyenldtlenségeknek kell egyidejiileg fennéllniok:

x
xX—y<y, vagyis y>3—;

x—y<1-x, vagyis y>2x-1.
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Az A esemény szempontjabdl kedvez6, bevonalkdzott rész teriiletét szi-
mitjuk ki. Ez rombusz, igy teriilete az 4tl6k szorzatdnak fele:

3.2

3 1

2 2 3
Tehit az A esemény valGszin(isége:

P(4) =

t
T 3°

1
Azt kaptuk, hogy Y val6sziniiséggel lesz a két pont kdzelebb egymis-
hoz, mint a végpontokhoz.

17. Egy kik6t6hoz 24 6ras idGtartamon beliil véletlen idépontban
két haj6 érkezik. Az elobb érkezdn rogtén megkezdik a rakodést, mely az
egyiken egy Orat, a masikon két 6rat vesz igénybe. Ha a mdasodik haj6
akkor érkezik, amikor a mésikon még rakodnak, gy varakoznia kell a
rakodés befejeztéig. Mi a valdsziniisége annak, hogy valamelyik hajénak
varakoznia kell a rakoddsra?

Y y=x+1
24 y=x-2
14 30. 4bra
075 2% X

A vizsgdlt eseményt jelSljiik A-val. A 24 6ras idotartam kezdetétsl
szdmitva az egy6rds rakodéidejii hajé érkezéséig eltelt id6 legyen x, a
kétoéras rakodoéidejli hajé érkezéséig y (6raban kifejezve). E két iddinter-
vallumnak feleltessiik meg a felvazolt 24 egységnyi oldalhosszlisigi négy-
zet (x, y) koor<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>