Algebra gyakorlé feladatok

1. Feladat
1 -1 1 0
A=| -3 2 -1 b= 153
-2 1 o -1

Adjuk meg azon « és (8 értékeket, amelyekre az A - x = b egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa
van.

Utmutatds. a =0 és B = —1

2. Feladat
Adjuk meg a fenti A métrix rangjat az o paraméter fiiggvényében.

Utmutatds. rank A =3, ha a # 0 és rank A = 2, ha a = 0
3. Feladat

Adjuk meg az alabbi A szimmetrikus méatrix D diagonéalis alakjat és azt az U ortogonéalis métrixot,
amelyre UT AU = D.

300
A=10 2 2
0 2 5
Utmutatds.
300 1 0 0
D=0 10 U=1|0 2/V/5 1/V/5
0 0 6 0 —1/v5 2/V5
4. Feladat

Allitsuk el6 az alabbi fiiggvény érintésikjat a P(2,1,4) pontban

fl@y) =20°Va? +y2+4—2

Utmutatds.

f1(2,1) =4/3

f5(2,1) = 38/3

Az érint6sik egyenlete: 4(z —2) +38(y — 1) — 3(z —4) = 0.

5. Feladat
Keressiik meg az alabbi fliggvény kritikus pontjait:
1 1 =
flay ) ==+=+ 22— 25
r oy 8

Utmutatds. Az egyetlen kritikus pont: P(2,2,0), az alabbi egyenletrendszer megoldasa:

1y
/
= —— Z =0
fl(mayvz) $2+8
1 =z
/
= —— — =0
fQ(xayaz) yg + 8

f{(m,y,z) = —4dz=



6. Feladat

Adjuk meg a fiiggvény Hesse-matrixdt mindegyik kritikus pontban, és allapitsuk meg a kritikus pontok
mindegyikérdl, hogy ott minimum, maximum vagy nyeregpont van-e.

Megoldas:
1/4 1/8 0
H=|1/8 1/4 0
0 0 —4

A Hesse-matrix sajatértékei A\ = 1/8, Ao = 3/8 és A3 = —4, ezért a matrix indefinit, tehat a kritikus
pont nyeregpont.

7. Feladat

Jeloljiik meg, hogy melyik allitas igaz, és melyik hamis: HI H H
e Ha az A - x = b egyenletrendszer megoldhato, akkor A oszlopai lineédrisan fiiggetlenek.
e Barmely négyzetes méatrixra det A) - det A7) > 0.

e Ha az aq, as, ag vektorok linearisan fiiggetlenek, és by = ay + ag, by = a1 + as + a3 és b = as + as,
akkor a by, ba, bs vektorok is linearisan fiiggetlenek.

e Ha az f kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvénynek az xg pont lokalis minimumbhelye, akkor
ott a Hesse-matrix pozitiv definit.

8. Feladat
1 -1 1 0
A=| -3 2 -1 b= 153
—2 1 « -1

Adja meg mindazon « és [ paramétereket, amelyekre az A - x = b egyenletrendszer egyértelmiien meg-
oldhaté.

Utmutatds. o # 0 és f3 tetszoleges.

9. Feladat

Tekintsiik a 8. Feladatban szereplé A matrixot.

(a) Adjuk meg mindazon « értékeket, amelyekre det A # 0.

(b) Adja meg rank A és deg A értékeit az o paraméter segitségével.

Utmutatds. (a) a # 0.
(b) Ha o # 0, akkor rank A = 3 és deg A = 0. Ha « = 0, akkor rank A = 2 és deg A = 1.

10. Feladat

1 -1 0 1
A= 2 1 3 b= 2
-1 1 « B8

Allapitsuk meg, hogy vannak-e olyan « és 3 értékek, amelyekre az A-x = b egyenletrendszer megoldhato.
Utmutatds. « =0 és g = —1

11. Feladat

Adjuk meg az alabbi A szimmetrikus matrix D diagonélis alakjat és azt az U ortogonélis métrixot,
amelyre UT AU = D.

0 0 1
A=10 2 0
1 00



Utmutatds.

1 0 0
U=|0 2/V/5 1/v5
0 —1/v5 2/V5
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12. Feladat

Tegyiik fel, hogy az a + b és az 2a — 2b, illetve a b és a 6a + 3b vektorok egymaésra merdlegesek. Milyen
szoget zar be a és b, ha egyik sem nullvektor?

13. Feladat

Az e™®Y + 2z + 3zy = 3 egyenleti sikbeli gérbe (p,0) pontjaban htzott érintd iranytangense —1. Mit
mondhatunk a p paraméter értékérdl?

14. Feladat
Adja meg az alabbi fliggvény gradiensét a (0,1,0) pontban.

flz,y,2) = Va2 +y? + 22 In(ye”)
15. Feladat
Adjuk meg az f(z,y) = (422 — 2y3)\/22 + y2 + 2 feliilet érintGsikjanak egyenletét az (1,1,4) pontban

16. Feladat
Legyen A = [aq, as, a3] egy harmadrendd kvadratikus matrix. Adjuk meg det A segitségével a

B = [CLQ +as,ay + as,a; +a2]

métrix determinansanak értékét.

17. Feladat

Keressiik meg az alabbi fiiggvény kritikus pontjait:
1 1 2
— 2 2 z
flxy,2) =2 + 5ty +y72+e

Utmutatds.

Ly
!
= _— — :O
fl(m,y7z) 72 + 8
1 T
/
= —_— 7:0
fQ(xayvz) y2 + 8
filz,y,2) = —42=0

Az egyetlen kritikus pont: P(2,2,0)

18. Feladat

Adjuk meg a fenti fiiggvény Hesse-méatrixat mindegyik kritikus pontban, és dontsiik el, hogy ott minimum,
maximum vagy nyeregpont van-e.

Utmutatds.

1/4 1/8 0
H=|1/8 1/4 0
0 0 —4



19. Feladat
Legyen f(z,y) = x — 3y. Adjuk meg az

f(z,y) — max(min)
2 4+y?=9

feltételes szélsGérték feladat megoldasat.

20. Feladat

Adjuk meg az alabbi A szimmetrikus matrix D diagonélis alakjat és azt az U ortogonéalis métrixot,
amelyre UTAU = D.

3 00
A=1]10 2 2
0 2 5
Utmutatds.
3 0 0 1 0 0
D=0 10 U=1|0 2/V/5 1/V/5
0 0 6 0 —1/v5 2/V5
21. Feladat
1 1 1 6
A=1]1 0 1 b= 4
2 1 « B8

Allapitsuk meg, hogy vannak-e olyan a és /3 értékek, amelyekre az A-z = b egyenletrendszer egyértelmiien
oldhat6 meg.

Utmutatds. a =0 és B = —1
22. Feladat

Adjuk meg az alabbi A szimmetrikus matrix D diagonéalis alakjat és azt az U ortogonélis métrixot,
amelyre UT AU = D.

4 2 2
A=12 0 2
2 2 0
Utmutatds.
300 1 0 0
D=0 10 U=1|0 2/V/5 1/V5
0 0 6 0 —1/v5 2/V5

23. Feladat
Keressiik meg az alabbi fliggvény kritikus pontjait:

fz,y,2) = (22% +y?)e””

Utmutatds. Az egyetlen kritikus pont: P(2,2,0), ugyanis:

f{(m,y,z) = -
fﬁ(l’,y,z) = T3 +

f{(l‘,y72’) = —4z=0



24. Feladat

Adjuk meg a fenti fiiggvény Hesse-méatrixat mindegyik kritikus pontban, és dontsiik el, hogy ott minimum,
maximum vagy nyeregpont van-e.

Utmutatds.
1/4 1/8 0
H=|1/8 1/4 0
0 0 —4
25. Feladat
-1 0 -1 0
A= 1 2 « b= 1
1 1 2 B

Allapitsuk meg, hogy vannak-e olyan « és 3 értékek, amelyekre az A-x = b egyenletrendszer megoldhato.
Utmutatds. a =0 és B = —1
26. Feladat

Adjuk meg az alabbi A szimmetrikus matrix D diagonélis alakjat és azt az U ortogonéalis métrixot,
amelyre UTAU = D.

1 -3 0
A=| -3 1 0
0 0 2
Utmutatds.
3 0 0 1 0 0
D=101 0 U=1|0 2/\/5 1/\/5
0 0 6 0 —1/v5 2/V5
27. Feladat

Keressiik meg az alabbi fliggvény kritikus pontjait:

flay,2) =a-e"+V1+y>+22

Megoldas:
Iy
!
s = _— — :0
fl(xay Z) 2 + 8
1 T
folz,y,z) = T2 + 3 =0
f{(m,y,z) = —42=0

Az egyetlen kritikus pont: P(2,2,0)

28. Feladat

Adjuk meg a fenti fiiggvény Hesse-méatrixat mindegyik kritikus pontban, és dontsiik el, hogy ott minimum,
maximum vagy nyeregpont van-e.

Utmutatds.

1/4 1/8 0
H=|1/8 1/4 0
0 0 —4



29. Feladat
Vizsgéljuk meg, hogy fiiggetlenek-e az alabbi vektorok, és adjuk meg

dimlin{a1, az, as, a4}

értékeét, ahol

1 2 —1 5
_ 2 ! 8 -5
ML T 3] BT 9| M7 10
2 1 4 1
30. Feladat
Tekintsiik az alabbi vektorokat:
1 2 1 0
[ —2 a9 = 0 az = 6 b= —4
1 3 3 -1
és dontsiik el, hogy igaz-e a b € lin{ay, as, as} relacio?
31. Feladat
1 -1 0 1 1
A=10 1 1 3 b= 2
1 1 2 « 15}
Adjuk meg azon « és 3 értékeket, amelyekre az Az = b inhomogén egyenletrendszernek
(a) végtelen sok megoldésa van,
(b) nincs megoldasa,
(c) pontosan egy megoldasa van.
32. Feladat
Tekintsiik az alabbi linearis transzformaéciot:
300
A=|0 1 2
0 2 4

és adjuk meg az A rangjat és a sajatértékeinek szorzatat!



