Analizis gyakorl6 feladatok

1. Feladat

Vizsgaljuk meg az alabbi sorozatot monotonitéas, korldtossag és hatarérték szempontjabol:

2n —1
Gy =
2n+3
Utmutatds. Végezziik el a kbvetkezd atalakitast:
_2n+3-4 4
. B T

Innen azonnal lathatd, hogy a sorozat szigortian monoton novs, felsg korlatja 1 (és ez a legkisebb),
valamint a hatarértéke is 1, azaz

lim a, =1
n—oo

2. Feladat

Keressiik meg a kdvetkezs sorozat hatarértékét:

5n2 —3n+6
p = —
3n2+9n—4

Utmutatds. Emeljiik ki a szamlalobol és a nevezdbdl is az n legmagasabb hatvanyat, azaz n2-et. Ekkor
azt kapjuk, hogy

n? 5—3/n+6/n?

n? 3+9/n—4/n2

Itt az els6 tényezd 1, mig a masodik tényezében a szamlalo hatarértéke 5, a nevezs hatarértéke 3. Tehat

Ay =

lim a, = =
3

3. Feladat

Tekintsiink most egy paraméterekkel megadott sorozatot, és adjuk meg a hatarértékét:

aknk + cuﬂ,ln’“*1 + ...+ Qo
6mnm + Bm—lnm_1 + ...+ /80

n =

ahol az oy, és B, paraméterek egyike sem nulla.

Utmutatds. Az el6z6 feladat gondolatmenete alapjan a szamlabol és a nevez6bdl is emeljiik ki az n
legmagasabb hatvanyéat. Ekkor azt kapjuk, hogy

Lk_ g +ap_1/n+ ...+ ag/nk
"™ B+ Bm_1/n+ ...+ Bo/n™

ap =

Vegyiik észre, hogy a masodik tényez§ hatarértéke g /B, hiszen mind a szamlaloban, mind a nevez&ben
az els6 konstans tagon kiviil az 6sszes t6bbi tag nulldhoz tart.

Tehat a kovetkez6t allithatjuk:

0 ha k <m

. gL hak=m
lim a, = B ,
n=00 +oo  hak>mésay/Bm >0

—oo  hak>més ay/Bm <0



4. Feladat
Adjuk meg a kévetkezs sorozat hatarértékeét:

—5n%+3n2—8n+6
a, =
3n2 —12n + 21

Utmutatds. Az el6z6 feladat eredménye alapjan itt k > m, tovabba a legmagasabb hatvanyok egyiittha-
téinak hanyadosa negativ, ezért

lim a,, = —o0
n— o0

5. Feladat

Vizsgaljuk meg a kovetkez6 sorozat monotonitasat, korlatossagat és hatarértékét:

an =Vn24+2—-n

Utmutatds. A kiilonbség mindkét tagja vegtelenhez tart, ezért vegezziik el a kivetkezd atalakitést:

. = = < — ==
Vni4+2+n  Vnf+24n  Vn?2+2+4n 2n n

Innen a Rendér-elv alapjan mar latjuk, hogy a sorozat nulldhoz tart. Az is konnyen lathatd, hogy a
sorozat szigortan monoton fogyo, és a (legnagyobb) alsé korlatja nulla.

242 2+2-n? 2 2 1
an = (Vn2+2—n) Vniidin  ni42on

6. Feladat
Képezziik rekurziv médon a kovetkezd sorozatot: a; = /2, as = /2 + /2, és igy tovabb

an=\[2+\24...V2

ahol az a,, eléallitasdban n szamua gyokjel szerepel. Rekurziv médon a sorozat egy elemébdl, igy allitjuk

el a kovetkezot:
An =/ 2+ ap—1

Dontsiik el, hogy a sorozat monoton-e, korlatos-e, és keressiik meg a hatarértékét!

Utmutatds. Konnyen lathato, hogy a sorozat szigortian monoton névé, hiszen barmelyik elembél a meg-
el6z6 sorozatelemet az utolsé /2 torlésével nyerjiik.

Teljes indukciéval megmutatjuk, hogy a sorozat feliilrél korlatos, és a 2 egy fels6 korlat. Valéban, elsére
a1 < 2. Ha most az n — 1-ik elemre a,,_1 < 2, akkor az n-ikre az adédik, hogy

ai:2+an_1<4

azaz tényleg a, < 2 minden n mellett.

Ezek alapjan a sorozat konvergens, és jelolje az egyeldre ismeretlen (pozitiv) hatarértékét A, azaz a,, — A.
A sorozat rekurziv képzési szabalya szerint n > 2 esetén

ai =2+an_1
ahol a2 — A2 és 2+ a,_1 — 2+ A. Mivel a két oldal minden n-re egyenls, azt kapjuk, hogy
A2=2+A
Ennek az egyenletnek az egyetlen pozitiv megoldasa A = 2, tehat

lim a, =2
n—oo

FIGYELEM!

A megoldas elsé két 1épésében a monotonitas és korlatossig igazoldsa nagyon fontos 1épés, enélkiil ugyanis
a sorozat nem lenne feltétleniil konvergens. Ha példaul azt a sorozatot néznénk, amelyben a; = 1, és

ap = 2ap-1



akkor innen csak az ismeretlen A-ra vonatkozo egyenletre ugorva azt kapnank, hogy
A=2A

aminek egyetlen megoldasa A = 0, és igy a hatarérték nulla lenne. Holott ez a sorozat nem korlatos,
hiszen az explicit alakja
ap = 277.71

és ez nyilvanvaléan nem konvergens, végtelenbe tart.

7. Feladat

Hatéarozzuk meg a kovetkezd sorozat hatarértékét:
2 + 1\
A, =
" 2n+3
Utmutatds. Osszuk el a zarojelen beliil all6 tort szamlalojat és nevezdjét is 2n-nel:

P\t (1)
R e :(1+3/2)"'1+¥

n n

Itt az elsG tényezd szamlalojanak hatarértéke e'/2, a nevezd hatéarértéke e3/2, tovabba a masodik tényezd
hatarértéke nyilvan 1, ezért

8. Feladat
Keressiik meg a kdvetkezs sorozat hatarértékét:

Utmutatds. A sorozat tgy is felirhato, hogy

o [(-8)T

Mivel a szogletes zardjelen beliili sorozat hatarértéke 1/e &~ 0.367891..., azért valamely N indextdl kezdve

fennall, hogy
1 n
0.3 < (1 — > <04
n

minden n > N esetén. Mindegyik oldalt n-ik hatvanyra emelve

og < |(1-1) | <o
n

Mivel itt mind az alsé becslés, mind a fels becslés nulldhoz tart, a Rendér-elv alapjan azt kapjuk, hogy
lim a, =0

n—oo

9. Feladat

Hatéarozzuk meg az a,, = {/n sorozat hatarértékét!

Utmutatds.
Figyelem, ez a sorozat nem monoton, tessék szamolassal ellengrizni!

Mindenesetre a sorozat minden eleme nagyobb 1-nél, ezért ugy irjuk fel, hogy

ap = Yn=1+h,



ahol h,, > 0 minden n-re mas és mas. Emeljiik mind a két oldalt n-ik hatvanyra:

nin —1)

2 h%

n:(1+hn)">1+<;)h§:1+

ahol a jobb oldalon az n-ik hatvany Binomialis-tétel szerinti kifejtésébdl csak az els6 és a harmadik tagot
tartottuk meg, a tobbi pozitiv tagot elhagytuk. Az egyenlGtlenséget rendezve azt kapjuk, hogy

2
0<h?<=
n
ahonnan a Renddr-elv alapjan azonnal kovetkezik, hogy h2 — 0, és igy h,, — 0. Tehét

lim a, =1
n—oo

FIGYELEM!

Tessék ellendrizni, hogy a Binomiélis-tétel szerinti kifejtésnél a becslésben csak az elsé két tagot nem lett
volna elegendd megtartani, sziikség van a négyzetes tagra is.

10. Feladat

Adjuk meg az alabbi sorozat hatarértékét:

4t _2.67 453"
©3.6n— 7.5t 4on

Qn

Utmutatds. Emeljiik ki a szamlalobol és a nevezébdl is a legnagyobb alapt hatvanyt, azaz a 6™-t. Azt
kapjuk, hogy
_ 4-(4/6)" —2+5-(3/6)"
U =335 (5/6)" + (2/6)n
Itt a szamlal6 hatarértéke —2, hiszen a tobbi tag nulldhoz tart. Hasonléan a nevez§ hatarértéke 3, hiszen
a méasik két tag nulldhoz tart. Tehat

lim a, = —=
n— 00 3

11. Feladat
Hatarozzuk meg a kovetkezd sor Gsszegét:

e 2k+2

S=> o
k=1

Utmutatds. Ha a szummabol kiemeliink 4-et, akkor éppen a 2/3 kvociensti mértani sorhoz tagjaihoz

jutunk. Annak a sornak az Gsszege
o0

> (5) = e

Figyeljiink azonban arra, hogy feladatunkban az 6sszegzés k = 1-t6l indul, ezért innen a k = 0-hoz tartozo
tag hianyzik. Tehét
0 2k+2

S ;3’“ (3-1)=8

12. Feladat

Vizsgéljuk meg az alabbi sor konvergenciajat:
= 1
Utmutatds. Bontsuk fel a szumma mogstti tortet két tort kiilonbségére a kovetkezé modon

1 11 1
k2+2k 2\k k+2



Ekkor az n-ik részletosszeg igy irhato:

1 1 1 11 11 1 1
= =_. 1—Z= —_Z - _ = L
S kz:lk2+2k 2 [( 3>+<2 4)+<3 5)+ +<n n+2)}

Vegyiik észre, hogy a negativ és pozitiv tortek (minden méasodik zardjelben) kiejtik egymast, ezért a
zarojelek felbontasa és az egyszeriisités utan csak els§ két pozitiv, és az utolsd két negativ tort marad

meg. Ezért
1 1 1 1 1
S, = - .1+ -
’;kQJer 2 ( *3 n+1 n+2)

Az igy nyert sorozat nyilvanval6an konvergens, és a hatarértéke 3/4. Tehat a sor konvergens, és az Gsszege

> 1 3
S: —_— = —
;k2+2k 4

13. Feladat

Vizsgaljuk meg a kovetkezd sor konvergenciajat:
Z :
k3 —k
k=2

Utmutatds. Az eléz6 feladathoz hasonloan a szumma mogotti kifejezést tortek kiilonbségére szeretnénk
bontani, de most nem latszik kénnyen, hogy ezt hogyan lehet megtenni. Ezért igy jarunk el:

1 A B c

k3 —k k—1+k+k+1

ahol A, B és C egyel6re ismeretlen konstansok. Végezziik el a jobb oldalon a kézds nevezdre hozést,

akkor
I AK2+k)+ B(k2 - 1)+ C(k*> — k) B (A+ B+CO)?*+(A-C)k—B

k3 —k k3 —k k3 —k

Mivel a bal és jobb oldalak azonosan egyenl6k, a kdvetkezs egyenletrendszerhez jutunk:

A+B+C = 0
A—C = 0
B =1

Ennek megoldasa A = C = 1/2 és B = —1. Tehat az n-ik részletisszeg igy irhato fel:

n

- 1 1 1 2 1
S (k)
—k3 -k 2 & \k-1 k k+1

Ll Dtz (o2, (2 2, 1
2 3/ \2 3 4 3 4 5) 77 \n-1 n n+l

Ebbdl azt latjuk, hogy minden egyes zardjel negativ tagjat az el6tte allo zardjel utolsd pozitiv tagja, és
az utana allo zardjel elsé pozitiv tagja kiejti. Amely tagok megmaradnak, azokat igy irhatjuk fel:

1 1 1 2 1
Sp=z-(1-14-4+——~—
2 < +2+n n+n+1>

S

Innen méar kénnyen lathato, hogy ez a sorozat konvergens, és a hatéarértéke 1/4, tehat

=1 1
;21&—14:1




14. Feladat

Vajon konvergens-e az alabbi sor:
(o]

k2 +k+2
Utmutatds. Konnyen ellenérizhet, hogy

k+2>1
E2+k+2" k+1

minden k € N esetén. Az egyenlGtlenség jobb oldalan allo tortek az els tag hijan éppen a Harmonikus
sor tagjai. A Harmonikus sor divergens, ezért az Elégséges feltétel alapjan a példankban szerepld sor is
divergens.

FIGYELEM!

Erdemes megjegyezni, hogy az ilyen sorok esetében, ha a tort nagysagrendje k=1, akkor a sor divergens,
ha azonban a nagysagrend k~¢, ahol a > 1, akkor a sor mar konvergens. Azaz nem mindegy, hogy a k-ik
tag milyen gyorsan tart nulldhoz! Erre a kérdésre a 9. fejezetben még visszatériink.

15. Feladat

Az el6adason mar lattuk, hogy az
— 1
S=2 @
sor konvergens, és az Osszegére S < 2 adodott. Ehhez a sor tagjaira minden k > 2 esetén a

1 < 1
N

fels6 becslést alkalmaztuk. Vajon tudnank-e a sor ismeretlen Gsszegére jobb becslést adni?

Utmutatds. Hasznaljuk a sor tagjaira k > 2 mellett a kivetkezs pontosabb becslést:

11
k2 k2 —1

A jobb oldali kifejezést igy lehet két tort kiilonbségére bontani:

11 1 1
-1 2 \k—1 k+1

Ekkor az n-ik részletosszegre az adodik, hogy

S [ G G (o)

A zarojelek negativ tagjai kiesnek a kettGvel késébbi zardjel pozitiv tagjai miatt, ami marad:

1 1 1 1
== (14— = —
S 2 (+2 n n-l—l)

amely sorozat konvergens, és hatéarértéke 3/4. Tehat az eredeti sorunk n-ik részletosszegére az adodik,

hogy
3 7
Zﬁ<1+zk2 <l+5=7

minden n € N esetén. Kovetkezésképpen

»-b\\]

1
S=2 <

Megjegyezziik, hogy a pontos érték S = 72/6 (de ezt nehéz megmutatni!).



16. Feladat

Dontsiik el, hogy konvergens-e az alabbi sor:

Do

k=1

Utmutatds. Hasznaljuk a Hanyados-kritériumot:

apr1  (k+1)3 2k_<k+1>3 1
2

Qg B 2k+1 . ﬁ o k 2
Itt k& — oo esetén az elsé kobos tényezs 1-hez tart, tehét

1
lim L 2

k—oo  ap 2

Innen azt kapjuk, hogy a sor konvergens (de nem tudjuk, hogy mi az Gsszege).

17. Feladat

Legyen most x # 0 tetszbleges valés szam, és vizsgaljuk meg a
D
k=0

sor konvergencidjat.

Utmutatds. Alkalmazzuk ujra a Hanyados-kritériumot (figyeljink arra, hogy x negativ is lehet, ezért
irjunk abszolat értéket):

I L

T k+D! Jz)F T k+1

Itt £ — oo esetén a jobb oldali kifejezés nullahoz tart, ami kisebb, mint 1. Tehét a fenti sor barmely x
valds szam mellett abszolit konvergens, és igy konvergens is.

Q41
ag

18. Feladat

Dontsiik el, hogy konvergens-e az alabbi sor:

> (i)

Utmutatds. Probalkozzunk a Hanyados-kritériummal:

arpn (kN (k+3\Y [ K43k 0\’
ar  \k+4 k—1) \k24+3k—4
Ez utobbi tort 1-hez tart, ha k — oco. Valoban, a masodfoka tagok egyiitthatdinak héanyadosa éppen 1.
Tehat a Hényados kritérium 1-et ad hatarértékként, ezért ennek alapjan semmit sem mondhatunk a sor

czc2

Vizsgéljuk meg azonban a sor tagjait. Lathatjuk, hogy
li Jin k1Y’ 1
im a; = lim =
k—oo k= k +3
azaz ap nem tart nulldhoz. Tehat nem teljesiil a sziikséges feltétel, ezért ez a sor divergens.

19. Feladat

Dontsiik el, hogy konvergens-e az alabbi sor:

i <2k+3>k

k=1



Utmutatds. Vegyiik észre, hogy a hatvany alapjara érvényes, hogy

o< bl 1
—2k+3 2

Mindegyik oldalt k-ik hatvanyra emelve azt kapjuk, hogy

o< (k=1 k< 1 '
“\2k+3 2

minden k£ € N esetén. Az egyenl6tlenség jobb oldalan egy olyan geometriai sor tagjai allnak, amelynek
kvociense 1/2, tehat konvergens, és az Osszege

56 -

k=1

ahol a geometriai sor Osszegképleténél az 1-et azért kellett levonni, mert a sorbdl a k = 0-hoz tartozo6 tag
hianyzik. Tehat az elégséges feltételiink szerint a feladatban szerepld sor konvergens, és Osszegére

i k-1 k<1
2k + 3

k=1

FIGYELEM!

Gyakorlasképpen vizsgaljuk meg e sor konvergenciajat a Hanyados-kritérium alkalmazaséval is! Ugyanerre
az eredményre fogunk jutni. Valéban:

aper (kN o2k3N\F 23\ 4k "k

ar  \2k+5 k—1) \2k+5 k—1 2k +5

Itt k — oo esetén az elsd tényezs e~ !-hez, a masodik e-hez, a harmadik 1/2-hez tart. Tehét a hatarérték
kisebb, mint 1, azaz a sor konvergens.

FIGYELEM!

Az els6 megoldas elénye, hogy becslést is kapunk a sor Gsszegére, mig a méasodikban nem!

20. Feladat
Konvergens-e a kovetkezd végtelen sor:

(1)

Pt k+1
Utmutatds. Probéalkozzunk ismét a Hanyados-kritériummal:
() () () () &
ay k+2 k—1 k+2 k—1 k+2

Itt & — oo esetén az elsé tényezd e '-hez, a masodik e-hez, a harmadik pedig 1-hez tart. Tehat a
hatarérték 1, igy ez alapjan a konvergenciarél semmit sem tudunk mondani.

Vizsgéljuk meg azonban a sor tagjait. Lathatjuk, hogy

li li SEARS

m = m _— = —

kL)oo A kl>oo k +1 62

azaz ap nem tart nulldhoz. Tehat nem teljesiil a sziikséges feltétel, ezért ez a sor divergens.
21. Feladat

Hatarozzuk meg a kovetkezd hatéarértéket:

—323 4+ 222 + 152 — 6
im
z—4oo 223 — Tx2 + 182 — 8

Utmutatds. Emeljiik ki a szamlalobol és a nevezébdl is az = legmagasabb hatvanyat:

.2 —3+42/x+15/2% —6/23
lim — -
z—too 3 2—T/x 4 18/x% — 8/a3




Az els6 tényezd 1, a masodik tényezében pedig a konstans tagokon kiviil mindegyik tag nulldhoz tart,
ezért, a tort hatarértéke —3/2. Tehat:

—323 4+ 222 + 152 — 6 _ 3

lim —
z—+oo 2x3 — 7x2 4+ 182 — 8 2

22. Feladat
Nézziik meg, hogy mit allithatunk altalanosan az alabbi parametrikus médon megadott hatarértékrol:

im akxk + ak,lx’“’l +...+ o
z—+00 B x™ + ﬁnt—lxm_1 +...+ 8o

Utmutatds. Az eléz6 feladatban alkalmazott gondolatmenetnek megfelelGen emeljiik ki a szamlalobol és
a nevezibdl is az x legmagasabb hatvanyat. Akkor azt kapjuk, hogy

. 2 o tap_i/r+... +ag/zF
lim .
z—+00 ™ By + Bm—1/x + ...+ Po/x™

A masodik tényez6 hatarértéke ay /S, hiszen a szamlaloban és a nevezében a konstans tagokon kiviil
mindegyik tag nulldhoz tart. Tehat a hatarértékre az adédik, hogy

0 ha kK <m

| ozt top1a"+ 4+ ) §E hak=m
z—}IJIrloo Bmx™ + Bm_12m Y+ ...+ By +o00  ha k> m és % >0
—00 hak>mésg—’“<0

23. Feladat

Teljesen analég moédon vizsgaljuk meg a kovetkezd hatarértéket is:

lim akxk + ak,lxk_l + ...+
2==00 B ™ + B 1™ 4 4 Bo

Utmutatds. Kovessiik sz6 szerint az el6z6 feladat lépéseit, akkor a kovetkezs hatarértékhez jutunk:

T — ap +ag_1/T+ ... —|—a0/xk
w——00 Bm + Bm—1/T+ ...+ fo/z™

Vegyiik figyelembe, hogy az x paros hatvianya a —oo-ben +oo-hez, mig a paratlan hatvinya —oo-ben
—oo-hez tart. Ennek alapjan az alabbi eredményt fogalmazhatjuk meg:

0 hak <m
g‘—jz hak=m
i ot + a1Vt ag ) 4o ha k > m és k — m péaros, és g: >0
Lam Bmx™ + B1z™ 1+ ...+ By —oo  ha k> m és k —m paros, és g:L <0
—oo  ha k> m és k —m paratlan, és%>0
+o0o  ha k > m és k —m péaratlan, ésg—’“<0
24. Feladat

A fenti feladat alapjan "réanézésre" allapitsuk meg a kovetkezs hatarértéket:

. 475 — 6zt + 2 — 1322+ 28z — 5
lim
T——00 —2122 4+ 142 — 22

Utmutatds. Ebben a feladatban k —m = 5 — 2 = 3 > 0 és paratlan, tovabba a féegyiitthatok hanyadosa
—4/21, ami negativ, ezért az el6z6 feladat eredmeénye alapjan:
. 42® — 62t + 23 — 1322+ 282 — 5
im =
T——00 —21x2 + 14z — 22

o



25. Feladat

Allitsuk el6 a kovetkezd hatarértéket: )
. sin2x
lim
x—0 3x

Utmutatds. Végezziik el a kivetkezd atalakitast:

sin 2x sin2x 2

3x 2x 3
ahol z # 0. Innen azonnal lathaté, hogy
sin2x 2
im ==
z—0 3x 3

Mas egyiitthatokkal a feladat teljesen analég médon oldhatd meg.

26. Feladat
Vizsgaljuk meg, hogy létezik-e a kovetkezs hatéarérték:

. V1 —cos?z
lim ———M—

x—0 x

Utmutatds. Ha elvégezziik a négyzetgyokvonast, akkor azt talaljuk, hogy

\/1—coszx_|sinx|_{ sng ha x>0

x x —52% haxz <0

hiszen sin z paratlan fiiggvény. Ekkor a jobb oldali hatarértékre 1, mig a bal oldalira —1 adodik. A ketts
nem egyezik, ezért ez a hatarérték nem létezik.

27. Feladat
Tekintsiik az

flo) =25

fliggvényt, és hatarozzuk meg az egyoldali hatarértékeket az © = 2 pontban!

Utmutatds. Tekintsiink egy tetszoleges x, — 2, x, < 2 sorozatot. Ilyenkor a nevezs negativ, és nulldhoz
tart, mig a szamlaloé pozitiv, és 3-hoz tart. Tehat balrdl a hatarérték —oo. Teljesen hasonloan lathato,
hogy jobbrol a hatarérték +oo. Osszefoglalva:

x+1 x+1

lim = —00 tovdbba lim
z—=2— 1 — 2 =2+ 1 — 2

= 400

28. FeladatVizsgaljuk meg a

1 xr
lim (1 + )
T— 00 x

hatarértéket. Ha x > 0 adott valds szadm, akkor valsszunk olyan n természetes szadmot, amelyre n < z <
n + 1. Ekkor megmutathat6, hogy

1 n 1 T 1 n+1
() <(2) < (i)
n T n+1

A sorozatokroél tanultak alapjan a Renddr-elvet alkalmazva tehat megallapithatjuk, hogy

1 x
lim (1 + ) =e
r—+00 X

Hasonl6 gondolatmenetet alkalmazva azt is meg lehet mutatni, hogy

1 xr
lim (1 + ) =e
r—r—00 X



Tovabba, ha « tetszélegesen adott valés szam, akkor

lim (1 + g) =e®
r—+oo x

lim 3z +5\"
z—+oo \ 3 + 2

Ezen észrevételek alapjan allitsuk els a

hatéarértéket.

Utmutatds. Végezziik el a kovetkezs atalakitast:

(3a:+5)$ B (1+ 57/3)36

3z +2 _(1+2T/Z’)>£

ahol mind a szamlalot, mind a nevez6t elosztottuk 3z-el. A fenti észrevételek alapjan a szamlélé hatar-

értéke €73, mig a nevezéé €%/3. A ketts hanyadosat véve azt kapjuk, hogy
I 3z +5 2_65/3_
x—lr-l{loo 3z + 2 _62/3_6
29. Feladat

Adjuk meg mindazon a és b paramétereket, amelyekre az alabbi f fiiggvény folytonos:

bsinz
Tox ha:L'<0

fx)=< b—a haz=0
%—l—b ha x>0

Utmutatds. Vilagos, hogy az f fiiggvény folytonos az x # 0 helyeken. Az z = 0 pontbeli folytonossaghoz
az kell, hogy a fliggvénynek itt legyen hatarértéke, és az megegyezzen az f(0) helyettesitési értékkel.

A fiiggvénynek az x = 0 pontban léteznek az egyoldali hatarértékei. Nevezetesen a bal oldali:

. . bsinz b
Jm @)= w = =3
illetve a jobb oldali:
. . 1 —cosx 1
S flo) = g e+ b=bt g

Hatarérték akkor és csak akkor létezik, ha az egyoldali hatarértékek megegyeznek, azaz:

amelynek egyetlen megoldasa b = —1. Ekkor a fiiggvény hatarértéke az = = 0 helyen

lim f(z)= lim f(z) = lim f(z) = 1

z—0— z—0+ z—0 2
FIGYELEM!
A hatarérték létezésének semmi koze az f(0) helyettesitési értékhez!

A fiiggvény akkor és csak akkor folytonos az x = 0 pontban, ha a helyettesitési értéke megegyezik a
hatarértékével, azaz

. 1
JO) =b-a=-1-a=lm f(z) =7

ahonnan a = —1/2 adoédik.



30. Feladat

Hatarozzuk meg a kovetkezd hatarértéket:

lim (Va2 +2—x)

T—00

Utmutatds. A killonbség mindkét tagja végtelenhez tart, ezért végezziik el a kovetkezs atalakitast:

. — = < —
V2 4+24+z Va4 2+x Vzi+24z 2%

Innen a Rendér-elv alapjan mar latjuk, hogy a hatarérték nulla, azaz

lim (Va?2+2—x)=0

T—00

Va2 +2 2492 g2 2 2
(\/m—x) rv+ 24+ x° 4+ x

1
T

Figyelem! Teljesen analdg feladatot oldottunk meg sorozatokra! Tessék ellenérizni!

31. Feladat
Allitsuk el6 a kovetkezo fiiggveny derivaltjat:

F(z) = (22 — 62> + 120 — 8)°
Utmutatds. Vezessiik be az
fly)=4% eés g(x) =22 — 622 +122 -8
jeloléseket, akkor az F fliggvény a F' = f o g alakban irhaté. Tehat a Lancszabaly szerint:

F'(z) = f'(9(2)) - ¢'(z) = 8 (22° — 62° + 122 — 8)7 - (627 — 122+ 12)

32. Feladat

Keressiik meg az alabbi fiiggvény derivaltjat:

22 —5x+6>6

F(m):< 37+ 7

Utmutatds. Hasznaljuk most a kovetkezs jeloléseket:

222 -5z +6

fy)=y° e g(a) 217

akkor lathato, hogy F' = f o g. Innen a Lancszabdly, és a hanyados derivalasi szabdlya szerint:

2302—590—1-6)5 (42 —5)(3x +7) — (22 — 52 +6) - 3

F(z) =6 ( 3z +7 Bz + 7)2

Ez utobbi kifejezést még egyszertibb alakra hozhatjuk.

33. Feladat
Hatarozzuk meg a kovetkezd szorzat derivaltjat:

F(z) = B3z —T7)% (52 +1)°

Utmutatds. A hatvanyok derivalasanal ugyantgy jarunk el, mint az el6z6 feladatokban. Ezen tul meég
hasznéljuk a szorzat derivalasi szabalyat is:

Fl(2) =8Bz —-7)"-3- 52+ 1)+ Bz —7)%-6(52+1)"-5

34. Feladat
Hatérozzuk meg az f(z) = sinz fliggvény derivaltjat egy tetszéleges = € R pontban.



Utmutatds. Az eléadason mar lattuk, hogy f differencialhaté az 2 = 0 pontban, és f/(0) = 1. Irjuk fel
most az f kiilonbségi hinyadosat egy tetszéleges x pontban:

flx+h)— f(x)  sin(x+h)—sinz sinzcosh+cosxsinh —sinx
h B h B h
. cosh—1 sin h
= sinz

az addicios képlet alapjan. Itt a méasodik sor els§ tagjaban

cosh—1 cosh—l_ 1

h,l—r% h :ilngBh h2 _0'(_5):0
mig a mésodik tagban
I sinh 1
o h

Tehat a kiilonbségi hdnyados hatarértékére az adodik, hogy
fl+h) - f(z)
h

lim =0-sinx+1-cosz

h—0

azaz f'(x) = cosz.

35. Feladat
Allitsuk el6 az f(x) = cosx fiiggvény derivéltfiiggényét!

Utmutatds. Mivel f(x) = cosa = sin(x + 7/2), azért a Lancszabély alapjan:

f'(x) = cos(z + g) 1= —sinx

36. Feladat

Hatarozzuk meg a tangens fiiggvény, f(z) = tana derivaltjat!
Utmutatds. Vilagos, hogy

f(Jc):tanJ::w ahol x#z—kkﬂ, kelZ
cos T 2

Tehat hasznaljuk a hanyados derivalasi szabalyat az értelmezési tartomany pontjaiban:

cos? x +sin? z 1

f'@) = =

cos? x cos? x

37. Feladat

Tekintsiik az
f(z) = (1 +sin®z)(1 + cos® z)

fliggvényt, és adjuk meg a derivaltjat.

Utmutatds. Hasznaljuk a szorzat derivalasi szabalyat, a négyzetes trigonometrikus fiiggvényeknél pedig
a Lancszabalyt. Akkor azt kapjuk, hogy

f'(x) = 2sinz cosz(1 + cos? z) — (1 4 sinx) - 2 - cosxsinz
A kétszeres szogek szogfiiggvényeit hasznalva ezt egyszeriibb alakban is felirhatjuk:

2

1
f'(x) = sin 2z - (cos® x — sin”® x) = sin 2z - cos 2x = B sin 4x

FIGYELEM!

Trigonometrikus fiiggvények derivalasanal nagyon sokféle alaka eredményre juthatunk attol fiiggGen, hogy
a derivalast hogyan végeztiik el. Persze ha jol szdmoltunk, ezek azonosak.



Példaul a fenti fiiggvény esetében végezziik el elGszor a kijelolt szorzast, majd ezutén allitsuk elS a kapott
szorzat derivaltjat. Helyes szamolassal ugyanerre az eredményre jutunk.

38. Feladat
Vizsgaljuk meg, hogy differencialhaté-e az alabbi fiiggvény az x = 0 pontban:

f(z) =|z|-sinz

Utmutatds. Irjuk fel a kiilonbségi hanyadost az = = 0 pontban:

f(0—|—h)—f(0)_|h~sinh:{ sin h ha h >0

h o h —sinh hah<0

Konnyen lathaté, hogy itt mind a bal oldali hatarérték, mind a jobb oldali 0, tehat a kiilonbségi hanya-
dosnak a 0 pontban létezik hatarértéke. Ezért a fiiggvény az x = 0 pontban differencidlhatd, és derivaltja
f(0)=0.

FIGYELEM!

Az f fiiggvény differencidlhatosagara a szorzat derivalasi szabélya alapjén nem lehet kovetkeztetni, hiszen
az els6 tényezd nem differencidlhat6 az x = 0 pontban!

39. Feladat

Hatarozzuk meg az ismeretlen a paraméter értékét ugy, hogy az
f(z) =2z + ax?

fiiggvény grafikonjahoz az x = 1 pontban huzott értinté dtmenjen a P(3,20) koordinatajd ponton.

Utmutatds. Az = = 1 pontban a fiiggvényérték f(1) = 2 + a. Masrészt a fiiggvény derivaltja
f'(z) =2+ 3ax?

és ennek az x = 1 helyen felvettértéke f'(1) = 2 + 3a, ez lesz az érint6 meredeksége. Tehat az z = 1
pontban huzott érinté egyenlete
y=02+3a)(z—-1)+2+a

Az érint§ akkor megy 4t a P(3,20) ponton, ha a P pont koordinatai kielégitik az érints egyenletét. Tehat
a koordinatakat behelyettesitve a kivetkezd egyenlethez jutunk:

20=(243a)3—-1)+2+a=06+T7a

amelynek egyetlen megoldédsa a = 2.

40. Feladat

Tekintsiik a kovetkezs fiiggvényt:
¥ bx? 3w 1

fo=%-""T%3"n

Allapitsuk meg, hogy a fiiggvény grafikonjanak melyik pontjaban htizott érinté lesz meréleges az y = 22+9
egyenesre!

Utmutatds. Legyen az ismeretlen pont a fiiggvény grafikonjan a P(a, f(a)) pont. Ebben a pontban htzott
érint6 meredeksége
a> ba 3

fa=%-5"5

Két egyenes merdlegességének feltétele, hogy a meredekségeik egymas negativ reciprokai legyenek, azaz

a®> ba 3_ 1
2

PR
Ezt egyszertbb alakra hozva az
a’> —5a+4=0

mésodfoku egyenlethez jutunk, amelynek két megoldasa van: a; = 1 és ap = 4. Tehat a grafikonon két
ilyen tulajdonsagu pont van: P;(1,1/2), illetve Pa(4,—41/12).



41. Feladat
Keressiik meg az

F(z) =Inv1+2?

fliggvény derivaltfiiggvényét.

Utmutatds. Ellencrizziik, hogy a fiiggvény az egész szamegyenesen definidlva van (és ott nemnegativ).
Vegyiik észre, hogy F harom fiiggvény kompozicidjaként allithat6 eld: sorrendben az 1422, a négyzetgyok
és a logaritmus. A Lancszabéalyt alkalmazva:
1 1 x
— . Q1 = —
Vi+22 2V1+ 22 1+z

F'(z)
A derivaltat elgallithattuk volna egyszertibben, a kovetkezd azonossag alapjan is:

1
F(z)=Inv1+a2?2= an(l—l—mQ)
Ellenérizziik, hogy azonos eredményre jutunk.

42. Feladat

Hatarozzuk meg a kovetkezs szorzat derivaltjat:
F(z) = (2% + 3z)e> ™"

Utmutatds. Hasznaljuk a szorzat derivalasi szabalyat, és kozben vegyiik figyelembe, hogy a mésodik
tényezd derivalasanél a Lancszabélyt kell alkalmazni:

F'(x) = (2x + 3)62“"7# + (2% 4 32)(2 - 21‘)6217@2 = (—22% — 42® + 8z + 3)62”‘/’712

43. Feladat

Vajon hogyan kaphatjuk meg az
Fz)=2" >0

fiiggvény derivaltjat?

Utmutatds. Gondoljuk meg, hogy ebben az esetben sem a hatvanyfiiggvények, sem az exponenciélis
fliggvény derivalési szabalyat nem tudjuk kozvetleniil alkalmazni. Ezért igy jarunk el:

F(z)=2" = (eln“")m =T >0
Ekkor méar alkalmazhatjuk a Lancszabalyt:
F'(z) =e"™% . (Inz 4+ 1) = 2°(Inz + 1)

ahol a kitevs derivalasanal a szorzat derivalasi szabalyat alkalmaztuk. Altalaban hasonloan jarunk el az
olyan hatvanyok derivalasanal, ahol az alap és a kitevs is az x fiiggvénye.

44. Feladat

Az el6z6 feladat modszerét kovetve keressiik az

fliggvény derivaltjat.

Utmutatds. Az eléz6ekhez hasonloan irjuk at a fiiggvényt a kovetkezs alakba:
F(z) = (elnz>1/x —eilnz o

Ekkor a derivaltat a fentihez hasonlé médon szamolva:

1 1
F’(x):ewh”-( —lnx):{/i-z-(l—lnx)

22 2 T



45. Feladat

Vizsgéluk meg, hogy differencidlhaté-e az
f(z) = ze

fliggvény az x = 0 pontban.

Utmutatds. Irjuk fel a fiiggvény kiilonbségi hanyadosat az 2 = 0 pontban:

f(h)—f(0) [ eh hah>0
h 1 et ha h <0

Ennek a kifejezésnek léteznek az egyoldali hatarértékei, és mind jobb, mind a bal oldali hatarérték 1.
Tehat a fliggvény differencialhato a 0 pontban, és f/(0) = 1.
Ennek alapjan azt mondhatjuk, hogy a fliggvény mindeniitt differencialhaté, és a derivaltja

(1—2)e ® haz>0
(1+xz)e” ha z <0

FIGYELEM! Ezt a legutébbi formulat csak azutan irhatjuk fel, hogy elvégeztiik a differencidlhatosag
vizsgalatat az x = 0 helyen! A Lancszabaly alapjan a fiiggvény differencidlhatésigara nem lehet kévet-
keztetni, hiszen a kitev$ az x = 0 pontban nem differencialhato!

46. Feladat

Az f(x) = sinz fiiggvény nem kolcsondsen egyértelmd, igy nem létezik inverze sem. Ha azonban az
értelmezési tartomanyt leszikitjiik a [—m /2, 7/2] intervallumra, akkor azon a fiiggvény mar kolcsondsen
egyértelmi (és értékkészlete a [—1, 1] intervallum), igy van inverze is. Ezt az inverz fiiggvényt "arkusz
szinusz" fliggvénynek nevezziik, jelolése:

1 (y) = arcsiny

FIGYELEM! Készitsiik el a grafikonjat!

Legyen most y a [—1,1] intervallum valamely bels6 pontja, és ott hatarozzuk meg az inverz fuggvény
derivaltjat! Jelentse x € [—7/2,m/2] azt a pontot, amelyre y = sinz. Mivel y bels6 pont volt, azért x
is a [-m/2,7/2] intervallum bels§ pontja lesz. Ezen belsd pontok esetében f'(x) = cosx # 0. Tehat
alkalmazhatjuk az inverz fliggvény differencidlhatdosagi tételét:

1 I 1 B 1
f'(x)  cosw \/1 —sin’z \/1 —y?

hiszen az egész (—m/2,7/2) nyilt intervallumon cosz > 0. Tehat y helyett az x jelolésre térve

1

(F1) (@)= i

ahol —1 <z < 1.

47. Feladat

Az f(z) = cosz fiiggvény nem kolcsondsen egyértelmt, igy nem létezik inverze sem. Ha azonban az értel-
mezési tartomanyt lesztikitjiik a [0, 7] intervallumra, akkor azon a fiiggvény méar kolcsénosen egyértelm
(és értékkeszlete a [—1,1] intervallum), igy van inverze is. Ezt az inverz fiiggvényt "arkusz koszinusz"
fiiggvénynek nevezziik, jelolése:

f~Y(y) = arccosy
FIGYELEM! Készitsiik el a grafikonjat!

Legyen most y a [—1,1] intervallum valamely bels6 pontja, és ott hatarozzuk meg az inverz figgvény
derivaltjat! Jelentse z € [0, 7] azt a pontot, amelyre y = cosz. Mivel y bels6 pont volt, azért x is a [0, 7]
intervallum belsd pontja lesz. Ezen bels§ pontok esetében f/(x) = —sinz # 0. Tehét alkalmazhatjuk az
inverz fiiggvény differencialhatosagi tételét:

1 1 1 1

—1\/ _ _ [ = —
U == e = Viceds ~ iy




hiszen az egész (0, ) nyilt intervallumon sinx > 0. Tehét y helyett az x jelolésre térve

1

(f 1) (@)= NV

ahol —1 <z < 1.

FIGYELEM! Erdekes dolog észrevenni, hogy az arcsin x és arccos z fiiggvények derivaltjai egymas nega-
tivjai, azaz az Osszegiik derivéltja nulla.

Ez nem megleps annak fényében, hogy barmely x esetén
cosx = sin(z — )
2
Ha tehat valamely y € (—1,1) pontra x € (0,7) olyan hely, amelyre
Yy =cosx = sin(g —x)
akkor az inverz fiiggvényekre azt kapjuk, hogy
. 7T .
x = arccosy valamint 5 — % = arcsiny
A két egyenlGséget Osszeadva az adodik, hogy
. m
arccosy + arcsiny = 3
azaz a két fiiggvény osszege allando (konstans). Tehat a derivaltja nulla.

48. Feladat

Az el6z6 két feladathoz hasonloan most vizsgaljuk meg az f(z) = tanx tangens fliggvényt. Ez szintén
nem invertalhato, de ha az értelmezési tartomanyat lesztkitjik a (—/2,7/2) nyilt intervallumra, akkor
ott méar kolcsondsen egyértelmi fiiggvényt kapunk (amelynek értékkészlete a (—oo,00) szamegyenes).
Ennek inverzét nevezziik "arkusz tangens" fiiggvénynek, jelolése:

f~Y(y) = arctany

és ennek értelmezési tartomanya a (—oo, 00) szamegyenes.
FIGYELEM! Készitsiink abrat!
Emlékezziink vissza, hogy a tangens fiiggvény derivéltja

1
!/
= 0
Flo)= o, 7
a (—m/2,7/2) nyilt intervallumban, tehéat alkalmazhatjuk az inverz differencialhatoségi tételét. Eszerint
1 1 1
() ) = f(x) T Ttan’z 1+ y?

barmely y € (—o0, 00) pontban.

49. Feladat

Hatarozzuk meg az aldbbi hatarértéket:

CoVA+ 22 =2
lim —————

z—0 1 —cosz

Utmutatds. A hatarérték helyén a tort 0/0 alaku, alkalmazzuk a L'Hopital-szabalyt

A4 x2 -2 . x/VA+a?
lim ——— = lim ——
z—0 1 —cosx z—0 sinx

amely még mindig 0/0 alaka. Alkalmazzuk masodszor is a L’Hopital-szabalyt:

\/4+m2—z2/\/4+z2
. x/V4+ 2? B wrive: S
lim /7 - lim —44=*
z—0 S x x—0 COS T



Ez utobbi hatarértékben a szamlalo hatarértéke 1/2, mig a nevezéé 1, tehat

. Va4 zZ -2 1
im-— = —
z—0 1 —cosz 2

50. Feladat
A L’Hopital-szabély segitségével éllitsuk el a kovetkezs hatarértéket:

lim zlnz
x—0+

Utmutatds. Irjuk at a kifejezést hanyados alakba, és tigy hasznaljuk a L’Hopital-szabélyt:

Inz . 1/x

li lnz= lim — = Bt ) —
A= e 1 = Sy = AR =0
51. Feladat
Hatarozzuk meg az alabbi hatarértéket:
lim z%e™®
T—00

Utmutatds. A L'Hopital-szabaly alkalmazasahoz irjuk fel a kifejezést tort alakban, utana kétszer egymas
utén alkalmazzuk a L’Hopital-szabalyt:

2
. _ .z . 2x . 2
lim 2?7 = lim — = lim — = lim — =0
T—00 r—o00 ¥ r—o00 et r—o00 el

Az eljarasbol azt latjuk, hogy nem csak négyzetes szorzdval, hanem az z akdrmilyen hatvanyéval ezt a
hatarértéket kapjuk, hiszen a szadmlalot elegend&en sokszor derivilva a hatvany eltiinik, mig a nevez&ben
mindegyik lépésben e” marad. Tehat barmely n természetes szamra

lim z"e ™ =0
Tr—r 00

Ezt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy e* "gyorsabban tart végtelenhez", mint az x barmelyik hatvanya.

52. Feladat

Vajon hogyan kellene értelmezni a 0° hatvanyt? Mondhatnank, hogy 0, hiszen a 0 barmely hatvanya 0.
De azt is mondhatnank, hogy 1, hiszen "barmilyen szam 0-ik hatvanya 1". Vajon melyik lenne ésszerd?

Ugy képzeljiik, hogy akkor dontenénk jol, ha tigy valasztanank, hogy az

fz) = a®

fliggvény jobbrol folytonos legyen az x = 0 helyen, azaz ne legyen benne "ugras". Balrél nem lehet, mert
ott nincs is értelmezve, gondoljuk meg!

Hatarozzuk meg tehat az f jobb oldali hatarértékét az = = 0 helyen.

lim 2% = lim e*™% =1
x—0+ x—0+

hiszen a kitevd hatarértéke 0 (lasd a korabbi feladatunkat)!

FIGYELEM! TItt felhasznédltuk az e® fliggvény folytonossagat a 0 pontban, amit egyébként jol tudunk,
hiszen ott még differencialhato is.

Tehéat a j6 valasztas az 1.

53. Feladat
Van-e olyan olyan a € [2,3] pont, hogy az f(z) = 2% — 2 — 1 + (2® — 52 + 6) Inx fiiggvényre f'(a) = 47

Utmutatds. Probaljuk meg az

1
f’(w):2x—1+(2x—5)lnx+;(x2—590—1—6):4



egyenlet megoldasat keresni a [2, 3] intervallumban, ami az egyenlet megoldasaval nyilvanvaloan lehetetlen.
Ezt az egyenletet algebrai atalakitasokkal nem lehet megoldani.

Ha azonban azt vizsgéaljuk, hogy f(2) = 1 tovabba f(3) = 5, akkor a Lagrange-féle kozépérték-tétel
szerint talalhato olyan a € [2, 3] pont, amelyre

fB3) - f(2)

== f()

Tehat az egyenletnek létezik megoldéasa a [2, 3] intervallumban.
FIGYELEM!

Eljarhattunk volna a kovetkezd mddon is. Vizsgéljuk meg a derivéltfiiggvényt az intervallum végpontja-
iban. Azt talaljuk, hogy

f(2)=3-In2<4 tovabba f'(3)=5+1In3 >4
Mivel a derivaltfiiggvény folytonos a pozitiv félegyenesen, azért a Bolzano-tétel szerint létezik olyan
a € [2,3] pont, amelyre f'(a) = 4.
54. Feladat
Vizsgéaljuk meg, hogy milyen intervallumokon monoton az
fla) = e

és keressiik meg a szélsGértékeit is (ha vannak).

Utmutatds. Hatarozzuk meg a fiiggvény derivaltjat:
fl(x) =22e ™ — 2% " = (20 — 2%)e™®

Vilagos, hogy a fiiggvénynek két kritikus pontja van: x1 = 0 és 9 = 2. A derivalt elGjelének vizsgalata
alapjan a kovetkezot allithatjuk:

e ha —co < z <0, akkor f/(z) < 0, ezért itt f szigortian monoton fogyd,
e ha 0 <z <2, akkor f'(x) > 0, ezért itt f szigorian monoton noéve,

e ha 2 <z < 400, akkor f'(x) < 0, ezért itt f szigortan monoton fogyo.
Lathatjuk, hogy a derivalt mindkét kritikus pontban elGjelet valt, ezért az alabbi eredményre jutunk:

e az x1; = 0 pontban az f fliggvénynek (globalis) minimumhelye van,

e az zo = 2 pontban az f fliggvénynek lokalis maximumbhelye van.

Konnyen lathato, hogy az zo = 2 maximumhely csak lokalis és nem globéalis. Ugyanis a fiiggvény feliilrél

nem korlatos, hiszen

lim z2e”®
Tr—r — 00

= 400
A L’Hopital-szabély alapjan egyébként azt is lathatjuk, hogy
lim z%e =0
r——+00

Lasd a korabbi gyakorlatokat.

55. Feladat

Hatarozzuk meg az el6z6 feladatban szerepld fiiggvény konvex és konkav szakaszait, és keressiik meg az
inflexi6s pontokat.

Utmutatds. Elészor allitsuk el6 a fiiggvény masodik derivaltjat:
f(x)=(2—-2x)e™® — 2z —2%)e™ = (2? — 4o+ 2)e™”

A masodik derivalt zérushelyei:
x1:27\@ és x2:2+\@

Tehat a mésodik derivalt elGjelének vizsgalata alapjan a kdvetkezé megallapitast tehetjiik:



e ha —0o <z < 2— /2, akkor f”(x) > 0, ezért itt f konvex,
e ha2— 2 <2 <242, akkor f(x) < 0, ezért itt f konkav,

e ha 2+ /2 < 2 < 400, akkor f”(x) > 0, ezért itt f konvex.

Tehat f” mind az x1, mind az x5 zérushelyeken elGjelet valt, tehat mindketts az f inflexios pontja.
FIGYELEM! A fiiggvény grafikonjét lasd a Figures.pdf file-ban!
56. Feladat
Tekintsiik az ismeretlen a paraméterrel megadott
f(z)=2az+Inz x>0

fiiggvényt. Hatarozzuk meg az a paraméter értékét ugy, hogy a fiiggvénynek az x = 1/2 pontban lokélis
maximuma legyen.

Utmutatds. A fiiggvény derivaltja
, 1
f/@) =20+
x

A lokalis maximumbhelyen a derivalt nulla, tehat az @ = 1/2 helyen sziikségképpen

204+2=0
Innen a = —1 adodik. Ezzel nem vagyunk készen, hiszen ellenérizni kell, hogy val6éban maximumbhelyet
kaptunk-e. Mivel a mésodik derivalt
1
f'(@) = 2
és ez mindenhol negativ, ezért a kritikus pont valéban maximumhely, és a = —1 az egyetlen helyes

megoldés.

57. Feladat
Hatarozzuk meg, hogy milyen intervallumokon monoton a kovetkezé fliggvény:
x

Keressiik meg a szélsGértékeket is (ha vannak).

Utmutatds. Allitsuk el a derivaltat:

f,(x)_l—i—a:?’—?)x?’_ 1—223
T (1+4%? (14482

Koénnyen lathaté, hogy a nevezs pozitiv, ezért a derivalt elGjelét a szamlalé hatérozza meg. Ezt a
kovetkezGképpen foglalhatjuk Gssze:

e ha —oco < 2 < —1, akkor f/(z) > 0, ezért itt f szigortan monoton névg
e ha —1 <z < 1/V/2, akkor f'(x) > 0, ezért itt f szigorian monoton novés

e ha 1/V/2 < x < 0o, akkor f’(x) < 0, ezért itt f szigortan monoton fogyo

Mivel a derivalt az = 1/+/2 kritikus pontban elSjelet valt, azért ott a fiiggvénynek lokalis maximum
pontja van.

FIGYELEM! Az 2 = 1/+/2 pontban a maximum csak lokélis, de nem globélis! Valéban, az 2 = —1
pontban a fliggvény nincs értelmezve, viszont az egyoldali hatarértékei:

im —0 =400 és lim —
1m = 0 1m = —
z——1+ 1+ 23

ennélfogva a fiiggvény sem alulrél, sem feliilr§l nem korléatos.

FIGYELEM! Jollehet az f fiiggvény egyarant szigorian monoton ndvé a (—oo,—1) és a (—1,1/3/2)
intervallumokon, ez nem jelenti azt, hogy f szigortian monoton névs lenne a —oo, 1/4/2) intervallumon,
hiszen kézben az x = —1 pontban nincs is értelmezve! Léasd az el6z6 megjegyzést!



58. Feladat

Keressiik meg az el6z6 fiiggvény konvex és konkav szakaszait, valamint inflexiés pontjait.

Utmutatds. Allitsuk el a masodik derivaltat 2 # —1 mellett:

 —622(142°)? — (1 —22%) - 2(1 +2°) - 32®  622(a® —2)

1) (L+ 293 = Aoy

A masodik derivaltnak két zérushelye van: 21 = 0 és 2o = /2. Az elGjelek a kovetkezdek:
e ha —oco <z < —1, akkor f”(x) > 0, ezért itt f konvex,
e ha —1 <z <0, akkor f”(z) < 0, ezért itt f konkav,
e ha 0 <z < /2, akkor f(z) < 0, ezért itt f konkav,
e ha V/2 < x < +oo0, akkor f”(x) > 0, ezért itt f konvex.

Ennek megfelelen azt mondhatjuk, hogy az x1 = 0 pontban a masodik derivilt nem valt elGjelet, ezért
ez nem inflexiés pont. Az x5 = /2 pontban azonban f” elgjelet valt, ezért ez inflexiés pont.

FIGYELEM!

Vajon mondhatjuk-e, hogy a fiiggvény az egész —1 < z < /2 intervallumon konkav? Lasd az el6z6
feladat megjegyzését, ahol hasonlé kérdésre NEM volt a vélasz.

Itt azonban a valasz IGEN, hiszen a fiiggvény az egész intervallumon folytonos, az egész intervallumban
teljesiil, hogy f”(z) < 0.
A fliggvény abrajat lasd a Figures.pdf file-ban!

59. Feladat

Tekintsiik az ismeretlen a paraméterrel megadott
f(x)=2az+Inz x>0

fiiggvényt. Hatarozzuk meg az a paraméter értékét ugy, hogy a fiiggvény a (0,1) nyilt intervallumon
monoton fogyo legyen!

Utmutatds. A fiiggvény derivaltja
f'(z) =2a+ .
N x

Olyan a paramétert keresiink, amelyre f monoton fogyo6 a (0,1) nyilt intervallumon, azaz
, 1
fl(x)=2a+—-<0
x

minden 0 < x < 1 pontban. Ha x elegenden kozel van a 0 ponthoz, akkor akdrmilyen nagy pozitiv
értéket felvehet, azaz a derivalt barmilyen a paraméter mellett biztosan pozitiv lesz a 0 ponthoz elég
kozel. Ezért ilyen a paraméter nem létezik.

60. Feladat

Vizsgéljuk meg az
2

f(z) =ze™™

fliggvényt, és keressiik meg a szélsGértékeit.

Utmutatds. Trjuk fel a fiiggvény derivaltjat:
Fla)=e® —22% " = (1-222)e

Azt lathatjuk, hogy a fliggvénynek két kritikus pontja van

1 1
r1 = ——F7= €S To=—F

V2 V2

A derivalt elGjelét megvizsgalva a kovetkezd eredményre jutunk:



e ha —0o <z < —1/v/2, akkor f'(z) < 0, ezért f szigortian monoton fogyo,
e ha —1/v/2 < 1/4/2, akkor f’(z) > 0, ezért f szigortian monoton novs,
e ha 1/v/2 < 2 < 400, akkor f'(z) < 0, ezért f szigorian monoton fogyo.
Tehat azt lathatjuk, hogy 1 minimumhely, zo pedig maximumbhely, rdadasul mindkets globalis!

FIGYELEM!

Ugy is eljarhattunk volna, hogy felismerjiik, hogy f paratlan fiiggvény, azaz szimmetrikus az origora.
Tessék ellendrizni, konnyt!

Tehat ha a figyelmiimket csak a pozitiv félegyenesre koncentraljuk, akkor ami ott (globalis) maximumhely,
annak negativja a mésik oldalon (globalis) minimumbhely. Tessék atgondolni!

61. Feladat
Képzeljiik el, hogy vizsgaljuk az

15 \[27 \3/§7 \4/117 cee (1/77"
szamokat. Vajon melyik koziiliik a legnagyobb?

Egyaltalan korrekt kérdés ez? Végtelen sok szam kozott nem biztos, hogy van legnagyobb!

Utmutatds. Tekintsiik az
an = Un

sorozatot. Ekkor egyrészt a; = 1, méasrészt egy korabbi gyakorlatunk alapjan tudjuk, hogy

lim a, =1
n—oo

Ez ut6bbi hatarérték alapjan azt mondhatjuk, hogy biztosan van olyan N index, amelyt6l kezdve pl.
1<a, <1+0.01

ha n > N. Tehat a sorozat elemei kdzott biztosan van legnagyobb, hiszen azt a sorozat els6 N eleme
koziil kell kivalasztani. Ez azt jelenti, hogy a feladat kérdése korrekt.

Térjiink ré a legnagyobb elem kivalasztasara. Ehhez vizsgaljuk a kovetkezé fliggvényt a pozitiv félegye-
nesen:

f@)y=z"* 2>0

amely az egész értékii helyeken éppen a sorozat elemeit veszi fel. Mivel
f(.’L') _ xl/az — elnac/m

azért a Lancszabély szerint

1 1
f/(l‘) = < - x211’11’> eh””/z — ﬁ(l 71nx)elnz/z

Vilagos, hogy az egyetlen kritikus pont az x = e. Mivel az els6 és utolso tényezd mindig pozitiv, azért
azt is lathatjuk, hogy

e ha 0 < x < e, akkor f'(x) > 0, ezért f szigortian monoton névs,

e ha e <z < +o0, akkor f/(x) < 0, ezért f szigorian monoton fogyo.

Tehat az f fliggvény a globalis maximumat az x = e pontban veszi fel. Mivel e ~ 2, 7182..., azért az
a, sorozat legnagyobb elemét csak n = 2 vagy n = 3 esetén kaphatjuk. Ezt Ggy dontjiik el, hogy a két
elemet Osszehasonlitjuk. Mivel

V2 < V3

azért a sorozat legnagyobb elemét n = 3 esetén kapjuk.

62. Feladat

Hatarozzuk meg a koévetkezd integralt az x > —2 intervallumon:

/(3962 —433—1—\/33—1—2) dx



Utmutatds. Tagonkeént integralunk:
2
/(3x2 —dr+Vr+2) de=2" —2x2+§(m+2)3/2+0
Figyeljiink arra, hogy a gyokvonas egykettedik hatvanyt jelent.

63. Feladat
Allitsuk el6 a kovetkezs hatarozatlan integralt:

/ sin 2z dx

Utmutatas. Vegyilk észre, hogy sin2z = 2sinzcosx éppen a sinz derivaltja (hasznéljuk a Lanc-
szabalyt!), ezért
/sin2xdx =sin?z + C

Masodik megoldas. Ugy is eljarhatunk, hogy

2 !
(—COS2 x) = sin 2z

2
/sin2;vdx: —COS2 v +C

ezért

FIGYELEM!

Két kiilonbozs eljarast alkalmaztunk, vajon melyik vezetett helyes eredményre? Vélasz: mindketts. A
két eredmény ugyanis csak egy konstansban kiilonbozik egymastol:

cos 2x 1 .5

= —sin

2 2

1 1 1
J;—§c032x:sin2x—§(sin2x+c032m) :sinzx—§

64. Feladat
Hatarozzuk meg a kovetkezd integralt:

1
5
/iwdx
0 1+JL'2

Utmutatds. Irjuk fel az integralt az alabbi médon:

1 1
5% 5 2z
O ge=2 ) 2y
/O 1+22 % 2/0 1+2 %

Az utobbi integralban a szamlalo éppen a nevezd derivaltja. Ilyenkor az integral mogotti tort éppen a
nevezd logaritmusanak derivéltja, azaz

2z
In(1 2)) = =
( n( +tz )) 1 + 1:2
Ellendrzésképpen itt is hasznaljuk a Lanc-szabalyt! Innen a Newton-Leibniz formula szerint

1
5z 5 sl B

FIGYELEM!

A fenti eljaras minden olyan esetben alkalmazhat6, amikor az integralas intervalluméan f(z) > 0, és az
integralando fliggvény f'(x)/f(x) alakd. Ilyen esetben a primitiv fiiggvény In f(z). Példaul

. 2 _2 ]
/&dw:_/de:—ln(l+cos2x)+c
1+ cos?x 1+ cos?x



65. Feladat

Az el6z6 feladathoz hasonlo észrevétel alapjan (n # —1 esetén):

/ @) f(wyde = " ;i; L

Ellendrizziik kozvetleniil derivalassal! Tekintsiik példaul a kovetkezs integralt:

/3m(5 + 223 de = 2/237(5 + 233 de = 2(5 + )t 4 C

vagy teljesen hasonléan az aldbbi hatarozott integralban:

2
2 2
22%\/1 + 23 do = 7/ 322V 1+ 23 dx = 3

2 104
0 3 Jo 3

2 4
(1+2%)2] =5(@7-1)= -
{ +a%)¥| =5 )=
a Newton-Leibniz-formula alapjan.

66. Feladat
Hasznaljunk parcialis integralast az alabbi feladatban:

U
/ 2% cosz dx
0

Utmutatds. Vilagos, hogy a megfelel§ szereposztas f'(x) = cosz, illetve g(x) = 22, ekkor
s - s
/ z? cosxdr = [x2 sinx]o — / 2z sinx dr
0 0

Itt a kiintegralt rész nulla. A masodik integralt Gjra parcidlisan integraljuk hasonld szereposztéssal:

™ s

/ 2z sinz dz = [—2x cos z]; —|—/ 2coszdr =27
0 0

mert az utolsé integral nullaval egyenls. Tehat

U
/ 22 cosxdr = =27
0

67. Feladat

Szémitsuk ki a kovetkezd integralt:

1
/ arctan x dx
0

Utmutatds. Ravasz modon hasznaljuk a parcilis integralast az f'(z) = 1 és g(x) = arctanz szereposz-
tassal, igy az arctan x fiiggvényt majd derivélni kell és nem integralni. Tehat

1 1
/ 1-arctanz dx = [xarctanx](l) —/ * 5 dv = T_
0 o 1+ 4

Hasonlo triikkel hatarozhatjuk meg az arcsin x fliggvény primitiv fiiggvényét is:

T 1
[In(1 + 22)], =7 52

1\9\»—*

1-arcsinz dr = rarcsinz — dr = zarcsinaz + 1 —22+C
/ /\/l—x2

a (—1,1) nyilt intervallumban. Az utolsé integralban azt hasznaltuk fel, hogy a
x

Vi-a?

fliggvény éppen a v/1 — 22 derivaltja az adott intervallumban. Ellendrizziik!

Teljesen hasonlé modon szamithatnank ki az arccos z primitiv fiiggvényét. Végezziik el otthon!



68. Feladat

Hasznaljunk helyettesitéses integralast az alabbi feladatban:
/51&3\/2 +t4dt

Utmutatds. Vezessiik be a kovetkezd helyettesitést: = = g(t) = 2 + t*. Ekkor ¢/(t) = 4t3, illetve
f(z) =V, és igy:

5 5
/5t3\/2+t4dt = 1/41&3\/2+1t4dt: z/g'(t)\/g(t)dt
5 5 3/2 5 4\3/2
= - [ Vrdr=-2’2+C=-2+t")"7+C
4 6 6
ahol elvégeztiik a visszahelyettesitést is.

69. Feladat

Tekintsiink most egy helyettesitést hatarozott integralban:

/2 t
[
0 1+Sll’l t

Utmutatds. Az alkalmas helyettesités ebben a feladatban:

r=g(t)=sint ¢'(t)=cost és f(z)=

A helyettesitéses integralt alkalmazva

w/2 cost B w/2 . B /2 g/(t)
/0 LI / d(6)(g(t)) dt = / CACOR

1+ sin?t 1+ g(t)?

1 1
1
/0 f(z)dx = /0 de = [arctanx]é = g

Figyeljiik meg, hogy hogyan véltoztattuk meg a hatarokat!

70. Feladat

Nézziink most egy forditott irdnyu helyettesitést:
1
/ V1 +xdx
0

Utmutatds. Vezessiik be az x = g(t) = t — 1 helyettesitést, ekkor ¢’(t) = 1, tehat
1 2 2 9 9 2
/ x\/1+xd:c:/ (t—l)ﬁdt:/ (t3/27t1/2) dt = *t5/277t3/2
0 1 1 ) 3 1
amelyet a hatarok behelyettesitésével mér kiszamolhatunk. Figyeljiik meg itt is a hatarok megvaltozta-
tasat a helyettesitésnél!

71. Feladat

Hatarozzuk meg az

yo= —2y+2
y(0) = 1

linearis differencidlegyenletre vonatkozo kezdetiérték-feladat megoldasat.

Utmutatds. A megoldasra irjuk fel a Cauchy-formulat:

y(t) = e (1 + /Ot 22 ds) =e (1 + [628]8) =1



Tehat a feladat egyetlen megoldasa az y = 1 konstans fiiggvény.

72. Feladat

Az el6adéson latott gondolatmenetet hasznélva kiterjeszthetjiik a linearis differencidlegyenlet megoldo-
képletét fliggvény egyiitthatok esetére is.

Nevezetesen legyenek a és b folytonos fiiggvények az I intervallumon, és tekintsiik az
Y= alt)y+o(t)
y(to) = o

kezdetiérték-feladatot, ahol ¢y € I és yg € R adottak. Vezessiik be az

Alt) = /t t as) ds

—A(t

jelolést, és szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat az e ) fiiggvennyel. Atrendezve azt kapjuk,

hogy !
y,e_A(t) _ a(t)e_A(t)y — <ye—A(t)> _ b(t)e—A(t)

Mindkét oldalt integrélva, és felhasznalva a kezdeti feltételt, az adodik, hogy

¢
y(t)e™ A — gy = / b(s)e= ) ds

to

hiszen az A fiiggvény a to helyen nulla. Innen az y fiiggvényt kifejezve:

t
y(t) = A <yo —|—/ b(s)e*A(S) ds>
to

Ezt a formulat nevezziik a tovabbiakban (4ltalanosabb) Cauchy-formulanak.

73. Feladat

A Cauchy-formula felhasznalasaval keressiik meg a t > 0 félegyenesen az

y/ %—l—?tQ
y(1) = 2

feladat megoldésat.

Utmutatds. Jelen esetben to = 1, yo = 2, valamint a(t) = 1/t és b(t) = 2t>. Tovabba

‘1
A(t) :/ —ds=1Int
1

S

és ennek megfelelGen

eAlt) = ¢ valamint e~ Al — %

Mindezeket a Cauchy-formuldba behelyettesitve azt kapjuk, hogy

t
Mﬂ:t(2+/1%d0::ﬂﬁ+1%:§+t
1
a pozitiv félegyenesen. Ellendrizziik az eredményiinket derivalassal és kozvetlen behelyettesitéssel is!

74. Feladat
Hatarozzuk meg az

< 1
JAE—
0 1+.’E2

improprius integral értékét.



Utmutatds. Szamoljunk kozvetleniil a definicié alapjan:

b

1

/ —— dz = [arctan x]g = arctanb
o 1+=

Az arkusz tangens hatarértéke b — +oo esetén 7/2, tehéat azt kapjuk, hogy

< 1 0
R
/0 112272

Lévén az integrandus paros fliggvény, innen azonnal adédik a kovetkezs egyenléség is:
o0
1
[
o L+

75. Feladat

Legyen n € N adott természetes szam, és hatarozzuk meg az

improprius integrélt. Figyelem, ezt az integralt az n = 0, n = 1 és n = 2 esetekben az el6adason mar
kiszdmoltuk!

Utmutatds. Az eléadas anyaga alapjan Ip = 1, I; = 1, valamint I, = 2. Legyen most n > 2, és
hasznéljunk parcialis integralast az f'(z) = e™?, illetve g(x) = z™ szereposztéssal. Ekkor

I, = / e " dx = [—x"e_‘”]go + n/ " e dx
0 0

Itt a kiintegralt rész nulla. Gondoljuk meg: az alsé hatdrban 2" lesz nulla, a fels6 hatarban pedig a
I’Hopital-szabdly miatt kapunk nullat. Ugyanakkor a jobb oldalon all6 integral éppen I, 1. Tehat
barmely n természetes szamra

In =n-: In—l

Mivel I; = 1, ez csak ugy leheteséges, hogy I,, = n!.

76. Feladat

Az el6z6 feladathoz hasonléan 4llitsuk most el6 az

oo )\n
I, = / g ey

improprius integralt, ahol A > 0 adott allandé.

Utmutatds. Integraljunk ismét parcialisan, most az f’(z) = 2"~!, valamint g(z) = e~** szereposztassal.

Ekkor
I, = / B R e — x—e*M + 7/ x—)\e”‘“’ dz
o (n—=1)! n=1!|n " Jo

>\n+1 e s}
= / e M dy = Lot
0

n!

hiszen az el6z6 feladathoz teljesen hasonléan a kiintegralt rész nulla. Masrészt n = 1 esetén
o0
I :/ e Mdr =1
0

lasd az el6adés anyagat. Tehat minden n € N természetes szamra I, = 1.
FIGYELEM!
Végezziik el ebben a feladatban a parcialis integralast forditott szereposztéassal is, és ellendrizziik, hogy

akkor is pontosan ehhez az eredményhez jutunk! Megjegyezziik, hogy ezen eredményiinknek komoly
szerepe lesz a valésziniiségszamitasban.



77. Feladat

Vajon konvergens-e az alabbi improprius integral:

/foﬁda:

T + 22

Utmutatds. Felss becslést adunk az integrandusra az [1,00) intervallumon a kévetkezé modon:

Vi _ Vi1

r4+z2 22 32

b b
v dr < Ldx
1 Jf‘f’.fz - 1 I3/2

A jobb oldali integral konvergens ha b — 0o mert a nevezében az z kitevGje 1-nél nagyobb, és az integrél
hatarértéke 2 (lasd az eladas anyagat). Tehat az eredeti feladatunk konvergens, és

/ VT de <2
1

Ekkor tetszéleges b > 1 esetén

T + x?

Teljesen hasonl6 médon talalhatunk alsé becslést is:

Vi VB 1

1
r4+a2 T 22422 2 23/2

~ /z 1 [~ 1
> . — dr =
/1 x + 22 L= 2 ), x3/2 dv =1

Ezt az egyenlGtlenséget a fels§ becsléssel Gsszevetve azt kapjuk, hogy

o0
1§/ ﬁdeSZ
1 +x

T

ha x > 1, és innen

Mdsodik megoldds. Hajtsuk végre az x = g(t) = t* helyettesitést (ahol ¢t > 1). Ekkor ¢'(t) = 2t, és igy
tetszGleges b > 1 mellett

/b VI /”Wdt_Q/““dt
L a2 T era® T 1ve

2 [arctan t]I/E =2 (arctan Vo — %)

(Figyeljiik meg a hatar megvaltoztatasat!) Itt b — oo esetén az arkusz tangens fliggvény hatéarértéke /2.

Tehat az integral konvergens, és
/ VT do = =
1 T+ a2 2
FIGYELEM!

Az els6 eljarasunk a konvergencia bizonyitasara egyszertibb. Héatranya azonban, hogy az improprius
integralra csak becslést ad, és nem a pontos értéket.

78. Feladat

Hatarozzuk meg a

[eS) k
5

> ()

k=1

sor Osszegét!

Utmutatds. A geometriai sorrol tanultak alapjan barmely —1 < z < 1 esetén

= 1
Zxk:l—x

k=0




Mindkét oldalt derivalva az adédik, hogy

= 1
kbt l= —
; (1—2)

(hiszen k = 0 esetén a konstans tag derivaltja nulla). Az z = 5/6 behelyettesitésével

k=1 k=1

79. Feladat

A fentihez hasonlé modszerrel adott —1 < z < 1 mellett allitsuk els a

oo
Skt
k=1

hatvanysor Gsszegfiiggvényét.

Utmutatds. Allitsuk els elGszor a geometriai sor masodik derivaltjat:
- 2

k(k—1)ab 2= ———
Z ( )z 1-2)
k=2

Ez mar majdnem jo, csak a k? szorzo helyett k(k — 1) van, és még z2-el kell szorozni. Az eredeti
hatvanysort a kovetkez6 modon bonthatjuk szét:

i Kz = 22 i k(k—1)z* 2 +x i kak—1
k=1 k=2 k=1

_ o2 2 t 1 B 22+
ST (- (12?2 (1-a)

hiszen k = 1 esetén k% = 1.
FIGYELEM!
Gy6z6djlink meg rola, hogy ez a hatvanysor is konvergens a (—1,1) nyilt intervallumban!

80. Feladat

Hatarozzuk meg a kovetkezd hatvanysor Gsszegfiiggvényét:

+1
!

- k a
= 2 -
fla)=> 2"
k=1
Utmutatds. Emeljiink ki a-et, és irjuk at a sort a kovetkezs alakba:

Tt S (22)F
@) =522 =522

k=1

Ez utébbi szumma majdnem éppen az e?* fiiggvény Taylor-sora. Azonban az dsszegzés k = 1-t6l indul,
tehat a k = 0-hoz tartozo6 tag hidnyzik. Ezt figyelembe véve

T X
f(x):§(€2 —1)
ahol a zarojelen beliil a hianyzo6 tagot levontuk.
81. Feladat
Hatarozzuk meg a
ok

> kg

k=0



hatvanysor Osszegfiiggvényét!

Utmutatds. Végezziik el az egyszertsitést k-val és emeljiink ki z-et:

ok o k-1
Zkﬂ :xz = 1) = e
k=0 k=1

Vegyiik ugyanis észre, hogy az utols6 szumma (az indexelést eggyel el6rébb tolva) éppen az e* fliggvény
Taylor-sora. Ez a sor az egész szdmegyenesen konvergens.

82. Feladat
Allitsuk el6 az f(x) = sinx fiiggvény Taylor-sorat!

Utmutatds. Vilagos, hogy f(0) = 0, masrészt a szinusz fiiggvény paros rendi derivéltjai szinuszosak
porzitiv, vagy negativ elGjellel, ezért a nulla pontban mindegyik nulla, azaz

fe0y=0 k=0,1,2,3,...
A paratlan rendd derivaltak koszinuszosak, nevezetesen
FERFDO) =cos0=1  fORF0) = —cos0=—-1  k=0,1,2,3,...
Tehat a Taylor-sor a kovetkezd alaku lesz:

> LR o

k=0

x> 25 2T

Ellendrizziik, hogy ez a hatvanysor az egész szamegyenesen konvergens!
Az is igazolhat6, hogy ennek a hatvinysornak az Gsszege valoban sin z, nevezetesen

x5 2T

ennek bizonyitisa azonban tilmegy a féléves targyunk keretein.

83. Feladat
Allitsuk el6 az f(x) = cosx fiiggvény Taylor-sorat!

Utmutatds. Vilagos, hogy f(0) = 1, masrészt a koszinusz fiiggvény paratlan rendi derivéltjai szinuszosak
porzitiv, vagy negativ elGjellel, ezért a nulla pontban mindegyik nulla, azaz

fEFDOY=0  k=0,1,2,3,...
A paros rendd derivaltak koszinuszosak, nevezetesen

FER0) =cos0=1 és fAH2D(0)=—-cos0=-1 k=0,1,2,3,...

Tehat a Taylor-sor a kévetkezd alaki lesz:

— P00 p - (EDF
kz:o o= Z(%)!xk

k=0
x2 ‘7)4 "EG
= 1—§+E—a+

Ellenérizziik, hogy ez a hatvanysor az egész szamegyenesen konvergens!

Az is igazolhat, hogy ennek a hatvanysornak az Gsszege valéban cos x, nevezetesen

22 at b

COS$:1_§+I_E+"'

ennek bizonyitdsa azonban tilmegy a féléves targyunk keretein.



84. Feladat

Keressiik meg azt a hatvanysort, amely eléallitja az f(x) = arctan x fliggvényt.

2

Utmutatds. Tekintsiik azt a geometriai sort, amelynek kvociense —xz2, ahol —1 < = < 1. Ilyenkor ez a

sor konvergens, hiszen —1 < —z2? < 0, és az Osszege:

> 1
2\k __
Z(—x) C 1+a?

k=0

Integraljuk mindkét oldalt nullatol z-ig (FIGYELEM! A hatvanysor tagonként integralhatd, ez nem
nyilvanvald!):
o0 p2k+1

v
—1)k = dt = arct
kZ:O( T /0 L4z @ T arcane

Ez a sor konvergens a (—1,1) nyilt intervallumban, ELLENORIZZUK!

Az z = 1 pontban egy valtakozo6 el6jeli sort kapunk. Korabbi (el6adéason is hasznalt) példankhoz teljesen
analég médon megmutathatd, hogy ez a sor is konvergens. Innen adédik a nevezetes azonossag:

R R B B
35 774

hiszen arctanl = 7 /4.

85. Feladat
Adjuk meg az alabbi fiiggvény kritikus pontjait:

flz,y) = 22 —2x +5+y’e Y

Utmutatds. Allitsuk el6 a parcialis derivaltakat, és vizsgaljuk az igy létrejové egyenletrendszert:

of
g = 2ye ¥ — y2€—y =0
dy

Az egyenletrendszer megoldasai x = 1, valamint y = 0 illetve y = 2. Tehéat a fiiggvénynek két kritikus
pontja van, és ezek a P(1,0) és a (1, 2) pontok.

Nem nehéz belatni, hogy a P(1,0) pont a fliggvény minimumbhelye, hiszen 2 = 1 a csak z-t8l fiiggs rész
globalis minimumbhelye, tovabba y = 0 a csak y-t6l fliggs rész globélis minimumhelye. Ezért barmely

(z,y) # (1,0) pontban
f(z,y) > £(1,0)

Ugyanakkor a Q(1,2) nem szélsGértékhely. Ha ugyanis valamely z # 1 koordinatat tekintiink, akkor
f(z,2) > f(1,2), masrészt ha valamely y # 2 koordinatat néziink pl. az [1,3] intervallumban, akkor
pedig f(1,y) < f(1,2). Tehat Q(1,2) nem lehet sem lokalis minimumhely, sem lokalis maximumbhely.

86. Feladat
Legyen az aldbbiakban

flz,y)=v1+22+2y2 ahol z=gi(t)=te " & y=go(t)=e*

és a Lancszabély segitségével adjuk meg az F(t) = f(g1(t), g2(t)) fliggvény derivaltjat.

Utmutatds. Allitsuk el6 az f parcialis derivaltjait:

of T . of 2y

R és e
dx /1 + a2 +2y2 Ay 1+ a2+ 242

Ezek utan adjuk meg a g; és go fliggvények derivaltjait:

Gt)=00—te" & gy(t) = -2



Tehat a Lancszabaly alapjan:

PO = P 00)50) + 5 (0200, 02(0)5
te™t 2e~ 2 o

= 1—t)et — 2e”
\/1 + t2672t + 2674t ( ) \/1 + t2672t + 267415

Gyakorlasképpen hatarozzuk meg a derivaltat ugy is, hogy a g1 és go fliggvényeket kozvetleniil behelyet-
tesitjiikk, majd az igy nyert fliggvényt derivaljuk (viszonylag komplikalt lesz!). Ellendrizziik, hogy azonos
eredményre jutunk.

87. Feladat
Allitsuk el6 az alabbi fiiggvény érintGsikjanak egyenletét a P(1,1) pontban

flz,y) = (4a® = 2¢°) Va2 + 42 + 2

Utmutatds. El6szor hatarozzuk meg a parcialis derivaltakat:

af T

= = 8ry/r2+y2 4+ 2+ (da? — 2Y°)
Ox Y ( y)\/:ﬂ2+y2+2
of 2 Y

= = 6V +y2 2+ (4o? - 20—
dy Y Y ( y)\/x2+y2+2

A megadott P(1,1) pontban

of
ox

of

(1,1) =17  és m

(1,1) = —11

Masreszt vilagos, hogy f(1,1) = 4. Tehat a keresett érintSsik egyenlete:
17z —1)—1l(y—1)=2—4

amely egyenlet még egyszertibb alakra is hozhato.

88. Feladat

Adjuk meg az a paraméter értékét, ha az
flzy) = ayv/ 4+ 2% +

fiiggvény grafikonjahoz az x = 2, y = 1 pontban huzott érintésik atmegy a P(3;2;13) ponton.

Utmutatds. Eloszor allitsuk el az érintdsik egyenletét. Ehhez sziikségiink lesz az f parcialis derivaltjaira,
amelyek:

af x

= a

tl VI —
Ox /4 + 22 + 42

0]
7f — a~/4+x2+y2+ay$
dy VA +a?+y?

A parcialis derivaltaknak a megadott helyen felvett értékei

af 2a 0 a
s === illetv s = Z =
(2,1) 3 illetve (2,1) =3a+ 3 3

Masrészt lathato, hogy f(2,1) = 3a. Tehat az érintSsik (paraméteres!) egyenlete:

2 10
?a(x—Q)—&-?a(y—l):z—?)a

Ha ez a sik dtmegy a koordinatarendszer P(3,2,13) pontjan, akkor a pont koordinatai kielégitik a sik

egyenletét, azaz
2a  10a
o =13-3
373 ¢

Ennek az egyenletnek az egyetlen megoldasa a = 13/7, ami a feladat megoldésa.



89. Feladat

Keressiik meg az alabbi fiiggvény kritikus pontjait:

2 1 zy
f(x’y)_§+§+T6

Utmutatds. Allitsuk el6 a parcialis derivaltakat, és vizsgaljuk meg a kovetkezd egyenletrendszert:

of 2.y

o~ 216"
of 1 T
M |
Oy y2+16

Ennek az egyenletrendszernek az egyetlen megoldasa x = 4 és y = 2.
Ekkor a kovetkezSképpen okoskodhatunk. Ha y = 2 rogzitett, akkor a

2 1.
r 2 8

fliggvénynek az x = 4 pontban minimuma van. Hasonloképpen, ha x = 4 rigzitett, akkor az

1

y

+-+

NN
NS

fliiggvénynek az y = 2 pontban minimuma van. Tessék ezeket sztenderd egyvaltozos derivalassal ellen-
Griznil

A fentiek alapjan azt gondoljuk, hogy a kétvaltozds fliggvénynek az x = 4, y = 2 pontban minimuma
van.

FIGYELEM!

Ez még nem bizonyitds! Ett6l még el6fordulhatna, hogy nincs szélsGérték, hiszen a P(4,2) kritikus
pontbdl kiindulva vagy csak az x, vagy csak az y valtozot mozgattuk!

Annak belatasahoz, hogy a P(4,2) pontban a fliggvénynek tényleg minimumhelye van, tekintsiik a fligg-
vényt
2 1 zy
flx,y) = " + v 16
csak a pozitiv siknegyedben, ahol > 0 és y > 0. Kozvetlen behelyettesitéssel latjuk, hogy f(4,2) = 3/2.
Masrészt a megadott siknegyedben a jobb oldalon mindharom tag pozitiv.

Harom darab aj, as és ag pozitiv szdmra a szdmtani-mértani kozepek kozotti egyenlStlenség szerint

a1+a2+a3

3 > aiazas
és egyenlGség akkor és csak akkor all, ha a; = as = a3. Alkalmazzuk most ezt az egyenlGtlenséget az

2 1 ., xy
a1 = — ao = — és Qs = —
1 LU, 2 y 3 16

szereposztéssal. Behelyettesités, majd 3-mal szorzas utan azt kapjuk, hogy

2 1 xy s/1 3

2y -4 sg.032 22

T + Y + 16 — 8 2
Ez éppen azt jelenti, hogy f(z,y) > f(4,2) az egész siknegyedben, azaz P(4,2) valoban minimumbhely.
S6t, a szamtani-mértani egyenlGtlenségben egyenlség akkor és csak akkor érvényes, ha

2 1 wmy

r y 16
Ennek az egyenletrendszernek az egyetlen megoldasa z = 4 és y = 2. Tehat a pozitiv siknegyed barmely
(z,y) # (4,2) pontjara
flzy) > f(4,2)
azaz a P(4,2) pont az f fiiggvény szigora globalis minimumbhelye a pozitiv siknegyedben. (Megjegyezziik,
hogy ezt az utobbi eredményilinket pusztan a szamtani-mértani kézepek kozotti egyenlGtlenség alapjan
kaptuk. Ilyen modon a feladat derivalas nélkiil is megoldhato.)



90. Feladat
Adjuk meg az a paraméter értékét ugy, hogy az

J(a,y) = avyy/A+a? + 4% — 9

fiiggvény grafikonjahoz a P(2,1) pontban huzott érintGsik atmegy a (4,0, 3) ponton.

Utmutatds. Allitsuk el6 a parcialis derivaltakat:

0
l = ayx /4+x2+y2+a1~y#
Ox [+ 22 + 42

of y
— = a4+ + P+ ary—m——=—m—
Oy Y y [4+ 22 + 42
A megadott P(2,1) pontban
af 4a  13a of 2a  20a
—(2,1) =3 —_ = — 6 —(2.1) =6 —_ = —
gr D =8et 5 === & 21 =6tz ==
Masreszt lathato, hogy f(2,1) = 6a — 9. Tehat az érintGsik (paraméteres!) egyenlete:
13 20
?a(fo)JrTa(yfl):szaJrQ

Ha ez a sik atmegy a koordinatarendszer Q(4,0,3) pontjan, akkor e pont koordinatai kielégitik a sik
egyenletét, azaz

26a  20a
e
3 3 @

Ennek az egyenletnek az egyetlen megoldasa a = 3/2, ami a feladat megoldésa.

91. Feladat
Dontsiik el, hogy melyik allitas IGAZ és melyik HAMIS.

Ha a,, — 0 és b, tetszdleges sorozat, akkor a,b, — O.

Az f(z) = 2z Inz fiiggvény gorbéjéhez az x = 1 pontban huzott érinté atmegy a P(3;6) ponton.
Ha az f figgvény folytonos a [0, 1] intervallumon, akkor ott felveszi a minimumat.

Egy fiiggvény akkor és csak akkor folytonos a [0, 1]-en, ha minden pontban van hatarértéke.

Egy (a,b) nyilt intervallumban differencialhato f fiiggvénynek csak akkor van szélsGértéke az xq
bels6 pontban, ha f/(z¢) = 0.

Az (a,b) nyilt intervallumban kétszer differencidlhaté f fliggvény akkor és csak akkor konkiv az
intervallumon, ha az (a,b) minden pontjaban f”(x) < 0.

Ha az f fliggvény differencialhat6é az xg pontban, akkor ott folytonos is.
Ha f szigortian monoton nové a szamegyenesen, akkor minden pontban f’(x) > 0.
Ha a b,, sorozat korlatos, és a,, — 0, akkor lim,, ,~ anb, = 0.

Ha az f kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvénynek az xg pont lokalis maximumhelye, akkor
ott f'(xg) =0és f"’(x0) <O.

Ha az f fliggvény folytonos a [0, 1] intervallumon, akkor ott korlatos is.

Az f(x) = —2x + 41nx figgvény gorbéjéhez az x = 1 pontban huzott érinté atmegy a P(3;—2)
ponton.

Egy fliggvény akkor és csak akkor folytonos a [0, 1]-en, ha minden pontban van jobb és bal oldali
hatarértéke, és ezek megegyeznek.

Egy sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha monoton és korlatos.

Egy pozitiv taga végtelen sor akkor és csak akkor konvergens, ha a részletosszegek sorozata feliilrél
korlatos.

Minden hatvanysor Gsszegfiiggvénye folytonos a konvergencia intervallumban.

Ha az | f| fiiggvény folytonos az [a, b] intervallumon, akkor f is folytonos ezen az intervallumon.



