Valé6szintiiségszamitas gyakorlé feladatok
A fejezetek szdmozasa az online elGadasok fejezeteire utal.

13. Fejezet

1. Feladat

Kiilonboz6 n szamu elem Gsszes permutacioinak (sorrendjeinek) szama n!. Ha azonban az n elem kozott
rendre nq, ny és igy tovabb ny azonos (sorrend szempontjabol) elem van, akkor a kiilonb6z6 sorrendek
(ismétléses permutaciok) szama:

n!

ny!-nal - ony!

Ha példéaul nyolc darab papirlapra felirtuk rendre a 0, 1, 1, 2, 3, 3, 3, 4 szamjegyeket, akkor mind a nyolc
lapot hasznalva, ezekbdl hany nyolcjegyt szamot tudunk kirakni?

Utmutatds. Az ismétléses permutaciot hasznalva

8! 7!
20.31  21.3!

ahol levontuk azok szdmat, amelyek nullaval kezd6dnek (azok nem nyolcjegytiek).

2. Feladat

Ot hazaspar jegyeket vasarolt egy koncertre egy sorban egymas mellett. Hanyféleképpen iiltethetsk le
(a) tetszdleges sorrendben?

(b) ha a hazasparok egyméas mellett iilnek?

(c) ha a férfiak egyméas mellett, és a nék is egymés mellett iilnek?

(

d) ha a férfiak és a nék valtakozva iilnek?

Utmutatds. A megoldasok rendre:

(a): 10! (b):5!-2% (c):2-5!-5 (d):2-5!.5!

3. Feladat

Nyolcan sorbanéllva varakoznak a buszmegalloban, hogy buszra szalljanak. Hanyféle sorrendben tudnak
felszallni

(a) tetszSleges sorrendben?
(b) ha egy haromtagu tarsasag egyiitt akar felszallni?
(c) ha ketten semmiképpen nem akarnak egymaéas utan kovetkezni?

Utmutatds. A megoldasok rendre:

(a): 8! (b):3!-6! (c):8 —21.7!

4. Feladat

A bridzs kartyajatékban 52 lapos francia kartyapaklit osztanak szét 4 jatékos kozott, mindegyik jatékos
13 lapot kap. Hanyféle kiosztas lehetséges?

Utmutatds. Elsé megoldds. Az osztast ugy képzeljiik el, hogy az 52 lapot sorba rakjuk (barhogy), ilyen
sorrendbdl 52! szamu létezik. Ezutan az elsé 13 lap megy az elsé jatékosnak, a masodik 13 lap megy
a mésodik jatékosnak, és igy tovabb. Egy jatékos szaméra teljesen mindegy, hogy milyen sorrendben
kapja a lapokat, csak az szamit, hogy végiil mit tart a kezében. Ezért a sorrend szempontjabdl az egy
jatékos kezében 1évs lapok azonosnak tekintend@k. Tehat ismétléses permutécios feladattal van dolgunk,

amelynek megoldésa:
52!

13!-13!-13!- 13!




Masodik megoldds. Az osztast most ugy képzeljiik el, hogy az osztd az 52 lapbdl kivélaszt 13 lapot, ezt
adja az els6 jatékosnak, aztan kivalaszt Gjabb 13 lapot, ezt adja a mésodik jatékosnak, és igy tovabb,
végiil a maradék 13 lapot kapja a negyedik jatékos. Ez minden egyes lépésben egy kombinécios feladat,

azaz a megoldas:
52 39 26
13 13 13

hiszen a negyedik jatékosnal mar nincs valasztasi lehetGség.
FIGYELEM!

A két meggondolasban a feladatot két teljesen kiilonb6zé kombinatorikai feladatkét kezeltiik (ismétléses
permutécio, illetve kombinacio). Vajon melyik helyes? Valasz: mindketts! Tessék ezt a binomialis
egyiitthatok kifejtésével kdzvetleniil is ellendrizni!

5. Feladat

Feldobunk egyszerre két teljesen egyforma (megkiilonboztethetetlen) kockat. Hanyféle kimenetel lehetsé-
ges?

Utmutatds. A kockak megkiilonboztethetetlensége miatt példaul a (2,1) és (1,2) kimeneteleket azonosnak
latjuk. Ennek megfelelGen szamoljuk ki, hany olyan kimenetel van, ahol két kiilonb6z6 szam jon ki, és
adjuk hozza azokat, amelyeknél a két kockin azonos szam all. Tehat a megfigyelhetd kimenetelek szama:

6
() o=

Gondolkodhattunk volna tgy is, hogy a 6 szambdl kell kett6t kivalasztani a sorrendre tekintet nélkiil, és
mindegyik szam kétszer is valaszthaté. Ez ismétléses kombinacios feladat, azaz

()= ()=

6. Feladat
A Binomiélis-tétel azt mondja ki, hogy ha a és b tetszbleges valés szamok, és n adott természetes szam,

akkor .
(a+b)" = Z <Z) akpnFk

k=0
Ez az azonossag viszonylag egyszeriien meggondolhatd, ha elképzeljiik, hogy az n-ik hatvanyt kifejtiik,

mint n-tényezds szorzatot. Adott k esetén hany a*b" " alaku tag keletkezik? Pontosan annyi, ahanyszor
az n tényezd kozil kivalaszthatd k tényezs, amelyekbdl az a szorzét valasztjuk, a tobbibdl pedig a b-t.

Ezek szama éppen az
n
k
binomialis egyiitthat6. Az is nyilvanval6, hogy

(1)=(.")

A Binomialis-tétel alapjan kénnyen belathatjuk az aldbbi azonossagokat:

i(Z):(l—&-l)":Q”

k=0

vagy példaul

>

=0

n

(Z)z’“ =(2+1)"=3"

=

tovabbé



7. Feladat
Igazoljuk a kovetkezd azonossigot:

(1) ()= ()

Utmutatds. Elsé megoldds. Kozos nevezére hozassal igazoljuk az azonossagot:

n n B n! n! _ (k+1Dn!+ (n—k)n!
(k) + (k+1) T Mok GrDm—k—0! R+ D =R
B (n+1)n! B <n+1>
kD ((n+D) = (kD) \k+1

Masodik megoldds. Tegyiik fel, hogy egy talban van n alma, és 1 korte. Hanyféleképpen vélaszthatunk
ki a talbol k 4 1 szamu gytimolesot (akar almat, akar kortét)? Egyrészt vilagos, hogy a valasz

n+1

k+1
Most alljunk tgy hozza, hogy vizsgéljuk meg: a kivalasztott gylimolesok kdzott a korte kozte van, vagy
sem. Alabb az els6 tag azon vélasztasok szama, amikor nincs, a masodik, amikor igen:

(kil) i (Z)

FIGYELEM! Vegyiik észre, hogy egy kombinatorikai azonosségot ugy igazoltunk, hogy krealtunk hozza
egy kombinatorikai feladatot. Az egyik megoldas a jobb oldalt, a méasik a bal oldalt adja. Itt nincs
sziikség kozOs nevezdre és azonos atalakitasokral

Ezzel az azonossigot igazoltuk.

8. Feladat
Igazoljuk a kovetkezd azonossagot:

@) ()62 G+ () = ()

Utmutatds. Azonnal lathatjuk, hogy az el6z6 feladat elsé megoldasaban hasznalt kozos nevezdre hozas
itt elég reménytelen feladat. Probéalkozzunk a mésodik megoldas "alma-korte" gondolatmenetével.

Egy talban van n alma és m korte. Hanyféleképpen vélaszthatunk ki a talbol k szamu gylimolesot?
Egyrészt a valasz nyilvanvaléan
n—+m
k

Masrészt végignézhetjiik, hogy mi lehet az almék és korték megoszlasa. Az Gsszes lehetGségen végigmenve
azt kapjuk, hogy:

G006+~ -S06")

Jj=0

A két formula ugyanannak a feladatnak a megoldasit adja. Ezzel az azonossagot igazoltuk.

9. Feladat

Egy AK szakos évfolyam esetében annak valoszintisége, hogy egy véletlenszertien vélasztott hallgato
levizsgézott valdszintiségszamitasbol 0.72, annak valoszintsége, hogy levizsgazott mikrookonémiaboél 0.64,
és annak a valoszintisége, hogy mindkett&bdl levizsgazott 0.54. Mi a valoszintisége, hogy

(a) legalabb az egyik targybol levizsgazott?
(b) levizsgazott valoszintiségszamitasbol, de mikrockonémiabol nem?
(c) egyik targybol sem vizsgazott le?

Utmutatds. Jelentse A azt az eseményt, hogy a hallgato levizsgazott valoszintiségszamitasbol, illetve B
azt, hogy mikrotkonomiabol. Ekkor P(A) = 0.72 és P(B) = 0.64, tovabba P(A N B) = 0.54. Ekkor
kérdéseinkre a valaszok az aldbbiak:

(a) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) =0.82

(b) P(ANB) = P(A) — P(ANB) = 0.72 — 0.54 = 0.18

(c) P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-0.82=0.18
ahol a (c) megoldasanal a De Morgan-formulat hasznaltuk.



14. Fejezet

10. Feladat

Egy 52 lapos kartyapaklibél kivesziink 5 lapot. Mi a valdszintisége, hogy pontosan 2 pikket és 3 karét
hiztunk?

Utmutatds. A pakliban mindegyik szinbél 13 lap van, ezért
13\ (13
() (5)
52
(5)

11. Feladat

Egy 52 lapos kartyapaklibol véletlenszeriien kivesziink 5 lapot visszatevés nélkiil. Mi a valészintisége,
hogy a mintaban mind a négy szin (treff, karo, kor, pikk) el6fordul?

Utmutatds. Vizsgaljuk meg a kovetkezs gondolatmenetet. Jelentse A azt az eseményt, hogy az 5 lapos
mintaban mind a négy szin el6fordul. Barmelyik 5 lap valasztasa egyforman valoszint, ezért klasszikus
valészintiségi mezével van dolgunk.

A kedvezs esetek szamanak meghatarozasahoz vilagos, hogy mindegyik szinbgl 13-féleképpen valasztha-
tunk egy lapot. Ha ezt megtettiik, az 6tddik lap mar barmi lehet a maradék 48 lapbol.

Az Gsszes esetek szama: ahanyféleképpen 5 lap kivéalaszthato 52 lapbol. Tehat
13448
e
5
Vajon helyes eredményre jutottunk-e? Ha nem, akkor hogyan javithaté a megoldés?

Ez a gondolatmenet nem helyes, ugyanis példaul az el6z6 formuldban a kedvezd esetek kozott a
WA, QA QA A MK

illetve a

MK QA CA A MA
egyarant szerepelnek, pedig ez ugyanazon kivalasztas.
A helyes megoldas a kovetkezs. Ha mindegyik szin szerepel a mintdban, akkor valamelyik szin duplin
fog szerepelni. Ez a szin 4-féleképpen valaszthato, és ebbdl a szinbdl 2 lapot valasztunk, a t6bbibdl egyet.
Tehat a helyes valoszintiség: o s

P(A) = 4- (2)52' (1)

(5)

és ez éppen fele a helytelen megoldasnak.
FIGYELEM!
Az ilyen kombinatorikai feladatoknal sokkal gyakoribb hiba az, hogy bizonyos eseteket tobbszor szé-

molunk, mint az, hogy valamilyen eseteket nem vesziink figyelembe. Ha kétféle hozzaallassal kétféle
eredményre jutunk, akkor altalaban a nagyobbik legyen gyaniis!

12. Feladat

Egy kidrusitédson egy kosarban van 10 kiilonb6z6 par cipé. Egy tolvaj véletlenszerten elvisz 4 cip6t. Mi
a valoszintisége, hogy van kozte legalabb egy péar?

Utmutatds. Az alabbiakban két gondolatmenetet vazolunk, de csak az egyik vezet helyes eredményre.

e ElGszor valasszunk ki egy part, majd a masik ketts tetszéleges lehet, tehat vagy egy djabb par,
vagy két barmilyen cip6, azaz:
10(’5)
()
e Nézziik meg mi a valoszintisége, hogy a kivalasztott cipck kozott egyetlen par sincs. Ezt ugy érhetjiik

el, hogy egy kivalasztott cip§ utan annak parjat félretessziik. Figyeljiink arra, hogy a kivalasztasnal
a sorrend nem szamit, igy:

20-18-16:14
1— — 4

(%)



Ellendrizziik, hogy a fenti két érték nem egyenls! Vajon melyik helyes?

Az els§ gondolatmenet biztosan nem helyes. Ha ugyanis a péarokat megsziamozzuk, akkor a jobb és
ballabas cipSket megkiilonbéztetve a kosarban a 1J, 1B, 2J, 2B, és igy tovabb 10J, 10B cipék vannak.
Az els6 megoldasnal a szamlaloban az 1J, 1B, 2J, 2B, valamint a 2J, 2B, 1J, 1B valasztasokat egyarant
szerepeltettiik, pedig ezek azonos mintak!

Pontosan akkor kovettiink el hibat, amikor a kivalasztdsban két komplett par szerepel, ezeket mindig
duplén szamoltuk. Kijavithatjuk ezt a hibat, ha levonjuk a duplan szamlolt két par vilasztasat, amelyek

szama
10
2
Ezzel egyiitt azt is lathatjuk, hogy a masodik megoldasunk helyes, ugyanis:
10(128) _ (120) L 20-184-!16-14
20 = 20
(%) (%)
Ellenérizziik! Korabbi megjegyzésiink itt is érvényes: inkadbb akkor hibdzunk, amikor bizonyos eseteket
tObbszor szamolunk, és ritkidbban akkor, amikor valamit figyelmen kiviil hagyunk!

13. Feladat

Egy 52 lapos kartyapaklibél véletlenszertien kivesziink 5 lapot visszatevés nélkiil.
(a) Mi a valoszintisége, hogy mind az 5 lap treff ES van kozte legalabb 1 Asz?

(b) Mi a valészintisége, hogy mind az 5 lap treff VAGY van kozte legalabb 1 Asz?

Utmutatds. (a) Tekintsiik a kovetkezs eseményeket:
A = {mind az 5 lap treff} B = {van kozte Asz}

ekkor .
panp - W)
(%)

(b) A fenti jeloléseket hasznalva

() (5) ()
P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANB) = @Jrl—@ —m
5 5 5

ahol P(B) kiszamitasanal az ellentett eseményt hasznaltuk.

14. Feladat

Antal és Bea céllovésben versenyeznek. Felvaltva 16nek, az nyer, aki elGszor talal. Antal a jobb 16v6, 6
1/2 valoszintiséggel taldl, mig Bea csak 1/3 valoszintséggel. Ezért Antal elegansan felajanlja a kezdést
Bednak. Vajon ez egy fair verseny?

Utmutatds. A jaték akkor fair, ha a nyerési esélyek megegyeznek. Jelentse A azt az eseményt, hogy Antal
nyer. Ha Antal nyer, akkor péaros szamu 16vés tortént. Jelentse Cj azt az eseményt, hogy a jaték a k-ik
16vésnél ér véget, k =1,2,3,.... Ekkor

A=CUCLUCU...= | ] Ca
k=1

Ha Oy, bekovetkezik, akkor el6tte Antal k — 1-szer, Bea pedig k-szor probalkozott sikerteleniil. Tehét:

nen= () (3) ()

minden k= 1,2, ... esetén. Vilagos, hogy a Cyi események egymaést paronként kizarjak, ezért

o] [e') o) k
P(A)P<U 02k> ZP((M)ZG) :ﬁ”:%
k=1 k=1

k=1

ahol figyelembe vettiik, hogy az utolsdé geometriai sor tagjai koziil a £ = 0 tag hianyzik. Tehat a fenti
feltételekkel a verseny fair.



15. Fejezet

15. Feladat

Tekintsiik djra a 9. Feladatot. Egy véletlenszertien valasztott hallgat6 esetén

(a) feltéve, hogy levizsgazott mikro6konomiabol, mi a valosziniisége, hogy valdsziniiségszamitasbol is?
(b) feltéve, hogy levizsgazott valoszintségszamitasbol, mi a valoszintisége, hogy mikro6kon6miabol nem?
(c) feltéve, hogy levizsgézott legalabb az egyik targybol, mi a valosziniisége, hogy levizsgazott valoszint-
ségszamitasbol?

(d) feltéve, hogy levizsgazott legalabb az egyik targybol, mi a valdsziniisége, hogy mikroSkonémiabol nem
vizsgazott le?

Utmutatds. Hasznaljuk a 9. Feladat jeloléseit, ekkor

a) P(A|B) = P(AN B)/P(B) =0.54/0.64 = 0.84375

b) P(B|A) = P(BN A)/P(A) = ( (A)— P(ANB))/P(A) = (0.72 — 0.54)/0.72 = 0.25

c) P(AJAUB) = P(A)/P(A =0.72/0.82 = 0.878

d) P(BJAUB) = P(BNn (AU ))/P(AUB) P(ANB)/P(AUB) = (P(A)— P(ANB))/P(AUB) =
(0.72 — 0.54)/0.82 = 0.219

ahol a (c) feladatnél felhasznéltuk, hogy AN(AUB) = A, a (d) feladatnal pedig azt, hogy BN (AUB) =
ANB.

(
(
(
(

16. Feladat

Adjuk meg a P(A|B) feltételes valoszintiség értékét, ha
(a) B-bdl kovetkezik A.

(b) A-bol kovetkezik B.

(c) A és B kizarjak egymast.

(d) A és B fiiggetlenek.

Utmutatds. A feltételes valoszintiség definicioja alapjan az alabbiakat kapjuk.

(a) Ilyenkor B C A, ezért AN B = B, és igy P(A|B) = P(ANB)/P(B) = P(B)/P(B) = 1.

(b) Ilyenkor A C B, ezért AN B = A, és igy P(A|B) = P(ANB)/P(B) = P(A)/P(B).

(c) llyenkor AN B =0, és igy P(A|B) = P(ANB)/P(B) = P(0)/P(B) = 0.

(d) Nlyenkor P(AN B) = P(A) - P(B), és igy P(A|B) = P(ANB)/P(B)=P(A)- P(B)/P(B) = P(A).

17. Feladat

Antal és Bea most a kovetkezot jatsszak. Feldobnak egy kockat, majd két érmét annyiszor, amennyit
a kocka mutat. Ha legalabb egyszer eléfordul a Fej-Fej (FF), akkor Antal nyer, ellenkez$ esetben Bea.
Vajon ez egy fair jaték?

Utmutatds. A jatek akkor fair, ha a nyerési esélyek megegyeznek. Jelentse most B azt az eseményt, hogy
Bea nyer, és jelolje C azt az eseményt, hogy a kockén kijott szam k (ahol k = 1,2,...,6). Vildgos, hogy

a Cq,Cs,...,Cq események teljes eseményrendszert alkotnak. Tehat a Teljes valoszintség tétele miatt
6 6 /3\k
PB) = Y PBICOPC) =Y. ()
1 k=1

@\»—A ﬁ

-

6
B=®)" 1 <1
4 1-3 "2 =2

A jaték tehat nem fair, ha csak hajszalnyival is, de Antalnak el6nyGsebb.

18. Feladat
Egy 52 lapos kartyapaklibol elveszett 2 lap (nem tudjuk melyik). Visszatevés nélkiil kivesziink 4 lapot.
(a) Mi a valoszintisége, hogy pontosan 2 Asz van kizte?

(b) Tegyiik fel, hogy a kihtizott 4 lap kozott pontosan 2 Asz van. Mi a valészintisége, hogy a 2 elveszett
lap mindegyike Asz?



Utmutatds. Jelolje rendre By, By és By azokat az eseményeket, hogy az elveszett 2 lap kozott nincs Asz,
1 Asz van, illetve 2 Asz van. Ezek teljes eseményrendszert alkotnak.

Legyen A az az esemény, hogy a kihtizott 4 lap kozott pontosan 2 Asz van. Ezutéan:

(a) Hasznaljuk a Teljes valoszintiség tételt:

P(A) = P(A[Bo)P(Bo) + P(A|B1)P(B1) + P(A|B2) P(Bz)
BE (2, 00 ()0, 6

G (%)

GG

(b) Hasznaljuk a Bayes-tételt:

(%)

P(A|By)P(Bs)
(A|Bo)P(Bo) + P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(Bs)

P(B3|A) = P

19. Feladat

Egy 52 lapos kartyapaklibol elveszett 2 lap (nem tudjuk melyik). Visszatevés nélkiil kivesziink 4 lapot.
(a) Mi a valosziniisége, hogy van kozte Kiraly?

(b) Tegyiik fel, hogy a kihtzott 4 lap kozott van Kirdly. Mi a valoszintisége, hogy a 2 elveszett lap
mindegyike Kiraly?

Utmutatds. Jelolje rendre By, By és B, azokat az eseményeket, hogy az elveszett 2 lap kozott nincs
Kiraly, 1 Kiraly van, illetve 2 Kiraly van. Ezek teljes eseményrendszert alkotnak.

Legyen A az az esemény, hogy a kihuzott 4 lap kézott van Kirdly. Ezutan:
(a) Hasznaljuk a Teljes valoszintiség tételt (FIGYELEM: érdemes az A ellentettjét hasznalni!):

P(A) = P(A[Bo)P(Bo) + P(A|B1)P(B1) + P(A|B2) P(B2)
46 48 47 48\ (4 48 4
(b) Hasznaljuk a Bayes-tételt:

P(A|B;)P(Bs)
(A|Bo)P(Bo) + P(A|B1)P(B1) + P(A|B2) P(B2)

P(BalA) = 5

20. Feladat

Egy bizonyos betegség elterjedtsége 6%-0s. Egy 0] orvosi miiszer esetén annak valoszintisége, hogy egy be-
teget helyesen diagnosztizdl 0.96, mig annak valésziniisége, hogy egy nem beteget betegnek diagnosztizal
0.05.

(a) Mi a valosziniisége, hogy a miszer egy vizsgalt személyt betegnek diagnosztizal?
(b) Ha egy vizsgalt személyt a miiszer betegnek diagnosztizal, mi a valoszintisége, hogy valoban az?
Utmutatds. Egy véletlenszerten valasztott személy esetén legyen

B; = {beteg} By = {nem beteg} A = {a miiszer betegnek diagnosztizélja}

Ekkor a By és Bs események teljes eseményrendszert alkotnak.

(a) A Teljes valoszintiség tétel alapjan:
P(A) = P(A|By)P(B;) + P(A|B3)P(B3) = 0.96 - 0.06 + 0.05 - 0.94
(b) A Bayes-tétel szerint

P(A|B;)P(By) 7 0.96 - 0.06
(A|B1)P(By) + P(A|B2)P(By)  0.96-0.06 + 0.05 - 0.94

P(B|A) = P



16. és 17. Fejezet

21. Feladat

Az X valoszintiségi valtozo sirtségfiiggvénye

ha z > 2
0 kiilonben

(a) Adjuk meg az A paraméter értékét!
(b) Hatarozzuk meg az X medianjat, azaz olyan a valds szamot, amelyre P(X > a) = 1/2.

(c) Van-e az X valtozonak varhato értéke?

1= [ [Tt e 2] -4

1 o 17 1
Z >q) = = _dr= =
p =P =0 / T2 ® L—xL a1

Utmutatds. (a)

innen A = 1.

(b)

innen a = 3. Vegyiik figyelembe, hogy X folytonos eloszlasu, és ezért
1
P(X<3):P(X>3):§
(c) Varhato érték nem létezik, ugyanis az

/27(1_x)2da:—/2 x—ldx+/2 7(1—x)2d$

improprius integral divergens. Valoban, az egyenléség jobb oldalan allo elsé integral értéke végtelen.

22. Feladat

Tegyiik fel, hogy az X valosziniiségi valtozo striiségfiiggvénye

Ae™3®  hax >0
) = { 0 Kiilénben

(a) Adjuk meg az ismeretlen A paraméter értékét!
(b) Hatarozzuk meg a P(X > 9|X > 6) feltételes valoszintiséget.
(c) Melyik nagyobb, az X varhato értéke, vagy a mediénja?

Utmutatds. (a) Az A paraméter meghatarozéasa:

00 o] —3x 7> A
1=/ f(w)dsz/ e_?””da::A{—e } ==
—c0 0 3 o 3

és innen adodik, hogy A = 3.

(b) Vegyiik figyelembe, hogy az {X > 9} eseménybdl kovetkezik az {X > 6} esemény, ezért a feltételes
valosziniiség definicidja alapjan
P(X>9) [ 3e3ds T

= = —e?=PX >3
P(X>6) [F3e3rdy 18 ¢ ( )

P(X >9|X >6) =

Erdekes eredményt kaptunk, olyan mintha a feltételes valészintiség csak a kiilonbségtal fiiggne.

(c) Az elGadas 17. fejezetének 17.12 Példaja alapjan az X varhato értéke



hiszen itt A = 3. Masrészt a median ismeretlen a értékére azt kapjuk, hogy

1 e : 35700
5= P(X >a)= / 3e 3 dr = [—ef‘h]a =e 30
Ebbdl az egyeletbdl az adodik, hogy

1
a=—-In2
3
ami kisebb mint a varhaté érték, hiszen In2 < 1. A folytonos eloszlas miatt az el6z6 feladathoz hasonléan

P(X<a):P(X>a):%

23. Feladat

Az X valoszintiségi valtozo siirtiségfiiggvénye

24 haxz>2
— 3
@) = { 0  kiilsnben

(a) Adjuk meg az A paraméter értékét!
(b) Hatarozzuk meg az X varhato értékét.
(c) Szamitsuk ki az X varianciajat.

o 24 AT
1:[mf(x)dx:/2 Fd:c: [l’QL =

E(X):/OO mf(x)dxzfooidxz [—8}00:4

2
— 0o 2 x x2

Utmutatds. (a)

|

innen A = 4.

(b)

(c) Vizsgaljuk meg az X mésodik momentumat:

E(X2):/OO fo(x)dx—/2w4dx—[4lnx]§°

oo x
amelynek értéke végtelen, azaz a masodik momentum nem létezik. Igy ennek a valtozénak nincs varian-

ciaja.

24. Feladat

Kockaval addig dobunk, amig két egymast koveté dobas azonos nem lesz. Mennyi a sziikséges dobasok
szamanak varhato értéke?

Utmutatds. Jelentse X a sziikséges dobasok szamat. Ellendrizziik, hogy ekkor az X eloszlasa:

k—2
1
P(X =k)= (2) 5 k=23

Tehat a varhaté értékre az adodik, hogy

oo oo k—2
E(X)=) kP(X =k) = éZk <Z>
k=2

A hatvanysorokrol tanultak alapjan barmely 0 < z < 1 szamra

= > > 1 1 2—zx
kat—2 = (k— 1)xk*2 + k2 = + =
2l ARl (=

Ha behelyettesitjiik az x = 5/6 értéket, akkor azt kapjuk, hogy

1S /5\"? 1 7/6
po0 =53 k(3) =5 =T

k=2



18. Fejezet

25. Feladat

Egy biztosité tarsasagnak 6500 iigyfele van, akik mindegyike 5000 Ft éves dijat fizet. Egy évben minden
igyfélnek 0.002 valésziniiséggel torténik kireseménye egyméstol fliggetleniil. Kar esetén a biztosité 2
milli6 Ft-ot fizet az ligyfélnek.

(a) Mi a valoszintisége, hogy a biztositd éves nyeresége meghaladja a 10 millio Ft-ot? (Csak a formulat
irja fel!)
(b) Adjuk meg a biztosité varhaté éves nyereségét!

Utmutatds. (a) Jelentse X az adott évben a kiresemények szamat. Mivel egy Bernoulli-kisérlettel van
dolgunk, azért X binomidlis eloszlast, amelynek paraméterei n = 6500 és p = 0.002.

A biztositoé teljes éves bevétele 32 500 000.- Ft. A 10 millios nyereség eléréséhez a kareseményekre kifizetett
Osszeg kevesebb kell legyen, mint 22 500 000.- Ft, azaz a kidresemények szdma maximum 11 lehet. Tehat

11
6500
P(X<11) =) ( . )0.002’f - 0.9986500—F
k=0

(b) Jelentse Y a biztosito éves profitjat, akkor Y = 32 500 000—2 000 000-X. A varhato érték tulajdonsagai
alapjan
E(Y) = 32500000 — 2000000 - E(X) = 6500000

hiszen a binomialis eloszlasra E(X) = np = 13.

26. Feladat

Feldobunk egyszerre két kockat. Legyen A az az esemény, hogy az 6sszeg 7. Ismételjiik meg ezt a kisérletet
30-szor egyméstol fliggetleniil, és jelentse X azon kisérletek szdmat, amelyekben A bekovetkezett. Adjuk
meg az X valoszintségi valtozo eloszlasét, és hatarozzuk meg a varhato értékét és varianciajat!

Utmutatds. Ellendrizziik, hogy az A eseményre

P(A) = %

Mivel a leirt kisérletsorozat egy Bernoulli-kisérlet, azért X binomidlis eloszlast, azaz

e () (9

ahol k =0,1,2,...,30, az n = 30 és p = 1/6 paraméterekkel. Ennek megfelelGen

1
E(X)=30-5=5 e  Var(X)=30

=
S| Ut

27. Feladat

Valamely binomialis eloszlasi X valoszintségi valtozo varhato értéke 20 és a szordsa 4. Adjuk meg a
P(60 < X < 120) valoszintiséget! (Csak a formulat irja fel!)

Utmutatds. Binomialis eloszlas esetén E(X) = np = 20, és D(X) = 1/np(1 — p) = 4, ebbél a kétismeret-
lenes egyenletrendszerbsl n = 100 és p = 0.2. Tehat

100
P(60 < X <120) = P(61 < X <100) = ) _ (
k=61

100

0.2F . 0.8100—F
Y

hiszen a 100 f6l6tti rész 0 valosziniiségi.



28. Feladat

Igazoljuk a geometriai eloszlas memdria nélkili tulajdonsagat, azaz ha X geometriai eloszlasu valamely
0 < p < 1 paraméterrel, akkor barmely k£ > 1 természetes szamra

P(X=k+1X>k)=P(X=1)=p

(Példaul, ha kockaval egymillidszor egymas utdn nem jott ki 6-os, akkor a kovetkezs dobasnél is 1/6 a
6-os dobas valoszintsége.)

Utmutatds. Irjuk fel az egyenléség bal oldalan allo feltételes valoszintség definiciojat. Ugyeljiink arra,
hogy az {X = k + 1} eseménybdl kovetkezik az {X > k} esemény (részhalmaz!).

_ _PX=k+1) (1—p)kp _ (1—p)kp _
PRSI =R = "o om) ~ S5m0 - (- ?

hiszen az utolsé szummaban
oo

> (1—pytp=1

j=1
a geometriai eloszlas definicidja alapjan. Ellendrizziik!

Teljesen hasonlo modon a kiovetkezs (altalanosabb) memoéria nélkiili tulajdonsagot is igazolhatjuk:
P(X=k+jlX >k =P(X=j)
barmely j természetes szamra. Ertelmezziik ezt a formulat!

29. Feladat

Valamely X Poisson-eloszlast valoszintiségi valtozéra tudjuk, hogy P(X < 2) = 4e~3. Hatarozzuk meg
X varhato értékét és szorasat.

Utmutatds. A Poisson-eloszlas ismeretlen A paraméterét kell meghataroznunk. A feltételiink szerint
P(X<2)=P(X=0+PX=1)=e?+de*=A+1)e?=4e3
Ebbél az egyenletbsl A = 3. Tehat

E(X)=X=3 & DX)=VA=V3

30. Feladat

Egy kommunikaciés halézat n csomépontbdl 4ll, amelyben mindegyik csomépont adott 0 < p < 1 valészi-
niiséggel mikddsképes, egymastol fiiggetleniil. A halozat akkor miikddik biztonsdgosan, ha a csomopontok
legalabb fele mikddsképes.

Milyen p esetén lesz egy 5 csomépontos hédlézat biztonsagosabb mint egy 3 csomopontos?

Utmutatds. Az 5 csomopontos halozat akkor biztonsagosabb mint a 3 csomépontos, ha nagyobb a miiko-
dési valdszintisége, azaz egyel6re ismeretlen p mellett

(2)293(1 —p)*+ <Z>p4(1 —-p)+p° > (g)pZ(l D)+

FIGYELEM: Bernoulli-kisérlet, azaz a miikods csomépontok szdma binomiélis elsozlasi! A binomiélis
egyitthatokat kifejtve, és rendezve a
31 —p)*(2p—1) >0

egyenl6tlenséghez jutunk, amelynek megoldasa p > 1/2.



19. Fejezet

31. Feladat

Egy kartonban 12 palack bor van. Az egyes palackokba toltott bor mennyisége (egymastél fiiggetlentil)
normaélis eloszlasu 75 cl varhato értékkel és 1 cl szorassal. Jelentse A azt az eseményt, hogy egy kartonban
legfeljebb 5 olyan palack bor van, amelyben a betoltétt bor mennyisége NEM 73 és 77 cl kozott van.
Hatarozzuk meg P(A) értékeét.

Utmutatds. Jelentse X egy palackba toltott bor mennyiségét. Ekkor X normalis eloszlasia m = 75 és
o = 1 paraméterekkel. Tehat

p=1-PMB<X<7)=1—(2(2)—2(-2))=1—-(29(2) - 1) =2 —-29(2)
annak a valésziniisége, hogy egy palackban a mennyiség nem 73 és 77 kdzott van. Innen
> (12
P =3 ()t
k=0

ahol p a fenti valoszintiség. (FIGYELEM: ez Bernoulli-kisérlet!)

32. Feladat

Egy egyenletes eloszlasi X valtozéra E(X) = 3/2 és D(X) = 7/+/12.
(a) Adja meg X strtségfiiggvényét!

(b) Hatarozzuk meg a P(—3 < X < 4) valoszintséget!

Utmutatds. Meg kell hataroznunk az egyenletes eloszlas ismeretlen a és b paramétereit.

a+b 3
= — % X =
5 5 o8 Var(X)

(b—a)?® _49
12 12

E(X)=
ebbdl az egyenletrendszerbdl a = —2 és b = 5. Tehét (a):

1 ha —2<2<5
— 7
/(@) _{ 0  kiilénben

a keresett striségfiiggvény.
(b) P(-3< X <4)=P(—2< X <4) =6/7, hiszen a —2 alatti rész 0 valosziniiségi.

33. Feladat

(a) Egy adott napon egy részvény zar6 arfolyama forintban normaélis eloszlastu valtozo m = 100 varhato
értékkel és o = 4 szérassal. Ha nyitaskor 100 Ft-ért vettiink részvényt, mi a valészintsége, hogy zaraskor
legalabb 10%-os nyereségiink lesz? (Hasznalja a & fliggvényt!)

(b) Fejezze ki a standard normalis eloszlas ® eloszlastiiggvénye segitségével annak valoszintiségét, hogy a
zaro arfolyam a 100 Ft koriili 5%-os savban marad.

Utmutatds. (a) Jelolje X a részvény zaré arfolyamat, és F az X eloszlasfiiggvényét. Ekkor P(X > 110) =
1— F(110) = 1 — ®(2.5).
(b) P(95 < X < 105) = F(105) — F(95) = ®(1.25) — &(—1.25) = 20(1.25) — 1.

34. Feladat

Bizonyos alkatrészek élettartama normélis eloszlast, m = 3 év varhato értékkel, és o = 1.5 szorassal
egyméstol fiiggetleniil. Mi a valészintisége, hogy 100 ilyen alkatrész kézott legalabb 60 olyan van, amelynek
élettartama 6 évnél hosszabb? (Csak a formulat adja meg a @ fiiggvény segitségével.)

Utmutatds. Jelentse X egy véletlenszertien valasztott alkatrész élettartamat, és F az X eloszlasfiiggvényét.
Ekkor
P(X>6)=1—-F(6)=1-%(2)



annak a valdszintisége, hogy egy alkatrész élettartama 6 évnél hosszabb. Tehat a valasz:

100

> (1) a- oe)tee e

k=60

FIGYELEM: ismerjiik fel a Bernoulli-kisérletet!

35. Feladat

Hatéarozzuk meg a P(—2 < X < 10) valoszintdséget, ha

(a) X m =4, 0 = 5 paraméterti normalis eloszlasu valtozo (hasznélja a @ fliggvényt).
(b) X egyenletes eloszlasu a [0, 12] intervallumon.

(¢c) X A =1/5 paramétert exponencialis eloszlast valtozo.

(

d) X X = 2 paramétert Poisson-eloszlast valtozo.

Utmutatds. (a) P(—2 < X < 10) = F(10) — F(—2) = ®(1.2) — &(—1.2) = 28(1.2) — 1.
(b) P(—=2 < X < 10) = P(0 < X < 10) = 5/6.

() P(-2< X <10)=P(0< X <10) = [,"Le #/Pde =1 —e2.

(d) P(-2< X <10)=P(0< X <9) =30 Ze2

36. Feladat

Legyen X olyan exponencialis eloszlast véaltozo, amelynek varhato értéke E(X) = 3.
(a) Hatarozzuk meg az E(X? — 2X) varhato értéket.

(b) Adjuk meg a P(X > 9|X > 6) valosziniiséget.

Utmutatds. A varhato érték alapjan az exponencialis eloszlas paramétere A = 1 /3.
(a) B(X? —2X) =F(X?) —2E(X)=2/A\>-2/A=18 -6 = 12.
(b) Az exponencialis eloszlas memoéria nélkiili tulajdonsaga alapjan

P(X > 9|X > 6) = P(X > 3) / L e = [T =
3

37. Feladat

Egy ladéban alkatrészek vannak, amelyek élettartama olyan X valészintiségi valtozé, amelynek varhato
értéke m = 4 év. Jelentse A azt az eseményt, hogy egy alkatrész élettartama 3 és 5 év k6zott van.

(a) Adja meg a P(A) valosziniiséget, ha X normalis eloszlasa véaltozo, amelyre m = 4 és a szérdsa o = 0.4.
Hasznélja a ¢ fiiggvényt.

(b) Adja meg a P(A) valosziniiséget, ha X exponencialis eloszlast valtozo.

(c) Adja meg a P(A) valoszintséget, ha X egyenletes eloszlast a [2, 6] intervallumon.
Utmutatds. (a) Jelolje F az X eloszlasfiiggvényét, akkor
PB<X<b5)=F(B)—F3)=%(—)—®(——) = P(2.5) — (—2.5) =29(2.5) — 1

(b) Ha X exponencialis eloszlasu, akkor a paramétere A = 1/4, ezért

"1 an —2/a]® _ _3ja_ _5/a
P(3<X<5)=/ —em/ da::[—e x/} — e 3/ 5/
3 4 3

(c) Ha X egyenletes eloszlasu, akkor a valdszintiség ardnyos a részintervallum hosszaval, igy

PB3<X<b)=2/4=1/2



38. Feladat
Dontse el, hogy melyik IGAZ és melyik HAMIS:

) Ha A és B fiiggetlen események, akkor A és B is azok.
b) Ha P(A) < P(B), akkor A C B.
c) Ha X egyenletes eloszlasu a [0, 6] intervallumon, akkor Var(X) = 3.
d) Ha X X\ > 0 paramétert Poisson-eloszlast véltozo, akkor F(X?) = \2.
e) Van olyan Poisson eloszlasi X valtozo, amelyre E(X) =4 és E(X?) =
f) Ha az X Poisson eloszlasu valtozora E(X) = 49, akkor

(a
(
(
(
(
(

" 49" —49
P(X <DX)) = <€
k=0
g) Ha az A és B eseményekre P(A) - P(B) # 0 és P(A|B) = P(B|A), akkor P(A) = P(B).
h) Ha A C B, akkor P(A) < P(B).
Van olyan exponencilis eloszlast X véltozo, amelyre E(X) =4 és F(X?) = 32.
Ha A és B fiiggetlenek, akkor A és AN B is azok.
k) Ha az A és B eseményekre P(A) = 0.5, P(B) = 0.6 és P(AU B) = 0.8, akkor P(A|B) = 0.4.

1) Egy A\ = 6 paraméterii Poisson-eloszlast X valtozora E(X?) = 36.

39. Feladat

Egy sort palackozé automata altal az tivegbe t6ltott sor normaélis eloszlasu valészintségi valtozé m = 5
dl varhato értékkel és o = 0.05 dl szorassal (iivegenként egymaéstol fliggetleniil). Egy iiveg selejtes, ha a
betoltott sér mennyisége nincs 4.9 és 5.1 dl kozott.

(a) Mi a valdsziniisége, hogy egy iiveg selejtes? (Valaszat a @ fiiggvénnyel adja meg!)
(b) Mi a valoszintisége, hogy 1000 iiveg koziil maximum 5 selejtes? (Csak a formulat adja meg!)

(c) Adja meg 1000 iiveg koziil a selejtesek szamanak varhato értékeét!

Utmutatds. (a) Jelentse X az egy iivegbe toltott mennyiséget és F' az eloszlasfiiggvényét. Akkor
p=1-PAI<X <51)=1—(F(5.1)— F(4.9) =1 — (9(2) — B(—2)) = 2 — 25(2)

annak a val6sziniisége, hogy egy iiveg selejtes.
(b) Mivel Bernoulli-kisérletrsl van sz6, ez a valészintiség:

5
1000 _
Z ( L >pk(1_p)1000 k

k=0

(c) Ha Y jeldli a selejtes iivegek szamat, akkor Y binomialis eloszlast (Bernoulli!), n = 1000 és p =
2 — 28(2) paraméterekkel. Tehat E(Y) = 1000(2 — 28(2)).

40. Feladat

Az X valészintségi valtozo varhato értéke m = 1 és a szorasat jelolje o > 0. Hatarozzuk meg a P(m—20 <
X < m + 20) valoszintiséget, ha

(a) X normalis eloszlasu (@ fiiggvénnyel adja meg!),
(b) X exponencialis eloszlasi,

(c) X Poisson-eloszlasu (csak a formulat adja meg!).
Utmutatds. (a) Ha F az X eloszlasfiiggvénye, akkor P(m—20 < X < m+20) = F(m+20)—F(m—20) =

D(2) — P(—2) = 29(2) —
(b) Ha X exponencialis eloszlasu, akkor itt A =1, és m = o = 1, tehét

3 -
P(71<X<3):P(0<X<3):/ e Tdr = [fe*g”]ézlfe*3
0

(c) Ha X Poisson-eloszlasi, akkor itt A\ = 1 és ¢ = v/A = 1, tehat

| —

-1
e
!

E'T‘

2
P(-1<X<3)=PO0<X<3)=)_
k=0



20. Fejezet

41. Feladat

Az X és Y diszkrét valoszintségi valtozok egylittes eloszlasat az aldbbi tablazat adja meg.

Y\x| 0o 1 2 3
0 [015 0.08 0.3 0.04
1 |o004 02 008 0
2 003 0 005 02

(a) Adjuk meg az Y valtozo peremeloszléasat.

(b) Fiiggetlenek-e az X és Y valtozok?

(c) Hatarozzuk meg a P(X > 1|Y < 2) feltételes valoszintiséget.
(d) Szamitsuk ki Var(Y) értékét.

Utmutatds. (a) A peremeloszlasokat a kovetkezs tablazat adja meg:

Y\x| o 1 2 3
0 |015 008 013 004 04
1 |004 02 008 0 |032
2 003 0 005 02028
022 028 026 024

(b) Nem fliggetlenek, hiszen 0.15 = P(X =0,Y =0) # P(X =0) - P(Y =0) = 0.22- 0.4 = 0.088.

(c) A feltételes valoszintiség definicioja alapjan

PX>1,Y<2) 025
PlY<2)  0.72

P(X>1Y <2) =

(d) Vilagos, hogy E(Y) = 0-0.4+1-0.32 + 2-0.28 = 0.88, tovabba a masodik momentum E(Y?) =
0-04+1-032+4-0.28=1.44. Innen Var(Y) =144 — 0.882.

42. Feladat

Feldobunk egy kockat kétszer egymas utan. Jelentse X a dobott szdmok kiilonbségének abszolut értékét,
és Y a dobott paros szdmok szamat.

(a) Adjuk meg X és Y egylittes eloszlasat.
(b) Fiiggetlenek-e X és Y?
(c) Hatérozzuk meg a P(Y > 1|X > 3) feltételes valoszintséget.

Utmutatds. (a) Az egyiittes eloszlast az alabbi tablazat adja:

Y\X| 0 1 2 3 4 5
0 [3/3 0 4/36 0 2/36 0
1 0 10/36 0 6/36 0  2/36

2 [3/36 0 4/36 0 2/36 0

(b) Nem fiiggetlenek, ugyanis pl. 3/36 = P(X = 0,Y = 0) # P(X = 0)- P(Y = 0) = 6/36 - 9/36.
(c) A feltételes valoszintiség definicioja alapjan:
P(X>3Y>1) 2/36 1

PY>UX>3) = =% 3 ~ 636 3




43. Feladat
Az X és Y valtozok egyiittes stirtiségfiiggvénye

[ alz+y?) ha0<z<1l,0<y<l
f (x’y)_{ 0 kiilsnben

(a) Adjuk meg az a paraméter értékét.
(b) Hatarozzuk meg az E(Y) varhato értéket.
(c) Fliggetlenek-e az X és Y valtozok?

Utmutatds. (a) Az y majd az x valtozo6 szerint integralva:
11 1 ) 1
1 :a/ / (x +y?) dydr = a/ [sr:y+y3/3}0 dx = a/ (x+1/3)dz =a(1/2+1/3)
o Jo 0 0

és innen a = 6/5.

(b) Elgszor az Y peremstrtségfiiggvényét allitjuk els. Adott 0 < y < 1 mellett:

6 ! 2 6 mz 21 6 1 2

Tehat a keresett peremstirtiségfiiggvény

(1+9%) haO<y<l
kiilonben

Suloe

fr(y) :{

Innen a véarhato érték:

E(Y)z/ooy-fy(y)dy=§/ol(g+y3) dyzg

(c) Nem fiiggetlenek, mert f(x,y) # fx(z) - fy (y)-

44. Feladat
Az X és Y valoszintiségi valtozok egyiittes striségfiiggvénye:

[ Azy, halO<z<1,0<y<2
f.y) = { 0,  Kkiilonben.

(a) Adjuk meg az ismeretlen A paramétert.
(b) Fiiggetlenek-e az X és Y véltozok?
(c) Hatarozzuk meg az E(X) varhato értéket.

Utmutatds. (a) Az A paraméter meghatarozésa:

1 p2 1 xy2 2 1 1
le/ / mydydx:A/ [] dx:A/ 2xdx:A[x2]0:A
0o Jo o L2 ] 0

(b) Integralasssal lathatjuk, hogy a két peremstriségfiiggvény:

2r halO<z<1

_ ha 0 <y <2
Ix(@) _{ 0 Kiilénben

kilonben

& fr(y) Z{ %

Tehéat f(z,y) = fx(x) - fy(y) minden = és y mellett, ezért X és Y fiiggetlenek.
(c) B(X) = [, 22 dx = 2/3.



45. Feladat
Az X és Y valtozok egyiittes stirtiségfiiggvénye

?+2z+Ay ha0<z<1l, 0<y<l
! (x’m_{ 0 kiilsnben

(a) Keressiik meg az ismeretlen A paramétert.
(b) Allitsuk el6 a peremstirtségfiiggvényeket!
(d) Hatarozzuk meg a P(X +Y < 1) valoszintséget.

Utmutatds. (a) Az A paraméter meghatarozéasa:
1

1 1 1 2 1 A
1://(x2+x+Ay)dydx:/ x2y+xy+Ay— d$:/ P+ o) de =
0 0 0 2 0 0 2

innen A =1/3.

(b) Az el6z6 pontban vizsgalt integralt tekintve

+

W =

2 +z+§ ha0<z<l1 ) t+3+Y% ha0<y<l1
fX(x)_{ 0 kiildnben ¢ frly) = 0 kiilonben

(c) A (0,0), (1,0) és (0,1) csucspontokkal rendelkezG haromszog tartomanyon integralva:

1 1—x y 1 y2 1—x
PX+Y <1) = // (:c2+:c+f)dyd:c=/ {$2y+my+] dx
o Jo 3 0 6],
1

1 1 1 1
= 21— 1— —(1—-2)?)dr==—-—-—
/0 (:I:( x) + xz( m)—|—6( x) =517 18
FIGYELEM: segitségképpen nézziik meg az Abrak.pdf file 1. abrajat.

46. Feladat
Az X és Y valtozok egyiittes stirtiségfiiggvénye

_J 6 haO<z<l, 0<y<l, z+y<l1
! <$’y)_{ 0 Kiilénben

(a) Hatérozzuk meg a P(Y < 1/2) valészintséget.
(b) Adjuk meg a P(X < 1/2|Y < 1/2) feltételes valoszintiséget.

Utmutatds. (a) Az Abrak.pdf 2. abraja alapjan

1/2 -y 1/2 X 1/2
P(Y <1/2)= / / 6z dx dy = / (322, Y dy = / 3(1 —y)2dy =7/8
o Jo 0 0

(b) Hasznaljuk a 2. abrat, akkor vilagos, hogy

1/2 p1/2 1/2
P(X <1/2,Y <1/2) = / / 62 dx dy = / 32%)5/% = 3/8
0 0 0

ezért a feltételes valoszintiség definicioja alapjan:

P(X <1/2]Y < 1/2) = P(X;(;/i’f/;) 1/2) _ 3;2 - %

N | =

(NN



21. Fejezet

47. Feladat
Az X és Y valtozok egyiittes stirtiségfiiggvénye

ha0<z <y 0<y <1,
kiilénben

1

= Y

fz,y) { 5

(a) Hatarozzuk meg a P(X +Y > 1) valoszintiséget.

(b) Adjuk meg a P(X < 1/2|Y < 1/2) feltételes valoszintiséget.

(c) Hatarozzuk meg X és Y kovariancajat.

Utmutatds. (a) A 3. abrara tekintettel (1asd: Abrak.pdf, nézziik a kék szaggatott vonalat):

Lorg1v 1 1—y
PX+Y>1) = / / fdxdy—/ [} dy:/ (1—) dy
1/2J1 172 LY 11y 1/2 Y
1
/ (2—) dy:[2y—lny]i/2:1—ln2
1/2 Y

(b) A 4. abra alapjan

1/2 12 Y 1/2 1
P(X <1/2)Y <1/2) = / / fd:vdyf/ {] dy:/ dy = =
0 Ylo 0 2

Az abrabol az is lathato, hogy P(Y < 1/2) = P(X < 1/2,Y < 1/2) = 1/2, ezért

P(X <1/2,Y <1/2) _

P(X <1/2|lY <1/2) = P(Y <1/2)

Ez az eredmény nem meglepd, hiszen az egész haromszog tartoményon, ahol a stirtiségfiiggvény nem nulla,
fennéll, hogy Y > X. Tehat az {Y < 1/2} eseménybdl kovetkezik az {X < 1/2} esemény.

(c) Az X varhato értéke parciélis integralassal:

1
/ /fdydx—/ -[lny]i dac:—/ zlnzdx
0
1 271
T T 1
= — —1 — — —
[, 5= (5],

ahol alkalmaztuk L’Hopital-szabélyt. Az Y varhaté értéke:

1 Y1 1 Yy 211 1
= [ [ jwar= 5] w=5] =3
0 oY 0 Ylo 2]y 2

Tovabba az XY szorzat varhato értéke:
Loy g 121 1 Y2 1
E(XY ://wyfdmdy:/ {} dy:/ —dy = -
( ) o Jo Y 0 2 | 0o 2 6

Cov(X,Y) = E(XY) - E(X) - E(Y) =

B(X)

Tehat a kovariancia:

48. Feladat
Az X és Y valtozok egyiittes stirtiségfiiggvénye

[ 6e72*73Y  haxz >0, ésy >0,
F,y) = { 0 kiilsnben

Hatarozzuk az X és Y korrelacids egyiitthatojat.



Utmutatds. Vegyiik észre, hogy az egyiittes stirtiségfiiggvény a kovetkezs két peremstirtiségfiiggvény
szorzatara bonthato:

2¢e72* hax >0 ) [ 3¢ hay>0
Fx(w) = { 0 kilomben ¢ /v(®) = { 0 kiilsnben
amelyek rendre A = 2, illetve u = 3 paraméterd exponenciilis eloszlasok.
FIGYELEM: Ellendrizziik ezt az észrevételt kozvetleniil integréaléssal is!
Mivel f(z,y) = fx(x) - fy(y) minden pontban, azért X és Y fliggetlenek, igy Corr(X,Y) = 0.

49. Feladat

Legyenek X és Y fiiggetlen exponencialis eloszlasa valdszintségi valtozok rendre A = 1/2, illetve = 1/3
paraméterrel. Hatarozzuk meg az
E(X+Y)?)

varhato értéket.

Utmutatds. Vilagos, hogy az exponencialis eloszlas tulajdonsagai miatt E(X) =2, E(X?) =8, E(Y) =3
és E(Y?) = 18. Masrészt a fiiggetlenség alapjan:

E(X+Y)?) =E(X?)+2B(XY)+E(Y? = E(X?) +2E(X)-E(Y) + E(Y?)

Innen BE(X +Y)?) =8+2-2-3+18=38.

50. Feladat

Legyenek X és Y fiiggetlen Poisson-eloszlasu valoszintiségi valtozok rendre A = 2, illetve p = 3 paramé-
terrel. Hatarozzuk meg az
B((X -Y)?)

varhato értéket.

Utmutatds. Vilagos, hogy a Poisson-eloszlas tulajdonsagai miatt F(X) = 2, B(X?) = Var(X)+E(X)? =
6, és hasonléan E(Y) =3, E(Y?) = Var(Y) + E(Y)? = 12. Masrészt a fiiggetlenség alapjan:

E((X -Y)?) = E(X?) - 2B(XY)+ E(Y? = B(X?) - 2E(X)-E(Y) + E(Y?)

Innen BE(X —Y)?)=6-2-2-3+12=6.

51. Feladat

Legyenek X és Y fiiggetlen normalis eloszldst valoszintiségi valtozok, rendre m; = 2, o1 = 1, illetve
me = 3, 09 = 2 paraméterekkel.

(a) Adjuk meg Var(X +Y) értékét.
(b) Hatérozzuk meg az E(X? — XY + Y?) varhato értéket.

Utmutatds. (a) Az adatokbol egyrészt Var(X) =1 és Var(Y) = 4, masrészt a fiiggetlenség miatt:
Var(X +Y)=Var(X)+Var(Y)=5

(b) Egyrészt E(X?) = Var(X) + E(X)? = 5, illetve E(Y?) = Var(Y) + E(Y)? = 13, masrészt a
fiiggetlenség miatt

E(X?-XY+Y}) =EBEX*)-EBEXY)+EY*)=EX*)-EBEX)-EY)+E(Y?=5-6+13=12

52. Feladat

Dontse el, hogy melyik IGAZ és melyik HAMIS.

(a) Ha Corr(X,Y) = 1/4, akkor Corr(—3X,5Y) = —1/4

(b) Ha X és Y fiiggetlenek, akkor D(X +Y) = D(X) + D(Y).

(c) Ha Corr(X,Y) =0, akkor E(XY) = E(X) - E(Y).

(d) Ha Corr(X,Y) =0, akkor X és Y fliggetlenek.

(e)Ha Zy,. .., Z, fiiggetlen standard normaélis eloszlasu valoszintségi valtozok, akkor D(Z1+...+Z,) = n.



22. Fejezet

53. Feladat

Legyenek X és Y fiiggetlenek, és egyenletes eloszlastak a [0,1] intervallumon. Allitsuk els az X + Y
valtozo strtségfiiggvényét.

1. Megoldds. Elgszor allitsuk el az X + Y eloszlasfliggvényét. Jelolje H ezt az eloszlasfiiggvényt, azaz
H(z) = P(X+Y < z) tetszbleges « € R esetén. Vilagos, hogy z < 0 mellett H(z) = P(X+Y <z) =0.
Ha ezutén 0 < x < 1, akkor az 5. dbra alapjan

2
H(m)zP(X+Y<x):%
ha pedig 1 < =z < 2, akkor a 6. &bra szerint
1 9 x? x?
H(m):P(X+Y<x):1—§(2—w) =1- 2—2m+? :—1—1—2:10—?

Masrészt vilagos, hogy x > 2 esetén H(x) = P(X +Y < x) = 1. Tehat az eloszlasfiiggvény

0 haz <0

I2

—1+2rx—-% hal<z<2
1 ha x > 2

A keresett h strtiségfiiggvény ennek derivaltjaként els, azaz

T ha0<z <1
hiz)=9 2—2z hal<az<2
0 kiilonben

2. Megoldds. Hatarozzuk most meg a h strtségfiiggvényt kozvetleniil a konvolacios integral alapjan. Az
X és Y egyarant egyenletes eloszlasuak a [0, 1] intervallumon, jel6lje f a (azonos) stirtségfiiggvényiiket.
A konvolucids integral szerint béarmely z € R esetén

) = [ T -ty

Nézziik meg, hogy adott z valés szam mellett mikor nem nulla az integrandus (amikor nem nulla, akkor
1). Ennek sziikséges és elégséges feltétele 0 <t <1 és 0 < x —t < 1. Ez utébbi egyenlStlenséget ugy is
irhatjuk, hogy t < z < 14 ¢. Ha tehat 0 < x < 1, akkor 0 < ¢ < z, és ezért

h(m):/owldt:x

Ha pedig 1 < z < 2, akkor x — 1 <t < 1, és ezért

h(x)z/l_lldt:[t];1:1—(x_1):2_m

Tehat az X + Y stirtiségfiiggvénye

T ha0<zx<1
h(rz)=¢ 2—2 hal<z<2
0 kiilonben

ahogy azt az el6z6 megoldasban is lattuk.

54. Feladat

Legyenek X ésY fliggetlen binomialis eloszlasu valoszintiségi valtozok n és p, illetve m és p paraméterekkel.
Keressiik meg X + Y eloszlasat.



Utmutatds. Valasszunk egy k természetes szamot. Ekkor a fiiggetlenség miatt

P(X+Y =k) = Y P(X=jY=k=j)=Y P(X=j)-PY =k—j)=

k
=0

= S (M- ()

j=0
- g 50 () - (e

Az utolsé6 sorban az "alma-korte" azonossagot hasznaltuk!

.
- 1M~
o

Tehat egy n+ m és p paraméterekkel rendelkez§ binomidlis eloszlédshoz jutottunk. Vegyiik észre, hogy ez
a gondolatmenet nem miik6dott volna, ha X és Y p-paraméterei kiilonb6zéek lettek volna!

55. Feladat

Egy feleletvalasztos vizsgadolgozatban 10 kérdés szerepel, mindegyikhez meg van adva 5 lehetséges valasz,
amelyek koziil pontosan egy igaz. A vizsgazonak minden kérdéshez be kell jeldlnie az egyetlen helyesnek
gondolt valaszt. Ha 40%-os teljesitmény kell a ketteshez, és a vizsgazo egymastol fiiggetleniil teljesen
véletlenszeriien jeloli meg a vélaszokat, mi a valoszintisége, hogy atmegy?

Utmutatds. Jelentse X, a k-ik kérdésre kapott pontszamot, ami 1 vagy 0 aszerint, hogy a valasz helyes
vagy sem (k =1,...,10). A pontszamok Osszegét jelolje X = X7 +...+ X;0. Ekkor az az esemény, hogy
a vizsgazo atmegy, azt jelenti, hogy {X > 4}. Ennek pontos valoszintisége

10 /10
P(X >4) = 2k0.810—F
(X > 4) Z<k>02 0.8
k=4
hiszen minden kérdésben 0.2 a helyes valasz valoszintisége.

Viladgos, hogy X binomialis eloszlastu (Bernoulli-kisérlet!) n = 10 és p = 0.2 paraméterekkel, ezért a
varhato értéke m = 2, és a szorésa o = /10 - 0.4 ~ 1.26.

Ha most a centralis hatareloszlas-tétel szerint hasznaljuk a normalis eloszléssal valé kozelitést, akkor

2 X-2 8
PA<X<10) = P < < ~ P(1. 7 < 6.3492
(4= X <10 <1.26_ 1.26 _1.26> (15873 < Z < 6.3492)

= $(6.3492) — B(1.5873) ~ 1 — 0.9441 = 0.0559

és ezek kb. 4 tizedesre pontos értékek. A ® fliggvény értékeit megtalaljak a Feladatgytjtemény-2 tabla-
zatai kozott, vagy barmilyen tablazatkezel§ programban (pl. MS Excel).

TANULSAG: véletlen valasztassal még 6% esélyiink sincs a kettesre.

56. Feladat

Egy AK évfolyamon a valdszintiségszamitas targy jegyeit a tanar gorbe illesztéssel allapitja meg ("Grading
on the curve"). Ez azt jelenti, hogy nincsenek fix hatarok, az 6sszpontszam alapjan pl. az als6 10% bukik,
a fels6 10% jelest kap, és igy tovabb. Ha a vizsgadolgozatok pontszamai kozelitleg normalis eloszlast
mutatnak m = 74 és 0 = 8.2 paraméterekkel, melyik az a legalacsonyabb pontszam, amellyel még at
lehet menni?

Utmutatds. Jelolje X egy véletlenszertien vett pontszamot. Olyan a valos szamot keresiink, amelyre
P(X < a) > 0.1, és a a legkisebb ilyen tulajdonsagu egész szam. A standard normalis eloszlasra konver-
talassal azt kapjuk, hogy

P(X<a)P<Z< a_m> P<Z<ag274> > 0.1
(o .

A tablazat alapjan ®(1.29) = 0.9015, ezért a szimmetria miatt ®(—1.29) = 0.0985 < 0.1. Ha tehat

a—"74
8.2

=-1.29



akkor az adédik, hogy a ~ 63.422. Ez azt jelenti, hogy a vizsgaz6 egy 64 pontos dolgozattal biztosan
adtmegy a vizsgan. A 63 pont nem biztos, hogy elegendd!

57. Feladat

Egy tjonnan iizembehelyezett Toyota gépkocsi esetén az az id6tartam, ami az els§ javitasig eltelik, ko-
zelit6leg normalis eloszlasa, m = 6 év, és 0 = 1.2 év paraméterekkel. A garancia id&szakon beliili javitas
ingyenes. Ha egy Toyota kereskedd gy szamol, hogy maximum az eladott gépkocsik 2%-at képes ingyen
javitani, milyen hosszu garancia idészakot adjon az &ltala értékesitett gépkocsikra?

Utmutatds. Jelentse egy tj Toyota gépkocsira az X valoszintiségi valtozo az elsG javitasig eltels id6t.
Olyan a valos szamot keresiink (a garancia id6tartama), amelyre P(X < a) < 0.02, és piaci érdekek
miatt a lehetd legnagyobb ilyen tulajdonsagi szam.

A standard normélis eloszlasra attérve

a—m a—06
= e < .
P(X < a) P(Z< 5 > @(1'2)002

A tablazat alapjan ®(2.06) = 0.9803, ezért a szimmetria miatt ®(—2.06) = 0.0197 < 0.02. Ha tehat
a—6
1.2

akkor azt kapjuk, hogy a =~ 3.528. Tehat a kereskedd biztonsagosan kinalhat 3 év garanciat (s6t 3.5 évet
is).

= —2.06

58. Feladat

Egy biztositohoz egy év alatt beérkezs karigények szdma adott A > 0 paraméterd Poisson eloszlasu
valosziniiségi valtozd. Annak valoszintisége, hogy a kérigényt a biztosito elutasitja adott 0 < p < 1
egymastol fiiggetleniil. Adjuk meg az adott évben az elutasitott kirigények szaméanak eloszlasat és varhato
értékét.

Utmutatds. Jelentse X az elutasitott karigények szamat, illetve Y a beérkezett karigények szamat. Vila-
gos, hogy az {Y = n} események n = 0,1,2,... mellett teljes eseményrendszert alkotnak.

Legyen most k tetszOleges természetes szam. Az X eloszlasdhoz a P(X = k) valoszintségeket kell
meghataroznunk. A Teljes valoszintség tétele folytan

P(X=k)=>» P(X=kY =n)-P(Y =n)
n=0
Ennek meghatérozasahoz egyrészt figyeljiink arra, hogy adott n mellett a P(X = k|Y = n) valoszintség
egy Bernoulli kisérletet jelent. Masrészt k > n esetén P(X = k|Y = n) = 0 (elutasitott karigények szdma
nem lehet tobb, mint a beérkezdk szédma). Tehat

L = (n m kA" = p)F A =p)]n R
P(X=k = ;(k)pk(l—p) ’“mek_n; ) e
A)FE e~ ML =)™ Ap)F
_ (]Z) e,\pz[((n_Pli])! ¢! p):(lf!) =P

n=k

Vegyiik észre ugyanis, hogy az utols6 sorban a szumma éppen 1, hiszen az a A(1 — p) paramétert Poisson-
eloszlas Gsszege.

Tehat az elutasitott karigények szama is Poisson eloszlast Ap paraméterrel, és igy E(X) = Ap.

59. Feladat

Legyenek 7y, 75 és Zs fiiggetlen, standard normalis eloszlasu valoszintiségi valtozok, és jelentse X =
71+ Zo + Z3 az Osszegiiket. Adjuk meg a @ fiiggvény segitségével a P(—3 < X < 3) valoszintséget.

Utmutatds. A fiiggetlenség miatt X is normalis eloszlasu valtozé m = 0 varhato értékkel, és o = /3
szorassal. Jelentse F' az X eloszlasfiiggvényét. Ekkor

P(—3< X <3)=F(3)— F(~3) = & (\%) i, <\_/§l> —25(v/3) ~ 1

a ¢ fiiggvény szimmetridja miatt.
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60. Feladat

Tegyiik fel, hogy X olyan valdszintségi valtozo, amelynek varhato értéke m = 10 és szordsa o = 3. A
Csebisev-egyenl6tlenséggel adjunk becslést a kovetkezd valdszintségekre:

(a) P(5< X < 15)

(b) P(IX 10| > 4)

(c) P(3< X < 16)

(d) Melyik az a legkisebb £ > 0, amelyikre P(|X — 10| < &) > 0.87

Utmutatds. A Csebisev-egyenl6tlenség szerint barmely € > 0 esetén

o2
Pm—e<X<m+e)>1——

o2
(a) Ekkor € = 5, ezért P(5 < X <15) >1—-9/25 =16/25

(b)y P(|IX =10 >4) =1—-P(6 < X < 14) <1-(1-9/16) = 9/16 (Figyeljiink a forditott iranyu
becslésre!)

(c) Itt a {3 < X < 16} esemény nem szimmetrikus m = 10-re. Tegyiik szimmetrikussa. Mivel also
becslést tudunk adni a Csebisev-egyenlStlenséggel, azért a szimmetriat az esemény sziikitésével érhetjiik
el. Tehat 9 3
P(3<X<16)2P(4<X<16)21—%:Z
(d) A Csebisev-egyenl6tlenségbdl a legkisebb e értéket igy kapjuk:
9
PIX -10|<e)=P(l0—-e< X <10+¢) 21—8—2:0.8

Innen £? = 45, és igy € ~ 6.7

61. Feladat

Hatérozzuk meg a P(m — 20 < X < m + 20) valoszintiség alsd becslését a Csebisev-egyenlétlenséggel,
illetve a pontos értékét az alabbi esetekben:

(a) X normalis eloszlast,

(b) X egyenletes eloszlasu a [0, 1] intervallumon,
(c) X exponencidlis eloszlast A = 1/4 paraméterrel,
(

d) X stirtiségfiiggvénye a kovetkezo:

@) = dz+2 ha —1/2<z<0
T 1 2—4z hal0<x<1/2
Utmutatds. Az also becslés:

Pm—20 <X <m+20)>1—--=0.75

> =

(a) Normalis eloszlas esetén P(m —20 < X <m+20) =29(2) —1=2-0.9772 — 1 = 0.9544
(b) Egyenletes eloszlas esetén m = 1/2 és o = 1/2+/3, tehat
1 1 1

1
Pm—2c<X<m+4+2o)=P|l-——<X<-4+4—|=P0<X<1)=1
( : <2 V3 2 ﬁ) ( )

(c) Exponencialis eloszlas esetén m = 1/\ =4, és 0 = 1/A = 4, tehat

12
1 12
Plm—20<X<m+20) = P(-4<X<12)=P0<X <12) = / e da = [—e—w/ﬂo
0

= 1—-e32095



(d) Abra készitésével lathato, hogy az adott eloszlds szimmetrikus az origora, ezért m = E(X) = 0.
Masrészt f paros fiiggvény, ezért a masodik momentum

, 1/2 ) 1/2 ) 203 4 1/2 1 1 1
E(X):/ wf(x)dx:2/ x(24x)dx2{3:c} 2(1216)24

—1/2 0 0

Tehat o = 1/2v/6 ~ 0.2. A stirtiségfiiggvény grafikonjara tekintettel

0.4
Pim—20 <X <m+20) =~ f(z)dx=1-0.04 =0.96
—0.4

Tanulsag: A Csebisev-egyenl6tlenség minden valészindségi valtozora igaz (ha van m és o), ennélfogva
nem varhato t6le nagy pontossidg. A becslés anndl kézelebb van a pontos értékhez minél nagyobb az ¢,
és minél inkdbb "szétteriilg" az eloszlas.

62. Feladat

(a) Egy multinacionéalis nagyvallalat 7 vezet6i poziciéra hirdet meg palyazatot. Az allasok betdltésének
feltétele a kivalo matematikai (elsGsorban valoszintségszamitasi) felkésziiltség. A pozicidkra 100 palyazo
jelentkezik, akik szamara a véllalat egy matematikai tesztet készit. A teszten a palyazok atlageredménye
m = 60 pont, 0 = 6 szordssal. A pontszamok eloszlasarél semmit sem tudunk. Ha én pélydztam az
allasra, és a teszten elért eredményem 83 pont, akkor vajon szamithatok-e arra, hogy megkapom az egyik
poziciét?

(b) Mit mondhatunk akkor, ha tudjuk, hogy a pontszamok kozelitSleg normalis eloszlast mutatnak?

(¢) Mit mondhatunk akkor, ha a pontszamok kozelit6leg egyenletes eloszlasiak?

Utmutatds. (a) Vilagos, hogy akkor kapom meg az allast, ha a teszteredményem a felsé 7%-ban van.
Jelentse X egy véleletszertien valasztott palyazé pontszamét. Olyan A limit értéket keresiink, amelyre
P(X > A) <0.07, azaz milyen pontszam felett van a fels6 7%.

Mivel az eloszlas nem ismert, hasznaljuk a Csebisev egyenlGtlenséget. Keressiink olyan ¢ > 0 szamot,
hogy
36
Pm—e<X<m+e)=P60-ec<X<60+e)>1-— =093
€
Ekkor ugyanis P(X > 60+ ¢) < 0.07 biztosan teljesiil, tehat 60 + ¢ jo valasztas lesz az A limit értéknek,
és a Csebisev-egyenlGtlenség alapjan € a legkisebb ilyen érték. A fenti relaciobol

36
1-— =093
€

és innen €2 ~ 514.28, azaz € ~ 22.677. Mivel 60+ 22.677 < 83, ezért egészen biztosan megkapom az egyik
allast.

FIGYELEM! Ha ezen szamolas alapjan az jott volna ki, hogy m + & > 83, még akkor is lehetséges, hogy
megkapom az allast, mert a Csebisev-egyenlétlenség viszonylag durva becslést jelenthet. Nem beszélve
arrél, hogy az m — ¢ alatti részt nem is vettiik figyelembe. Csak éppen a pozicidé elnyerése ezzel a
megoldassal nem garantalhato (csak legfeljebb valészintsithets, ha a kiilonbség kicsi).

(b) Ha a pontszamok eloszlasa kozelit6leg normalis m = 60 és 0 = 6 paraméterrel, akkor a keresett A
értékre azt kapjuk, hogy

A —60

P(XzA):1—F(A)=1—<1>( )30.07

A—60

=1.48

egyenlGségh6l A ~ 68.88. Tehét ezen tobblet informacié alapjan azt latjuk, hogy mar egy 69 pontos
dolgozattal is biztosan elnyerhetd az allés.

(c) Ha X egyenletes eloszlasu valamely [a, b] intervallumon, akkor az ismeretlen a és b végpontokra

N2
a+b:60 o (b—a)

2 TH




Ebbdl az egyenletrendszerbdl b — a = 20.6, és igy a végpontokra a = 49.7 és b ~ 70.3. Ennek az [a, b
intervallumnak a fels6 7%-a biztosan a [68.8,70.3] intervallumban van.

Tehat a 69 pont ebben az esetben is biztosan elegendd az allas elnyeréséhez.

63. Feladat

Egy biztosité tarsasdgnak 10 000 tigyfele van, akik mindegyike egy adott évben p = 0.002 valoszintiséggel
nyujt be kirigényt egymastol fiiggetleniil. Hatarozzuk meg, hogy 90%-os biztonsdggal milyen hatarok
kozott lesz az adott évben a beérkezett karigények szama.

Utmutatds. Jelentse X az adott évben beérkezett karigények szamat. Mivel Bernoulli-kisérletrél van
sz6, X binomialis eloszlasa n = 10000 és p = 0.002 paraméterekkel. Tehat m = E(X) = np = 20, és
Var(X) = 0% =np(1 — p) = 20-0.998 ~ 20, azaz o ~ 4.48.

A Csebisev-egyenlétlenség alapjan barmely € > 0 mellett

0.2

P(|X—m\<£)21—€—220.9

A legjobb ¢ értéket akkor kapjuk, ha

azaz €2 = 200, és igy € ~ 14.14. Tehat a beérkezs karigények szama legalabb 90%-os biztonsaggal 5 és
35 kozott lesz.



