A Cauchy-integral

Bevezetés

A vilag legtobb felsGoktatési intézményében a bevezetd jellegl analizis tan-
anyagok a Riemann-féle integralfogalmat targyaljak. Ez torténetileg, és nem kis
részben hagyomanytiszteletbdl alakult igy, azonban ennek a felépitésnek szdmos
hatrénya van.

Riemann eredetileg azért altalanositotta a Newton-féle (folytonos fliggve-
nyekre vonatkozo) integralfogalmat, hogy nem folytonos fiiggvények Fourier-
soranak egyiitthatoit is meg tudja hatarozni. Ez a fogalom az Archimédesz-féle
klasszikus kétoldali kozelitésen alapul, amely a matematika egyik leg&sibb elja-
rasa, és az emberi gondolkodas meghatarozé eleme.

Ugyanakkor ez a fogalom nem igazan jol eltalalt az alabbi értelemben. A
klasszikus analizis talan legfontosabb tétele a Newton-Leibniz-formula, amely az
egész ujkori természettudomany egyik sarokpontja, és a differencidlszamitas és
integralszamitas nagyszert Osszefiiggését vilagitja meg. A formula olyan fiigg-
vényekre érvényes, amelyek Riemann-integralhatoak, és egyuttal van primitiv
fiiggvényiik. A folytonos fiiggvények ilyenek, de ez az osztaly b&vebb.

Nincs a matematikiban olyan tétel, amely karakterizalni tudna ezt a fligg-
vényosztalyt. Vannak olyan fiiggvények, amelyek Riemann-integralhatéak, de
nincs primitiv fliggvényiik (gondoljunk béarmilyen nem azonosan konstans lép-
csOs fliggvényre), de vannak olyanok is, amelyeknek van primitiv fliggvényiik de
nem Riemann-integralhatoak, lasd Volterra példajat a 7. gyakorlatban. Ezért a
Newton-Leibniz-formula matematikailag nem kerek, olyan mintha azt monda-
néank, hogy "tekintsiik azokat a fiiggvényeket, amelyekre igaz a Newton-Leibniz-
formula, akkor azokra igaz a Newton-Leibniz-formula".

Az alabbiakban felvazolunk egy maésik elemi integralfogalmat: a Cauchy-féle
integralt. Ez a fogalom a fenti értelemben kerek: az integralhaté fiiggvények
és a primitiv fliggvénnyel rendelkezé fiiggvények halmazainak metszete éppen
a folytonos fiiggvények halmaza. A felépités lényegesen egyszertibb és talan
természetesebb is abban az értelemben, hogy hasonlit a Lebesgue-féle integrélra,
pusztan az egyenletes konvergencia helyett a pontonkénti konvergenciat kellene
hasznalnunk.

A Cauchy-integrélhato6 fliggvények halmaza természetesen sziikebb, mint a
Riemann-integralhatoké, de a kivételes példak elég komplikdltak ahhoz, hogy
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gyakorlati szempontbdl a mi fogalmunk elég altalanos legyen, lasd a 6. gyakor-
latot. A végs6 megoldast amigy is a Lebesgue-integral szolgaltatja, amely mér
teljes is az integralnormara nézve.

1. Egyszeri fliggvények

Legyen a tovdbbiakban [a,b] a szdmegyenes valamely véges zart intervalluma.

1.1 Definicié. Az f : [a,b] — R fliggvényt egyszerinek nevezzik, ha az
f fliggvénynek minden pontban létezik véges jobb, és bal oldali hatarértéke.
Jelolje Sla,b] az [a,b] intervallumon egyszeri fiiggvények halmazéat. Vilagos,
hogy S[a, b] vektortér.

Azonnal lathato, hogy ha f € Sa, b, akkor f korlatos az [a, b] intervallumon.
A kovetkezSkben példakat keresiink egyszerii fliggvényekre.

1.2 Definicié. Azt mondjuk, hogy ¢ : [a,b] — R lépcsds figgvény az [a,b]
intervallumon, ha létezik az [a, b] intervallumnak olyan

a=20<x1<...<Zp,=0b

felosztéasa, hogy ¢ allando6 az (zp_1,zk) szakaszokon (k=1,...,m).
Az alabbi allitas nyilvanval6 a definiciok alapjan.

1.3 Allitas. Legyen ¢ lépcsds fiigguény az [a,b] intervallumon. Akkor o €
Sla, b].

Ezutan fliggvényeknek egy viszonylag széles osztalyarél mutatjuk meg, hogy
az egyszeri figgvények kozé tartozik.

1.4 Allitas.  Tegyiik fel, hogy f : [a,b] — R korldtos és monoton. Akkor
f € Sla,b].

Bizonyitas. Foltehetd, hogy f monoton novs, és elég csak példaul a bal
oldali hatarértékek létezését igazolni. Valasszunk egy zo € (a,b] pontot, és
legyen

y=sup{f(z):x € [a,z0)}.

Mivel f korlatos, azért y véges. Legyen ¢ adott pozitiv szam. Akkor van olyan
x1 € [a,x0), hogy f(x1) >y —e. Legyen § = xg — 1. Ha most z € (z¢ — 9, zo),
akkor f(x1) < f(x) <y, azaz 0 <y — f(x) < e. Ez éppen azt jelenti, hogy

lim f =y,

To—
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azaz létezik a bal oldali hatarérték az xy pontban. [J

Mivel egy folytonos fiiggvénynek egyarant van jobb, és bal oldali hatarértéke
is, azonnal adodik az alabbi allitas.

1.5 Allitas. Cfa,b] C S[a,b].

Természetesen forditva dltalaban nem igaz, hogy minden egyszert fiiggvény
folytonos is lenne. Példa erre barmely nem azonosan allando lépcsés fiiggvény.
Darboux-fiiggvények kdrében azonban az éallitas mar megfordithato.

1.6 Definicié. Az f : [a,b] — R fiiggvényt Darbouz-tulajdonsiginak nevez-
ziik, ha barmely z1 < x2 és f(x1) < y < f(z2) (vagy f(z1) > y > f(x2))
pontokhoz van olyan = € [z1,x2], hogy f(z) =y.

A Bolzano-tétel értelmében minden folytonos fiiggvény Darboux-tulajdon-
sagu, forditva azonban ez nem érvényes. Tekintsiik példaul az

in 1
fa={ g e )

fiiggvényt a [0, 1] intervallumon. Konnyen lathato, hogy ez a fliggvény Darboux-
tulajdonsagu, de nem folytonos a 0 pontban.

Talalhatunk példat olyan Darboux-fiiggvényre is, amely egyetlen pontban
sem folytonos (lasd a 2. gyakorlatot).

1.7 Tétel. Legyen f € Sla,b] Darbouz-tulajdonsigi az [a,b] intervallumon.
Akkor f € Cla,b).

Bizonyitas. Tekintsiink egy x¢ € (a,b) pontot, és legyen

y1 = lim f yo = lim f.
To— zo+
Elég igazolni, hogy y1 = y2 = f(xo). Tegyiik fel indirekt modon, hogy példaul
y1 < Y2, és legyen € = yo5 — y1. Ekkor van olyan § > 0, hogy zp — 0 < z < g
mellett

€
F@) —ml <5,
toviabba zg < < zg + § mellett

[f(x) = 2| <

w| ™

Ha most 2p — § < 21 < g, és 29 < x2 < xg + 0, akkor az y = 1/2(y1 + y2)
jeloléssel fennéll, hogy

flz1) <y < fx2).
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Nincs azonban az |27, z2] intervallumban olyan pont, amelynek képe y lenne, és
ez ellentmond a Darboux-tulajdonsagnak. [

Ha az [a,b] intervallumon Darboux-tulajdonsagu fliggvények halmazara be-
vezetjiik a Dla, b] jelolést, akkor az el6bbi tételiink &llitasa a

Cla,b] = Dla,b] N Sa, b]

egyenlGség alakjaban irhato fel.

2. Az egyszerti fiiggvények tere

A kovetkezs tételiinkben az egyszerti fliggvényeket 1épcsés fiiggvényekkel jelle-
mezzik.

2.1 Tétel. Az f:[a,b] — R fiigguény akkor és csak akkor egyszerd, ha elddll
lépcsds fiigguények egyenletesen konvergens sorozatinak hatdrértékeként az [a, b]
intervallumon.

Bizonyitas. Sziikségesség. Tegyiik fel, hogy f € S[a,b], és legyenek n € N
és x € [a,b] adottak. Ekkor az x pontnak van olyan U, kornyezete, hogy ha
az u és v pontokat egyarant az x bal oldali (vagy jobb oldali) kérnyezetébdl
valasztjuk, akkor

1
— < —.
Fw) = f) < -
Ekkor az [a, b] kompakt intervallum
a0 c | J Us
z€[a,b]
nyilt fedéséhez jutunk, amelybdl kivalaszthatd véges befedés, legyen ez

Usiy oo Uy,

Tegytik fel, hogy U,, = (ax,bx), (k = 1,...,m), és rendezziik nagysag szerint
az a,b, ai,...,Qm,01,..., by, T1, ..., Ty szamokat. JelOlje ezt a rendezést

a=ug<u; <...<u; =b,

ahol az a-néal kisebb, illetve b-nél nagyobb szadmokat elhagytuk. Konnyen lat-
hato, hogy ha u és v ugyanazon (u;_1,u;) intervallumba esnek, akkor |f(u) —

f)] < 1/n.
Ertelmezziik az alabbi ¢, : [a,b] — R lépcsés fiiggvényt: o, (u;) = f(us),
tovabba = € (u;—1,u;) esetén

en(x) = f (ul;u> ,
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ahol ¢ = 1,...,j. Ekkor minden x € [a, b] pontban

7(@) — pula)] <

és ez éppen azt jelenti, hogy ¢, — f egyenletesen az [a, b] intervallumon.

Elégségesség. Tekintsiik most 1épcsés fiiggvények egy olyan ¢, sorozatét,
amelyre ¢, — f egyenletesen az [a, b] intervallumon. Elég megmutatni, hogy az
f figgvénynek minden z( € (a,b] pontban létezik bal oldali hatarértéke. Legyen
ezért € > 0, ekkor van olyan n index, hogy

€

£(@) ~ pula)] < &
minden z € [a,b] pontban. Talalhaté tovabba olyan ¢ > 0, amelyre

[on(u) = u(®)] < £,

hacsak u,v € (xg — 0, o). Tehat barmely ilyen u, v pontokban

[f(u) = f()] < [f(w) = on(@)] + lpn(u) = on(0)] + [on(v) = flv)] <e.

Innen azonnal adédik, hogy az f fiiggvénynek az xy pontban létezik véges bal
oldali hatarértéke. [J

Lassuk el az S[a, b] vektorteret az egyenletes konvergencia norméjaval, azaz
minden f € Sla, b] fiiggvényre legyen
£l = sup [f(z)]. (2)

z€Ja,b]

Nyilvanvald, hogy igy norméat definidltunk.
2.2 Tétel. A fenti normdval Sa,b] Banach-teret alkot.

Bizonyitas. Ha f,, Cauchy-sorozat, akkor minden x € [a,b] pontban van
hatarértéke, legyen ez f(x). Ekkor természetesen f, — f egyenletesen az [a, b
intervallumon. Masrészt a 2.1 Tétel elégségességének igazolasanal csak annyit
hasznaltunk fel, hogy ¢, € S[a,b], igy azt bizonyitottuk, hogy egyszerd fiigg-
vények egyenletes limesze is egyszerd. Tehat f € S[a,b]. O

2.3 Allitas. Ha f € S[a,b], akkor taldlhaté olyan H C [a,b] megszimldlhato
halmaz, hogy f folytonos az [a,b] \ H halmazon.

Bizonyitas. A 2.1 Tétel szerint taldlhato lépesSs fiiggvények olyan ¢, so-
rozata, hogy ¢, — f egyenletesen az [a,b] intervallumon. Masrészt minden n
indexre van olyan H, C [a,b] véges halmaz, hogy ¢, folytonos az [a,b] \ H,
halmazon. Kovetkezésképpen f folytonos a

o0
H= U H,
n=1
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megszamlalhat6é halmazon kiviil. OJ

Ennek az allitasnak a megforditasa természetesen nem érvényes, lasd példaul
az (1) alatti fiiggvényt.

3. Az integral

El6szor 1épcsés fliggvények integraljat értelmezziik.

3.1 Definicié. Tekintsiink egy ¢ : [a,b] — R lépcsés fliggvényt, éspedig az
a=20 <21 <...<ZTy=0>

felosztas mellett p(x) = yi, ha x € (zg_1, k), ahol k =1,...,m. Akkor az

m

b
/ 0= yklwx —wr1) €R
a k

=1

vektort a o integrdljinak nevezzik az [a,b] intervallumon.

3.2 Allitas. Ha ¢ és v lépcsds figguények, akkor

/ab<aw+ﬂ¢>a/abso+ﬂ/abw

tetszdleges o, B € R egyiitthatok esetén.

3.3 Allitas. Legyen ¢ lépcsds figguény, akkor

b c b
[o=[ e+
a a C
bdrmely a < ¢ < b pont mellett.

Bizonyitas. Konnyen lathato, hogy ¢ leszikitése az [a, c], illetve [c,b] in-
tervallumra ugyancsak 1épcsds fiiggvény, igy az egyenlGség kozvetleniil adodik a
definiciobol. O

3.4 Allitas. Bdrmely ¢ lépcsds fiigguényre

b
|

< llell(b — a).
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Bizonyitas. Valoban,

b
/ © > yklak — wx-1)

1

il (zx — 2i-1) < ol Y_(@r —ar-1) = 2ll(b = a). O
k=1 k=1

m

k
m

IN

3.5 Allitas. Legyen ¢, lépcsds fiigguények egyenletesen konvergens sorozata
az [a,b] intervallumon. Akkor a

b
lim
n—-4o0o ¥n

hatdarérték létezik és véges.

Bizonyitas. Legyen ¢ adott pozitiv szdm. Mivel ¢, Cauchy-sorozat az
Sla, b] térben, talalhato olyan N index, hogy barmely n, k > N indexekre

|| | <—
Pn Pk b—a .
Innen a 3.2 és 3.4 Allitasok alapjan

b b

és ezzel az allitdsunkat igazoltuk. [

< llen = @ll(b—a) <e,

Most mar minden segédeszkoziink megvan ahhoz, hogy az integral fogalmat
kiterjessziik az egyszerii fliggvények terére.

3.6 Definici6é. Legyen f € S[a,b], és valasszunk lépcs@s fiiggvények olyan ¢,
sorozatat, amelyre ¢, — f egyenletesen az [a, b] intervallumon. Ertelmezziik az
f integraljat az

b b
fr=m e

formulaval az [a, b] intervallumon.

3.7 Tétel. Az integrdl egyértelmien meghatdrozott.

Bizonyitas. Ha f € Sla, b], akkor a 2.1 Tétel szerint talalhato lépcsds fiige-
vények olyan ¢, sorozata, amelyre ¢, — f egyenletesen az [a, b] intervallumon,
és ekkor a 3.5 Allitas miatt a

b

lim
n—-+o0o a Qpn
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hatarérték létezik és véges. Ha pedig v, is ilyen sorozat, akkor barmely € pozitiv
szamhoz taladlhato olyan N index, hogy minden n > N esetén

g
||<Pn—1/1n|| < b—a’

Kovetkezésképpen a 3.5 Allitasra tekintettel

/ab@n—/abwn

azaz lim, 1 o0 fj On = limy, 1 oo f; Vn. Bz azt jelenti, hogy az integral értéke
fliggetlen a lépcsds fliggvények sorozatanak valasztasatol. [J

<lpn = ¢ull(0—a) <,

Az kovetkez§ allitasok egyszeriien kovetkeznek a lépcesss fiiggvényekre meg-
fogalmazott megfelels allitasokbol.

3.8 Allitas. Ha f,g € S[a,b], akkor

/ab(ozf+ﬂg)a/:f+6/abg

tetszdleges o, B € R egyiitthatokra.

3.9 Allitas. Ha f € Sla,b], akkor

/abf=/:f+/cbf

tetszdleges a < ¢ < b pont esetén.

3.10 Allitas. Ha f € S[a,b], akkor
b
I
a

Bizonyitas. Legyen ¢, 1épcsés fliggvények olyan sorozata, amelyre ¢, — f
egyenletesen az [a, b] intervallumon. Vélasszunk egy e pozitiv szamot tetszsle-
gesen, ehhez van olyan N index, hogy |¢n|l < ||f|| + ¢, hacsak n > N. Ekkor a
3.4 Allitas folytan

b
[
a

<71 —a).

< (IFl + )b —a),
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azaz

< (Il +e)b—a).

[

Mivel ¢ tetsz6leges volt, innen azonnal adédik az &llitas. O

3.11 Tétel. Ha f, — [ az S[a,b] térben, akkor

b b
Jdm [ = [
Bizonyitas. A tételiink allitasa kozvetleniil kdvetkezik az

o]

< |l fn = fII(0—a)

egyenl6tlenségbdl. [

4. A Newton-Leibniz-formula

Legyen az aldbbiakban [a,b] véges, zart intervallum, és tekintsiink egy f :
[a,b] — R egyszert fliggvényt.

4.1 Definicié. Az F : [a,b] = R, F(z) = faxf fiiggvényt az [ integrdlfiigg-
vényének nevezzik az [a, b] intervallumon.

4.2 Allitas. Az integrdlfigguény folytonos.

Bizonyitas. Valoban, tetszleges u, v € [a, b] pontokban

L= [ a=| o <,

ahonnan adoédik az allitas. O

[F(u) = F(v)| =

4.3 Tétel. Ha f € S|a,b] folytonos az x pontban, akkor az F integrilfiggvény
differencidlhaté az x pontban, és F'(x) = f(x).
Bizonyitas. Elég belatni, hogy

| P&+ 0) = (@)

v—0 [

— f(z)] =0.
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Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Akkor van olyan § > 0, hogy minden |v| < § mellett
|f(z 4+ v) — f(x)| < e. Ekkor

’F(x+vZF(x) — f(z)
_ i(/a””f_ :f>—f(x) —ﬁ /:+U(f—f(fv))

IN
|
o
=
|
o

amit bizonyitani akartunk. [J

4.4 Tétel. Legyen f € Sla,b], és jelentse F' az integrdlfiggvényét. Akkor van
olyan H megszamldlhatd halmaz, hogy F differencidlhaté az [a,b]\ H halmazon,
és

F'(z) = f(x)

minden x € [a,b] \ H pontban.

Bizonyitas. A tételiink a 2.3 Allitas és a 4.3 Tétel kovetkezménye. [
Tekintsiink ezutan egy tetszéleges g : [a, b] — R fiiggvényt.

4.5 Definicié. Azt mondjuk, hogy a G : [a,b] — R differencialhaté fiiggvény
a g primitiv figgvénye, ha G'(x) = g(x) minden x € [a, b] pontban.

4.6 Tétel. Ha a g valds értéki fiiggvénynek van primitiv fiigguénye, akkor g
Darboux-tulajdonsdgii.

Bizonyitas. Jelolje G a g primitiv fiiggvényét. Valasszunk ki z; < o
pontokat az [a,b] intervallumbol, és tegyiik fel, hogy g(z1) < a < g(x2). Te-
kintsiik az

F(z) =G(x) — ax

differencidlhaté fiiggvényt. Ekkor F folytonos is, igy felveszi a minimumét az
[x1, 23] intervallumon. Ez nem lehet az z; pontban, mert F'(z1) < 0, ezért itt
F lokalisan fogyo, de nem lehet az x5 pontban sem, mert F'(z9) > 0, igy itt F'
lokalisan névs. Tehat F' a minimuméat az [z1, z2] valamely x bels§ pontjaban
éri el, ahol F'(z) = 0, azaz g(z) = «. Ez éppen azt jelenti, hogy g Darboux-
fliggvény. O

4.7 Tétel. Az f € Sla,b] valds értéki figguénynek akkor és csak akkor van
primitiv fiiggvénye, ha f € Cla,b).

Bizonyitas. Az elégségesség azonnal adodik a 4.3 Tételbsl. A sziikségesség
az el6z6 tétel, és az 1.7 Tétel folyomanya. [
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4.8 Kovetkezmény. (Newton-Leibniz-formula) Legyen f € Cla,b], és
jelolje F az f primitiv fiigguényét. Akkor

b
/ f=F(®b) - Fa).

Bizonyitas. Ha G az f integralfiiggvénye az [a,b] intervallumon, akkor a
4.3 Tétel kovetkeztében F'(z) = G’(x) minden pontban, és igy F — G allando
az [a, b] intervallumon. O

Zaro megjegyzések

A Cauchy-integrél felépitése egy kicsit mas szohasznalattal Gsszefoglalhato
az alabbi modon is.

Tekintsiik az S|a, b] Banach-teret az egyenletes konvergencia norméjaval. A
2.1 Tétel szerint ebben a Banach-térben a lépcsds fliggvények siiri alteret alkot-
nak. Ezen az altéren az integralt folytonos linearis funkcionélként értelmeztiik.
Ez a funkcionél a folytonossag és a norma megtartisaval egyértelmien terjeszt-
hetd ki az egész Sa, b] térre.

5. Gyakorlatok

1. Mutassuk meg, hogy egy Darboux-fiiggvénynek nem lehet elséfaju szaka-
désa (vesd Ossze az 1.7 Tétellel).

2. Irjuk fel a [0,1] intervallum pontjait tizedes tortekként, majd valtsuk &t
ezeket kettes szamrendszerbe. Ekkor olyan

x = 0.a1a2a3 ...

szamokhoz jutunk, hogy az aj jegyek mindegyike 0, vagy 1. (Az egyér-
telmii felirds miatt foltehetjiik, hogy ezek k6zott nincs olyan szam, amelyik
valamely helyértektsl kezdve csak egyeseket tartalmaz.) Tekintsiik a ko-
vetkezd fiiggvényt:

fz) =

n— 00 n

lim Git...+an , ha ez a hatarérték létezik,
0 kiilénben.

Igazoljuk, hogy f Darboux-tulajdonsagi, de a [0, 1] intervallum egyetlen
pontjaban sem folytonos.

3. Ha adott az [a,b] intervallum egy tetszOleges H megszamlalhato rész-
halmaza, vajon van-e olyan egyszert fliggvény, amelynek éppen H a szaka-
dasi pontjainak halmaza? Ha igen, adjunk példat ilyen fiiggvényre. (Léasd
a 2.3 Allitast.)
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4. Bizonyitsuk be, hogy ha ¢ és 1 valos értéki lepcsss fiiggvények, és p(z) <
1 () minden x € [a, b] pontban, akkor

/abspg‘/abw.
/abso S/ablwl-

5. Az el6z6 gyakorlat segitségével igazoljuk, hogy ha f és g valos értéki egy-
szerti fiiggvények, tovabba f(z) < g(z) minden x € [a, b] pontban, akkor

/abfﬁ/abg~
/:f s/ablfI-

6. Tekintsiik a C' Cantor-halmazt a [0, 1] intervallumban. Ha (a,b) olyan
nyilt részintervallum, amelyet a C' konstrukci6ja soran a [0, 1]-bdl kivag-
tunk, akkor ennek bal oldalan legyen

Nevezetesen

Nevezetesen

f(z) =sin

z—a’
a jobb oldalan pedig legyen

. 1
f(z) = sin —b’
tovabba a két gorbét kossiik Gssze ugy, hogy f folytonos legyen az (a,b)
intervallumon. A C pontjaiban f legyen nulla. Mutassuk meg, hogy
f ¢ S[0,1], de f Riemann-integralhato a [0,1] intervallumon (ugyanis
éppen a C halmaz lesz a szakadési pontjainak halmaza).

7. Készitsiik el a Cantor-halmaz mintdjara azt a D halmazt, amelyet ugy
nyeriink a [0, 1] intervallumbdl kiindulva, hogy mindig az intervallumok
kozépss negyedét tavolitjuk el. Ezutan készitsiik el analég modon az el6z6
gyakorlatban leirt f fiiggvényt.

Gondoljuk meg, hogy az f fliggvénynek van primitiv fiiggvénye, de f nem
Riemann-integralhato, hiszen f szakadasi pontjainak halmaza éppen D,
amely 1/2 mértékd.

8. Tegyiik fel, hogy az f,, € S[a, b] sorozat monoton nové, és f, — f az [a,b]
minden pontjidban. Ellendrizziik, hogy ekkor f € S[a,b], tovabba

b b
[ f1
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9.

10.

Keressiink példat olyan pontonként konvergens f, € Sla,b] fliggvényso-
rozatra, amelynek f hatarértékére f € Sa,b|, de

lim bfn#/:f,

n—-+4oo a
illetve olyan sorozatra is, amelyre f még csak nem is egyszerd fliggvény.

Mutassuk meg, hogy ha f € S[a, ], akkor f Riemann-integralhato, és f; f
megegyezik az f Riemann-integréaljaval az [a, b] intervallumon. (Utmuta-
tas: ellendrizziik az allitast elGszor lépcesds fiiggvényekre, majd terjessziik
ki egyszert fliggvényekre.)



