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ElSszo

Ez a tankényv a Budapesti Corvinus Egyetem Alkalmazott kizgazdasdgtan
alapszakdnak matematika tananyagit tartalmazza. Igyeksziink minden olyan
matematikai fogalmat és eljarast bemutatni, amely a mikrodkonomia, makroo-
konémia, statisztika targyakban el6fordul, illetve felhasznalasra keriil, tovabba
biztos alapokat ad tovabbi haladé szintd kozgazdasagtani targyak elsajatitasa-
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a lineéaris algebra és a tobbvaltozos szélsGérték.
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esetben ravilagitanak a tételeinkben megfogalmazott feltételek fontossagara. A
FIGYELEM megjegyzéssel ellatott részek kicsit komplikaltabb gondolatokat ta-
karnak, magyarazatuk a tanérdkon hangzik el.

Minden egyes fejezet pontosan egy tanulményi hét tanulnival6it tartalmazza.
Ennek megfeleléen mindhérom félév tananyaga, 12 szorgalmi hetet feltételezve,
12 fejezetre oszlik. Mindegyik fejezet végén részletes itmutatot adunk az otthoni
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1. fejezet

Sorozatok

1.1. A hatarérték definici6ja

A természetes szamok N halmazan értelmezett
a:N—-R

fliggvényt (végtelen) sorozatnak nevezziik. A sorozat n-ik elemére az a,, jelo-
lést hasznéljuk. Ha ez nem okoz félreértést, a sorozat jelolésére roviden az a,
szimbolumot hasznaljuk.

1.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy az a,, sorozat konvergens, és az A szdmhoz
tart, jelolésben a,, — A, vagy

lim a, = A4,
n—oo

ha barmely e pozitiv szamhoz van olyan N index, hogy minden n > N indexre
lan, — Al < e.

Ha ilyen A valés szam nincs, akkor azt mondjuk, hogy a sorozat divergens.

Konvergens sorozat esetében azt is mondjuk, hogy az A szam az a,, sorozat
hatarértéke.

1.2 Példa. Tekintsiik az a,, = 1/n sorozatot. Ekkor tetszéleges € > 0 mellett
legyen N az 1/e szamndal nagyobb egész szam. Vilagos, hogy minden n > N

esetén 1
—<é
n

ezért az 1.1 Definici6é értelmében
1

lim —=0.
n—oo 1

13
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1.3 Példa. Hasonlé moédon maés sorozatok hatarértékét is meghatarozhatjuk.
Tekintsiik példaul az
2n? +5

=2 Z6n+8

sorozatot. Ha a szamlalot és a nevezdt is n2-tel osztjuk, akkor a sorozat m-ik

eleme
2 +5/n?

=1 6/n + 8/n?
alakba irhato, ahol a szamlalo hatarértéke 2, a nevez6é pedig 1, igy

lim a, =2.
n—oo

Minden irracionélis szam el6all racionalis szamok sorozatanak hatérértéke-
ként. Példaul az a3 = 1.4, ay = 1.41, a3 = 1.414, a4 = 1.4142... sorozat
esetén

lim a, = V2

n— oo

Valéban, a 1.1 Definicié értelmében, ha ¢ = 10", akkor az n > N indexekre
lan — V2| < e.

Tipikus példa olyan sorozatra, amelynek nincs hatarértéke:
an = (—1)"

hiszen itt a paros indexd elemek értéke 1, a paratlan indexteké pedig -1.

1.4 Tétel. Legyenek a,, és b, olyan sorozatok, amelyekre lima, = A és
limb,, = B. Ekkor lim(a,, +b,) = A+ B és lim(a,b,) = AB. Ha méy egyik b,
sem nulla és B # 0, akkor lim(a,,/b,) = A/B.

1.2. Végtelenbe tartd sorozatok

Vannak olyan sorozatok is, amelyeket nem neveziink konvergensnek, de létezik
hatarértékiik. Vizsgaljuk meg példaul az

a, =2n+5
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(szdmtani) sorozatot. Ez a sorozat barmely el6re megadott K valos szamnél
nagyobb értékeket vesz {6l egy indextdl kezdve. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a
sorozat hatarértéke +oo.

1.5 Definici6é. Azt mondjuk, hogy az a,, sorozat hatarértéke +oo, jelolésben

lim a, =40,
n— oo

ha barmely elére megadott K valés szdmhoz talalhatd olyan N index, hogy
minden n > N mellett a,, > K.

Teljesen hasonlé moédon értelmezhetjiik azt, hogy egy sorozat a —oo-hez tart,
azaz lim,,_, o @, = —00.

1.3. A rendér-elv

Sorozatok hatarértéke gyakran meghatarozhat6é mas, ismert sorozatok hatarér-

téke segitségével. Ezt fogalmazza meg a renddr-elv.

1.6 Tétel. Legyenek a,, b, és c, olyan sorozatok, amelyekre minden n indexre
an < by <cp

tovdbbd az a,, €s c, sorozatoknak létezik hatdrértéke és

lim a, = lim ¢, = A.
n—oo n— oo

Akkor a b,, sorozatnak is létezik hatdrértéke éspedig lim,, ., b, = A.

1.7 Példa. Legyen a > 1 valos szam, és tekintsiik a b, = {/a sorozatot. Mivel
a > 1, azért a sorozat elemei

alakban irhatok fel, ahol h,, > 0. Innen a binomiélis tétel szerint
a=(1+hy)" >1+nh,.

Az egyenl6tlenség atrendezésével

-1
0<hn<a .

Mivel a jobb oldali kifejezés nulldhoz tart, a rendér-elv szerint h,, — 0, azaz

Ya — 1.

Nyilvan hasonlé megéllapitast tehetiink, ha 0 < a < 1, hiszen akkor a sorozat
elemeinek reciprokaira térhetiink at.
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1.4. Korlatossag és monotonitas

Egy végtelenbe tart6 sorozat elemei természetesen nem maradnak két fixen va-
lasztott valos szam kozott. Bevezetjiik az aldbbi definiciot.

1.8 Definicié. Az a, sorozatot felilrdl korlatosnak nevezziik, ha van olyan K
valés szam, hogy a, < K minden n indexre. Hasonléan értelmezziik az alulrél
korlatos sorozatokat. Egy sorozatot korlatosnak neveziink, ha feliilrél és alulrél
is korlatos.

1.9 Példa. Dontsiik el példaul, hogy az

2n
" VAn2 +5+8

sorozat korlatos-e? Ha a szamlalot és a nevezst is 2n-nel osztjuk, akkor

a

1
an, =
V1+5/4n? +8/2n

aminek alapjan 0 < a,, < 1, ezért a sorozat alulrodl és feliilrdl is korlatos. Az is
vilagos, hogy e sorozat legkisebb felss korlatja 1, mig egy (de nem a legnagyobb)
also korlatja 0.

Kitiintetett szerepe van a monoton sorozatoknak.

1.10 Definici6é. Azt mondjuk, hogy az a,, sorozat monoton névé, ha minden
n indexre a,, < a,41. Hasonldéan értelmezziik a monoton fogyd sorozatokat.

1.11 Példa. Tekintsiik példaul az

2n—1
Qa =
" n+2

sorozatot. Egyszertd atalakitassal lathato, hogy

_271—%—4—5_2 5
 on+2 n+2

Qn

azaz a 2-bdl levont tort értéke cstokken, ha n novekszik, ezért a sorozat monoton
noves, tehat a, < a,41 minden n indexre. Az is vildgos, hogy ez a sorozat
feliilrsl korlatos, és a legkisebb felsé korlatja 2, valamint

lim a, =2.
n— oo
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Az alabbi tételiink azt mondja ki, hogy ez a tulajdonsag monoton és korlatos
sorozatokra tipikus jelenség.

1.12 Tétel. Egy monoton névd és felilrdl korldtos sorozat konvergens.

A tételt nem igazoljuk, csak megjegyezziik, hogy a valds szadmok azon tu-
lajdonsagén mulik, hogy a felsé korlatok kozott mindig van legkisebb. Ezt a
sorozat fels§ hataranak nevezziik. Nyilvan analég allitast fogalmazhatunk meg
monoton fogyd és alulrél korlatos sorozatokra.

1.5. Az Euler-féle e szaAm

Nevezetes, és gyakran elGfordulé sorozat az

ap = (1 + i)n . (1.1)

Megmutathato, hogy ez a sorozat monoton nové és feliilrél korlatos, igy konver-
gens is. Ehhez felhasznaljuk a szamtani és mértani kézepek kozotti egyenlGtlen-
séget. Nevezetesen, ha x1, ..., x, pozitiv szdmok, akkor

n
xlxn§<ﬂfl++%)
n

barmely n természetes szamra, és egyenlGség akkor és csak akkor all fenn, ha

T1 =...= x,, azaz mindegyik szdm egyenlé.

1.13 Allitas. Az (1.1) alatti a,, sorozat szigorian monoton névé és feliilrdl
korldtos.
Bizonyitas. Legyen adott egy n természetes szam. ElGszor tekintsiik az

1 1
I‘]_:l-i-g’ 7.’1,',”:1—’—57 .'I,'n+]_:1

n + 1 darab pozitiv szdmot, amelyek nem mind egyenlGek. Ezekre a szamtani-
mértani egyenlGtlenség az

1 n 1 1 n+1 1 n+1
14 1) o (rtitt —(1+
n n+1 n+1

alakot Olti, ahonnan latszik, hogy a sorozat szigoriian monoton névé.

Masodszor tekintsiik az

1 1 1 1
.’L'1:1+77...,xn:1+7,xn+1:*7$n+2:*
n n 2 2
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n+2 darab kiilonb6z6 pozitiv szamot. Ezekre a szamtani-mértani egyenl&tlenség

1 \"  (n+141\""

- (14+=) <|—— =1

4 n n+2
alakban irhato fel. Innen adodik, hogy a,, < 4, azaz a sorozat feliilrsl korlatos,
és ezért konvergens is. [

E sorozat hatarértékére az e jelolést hasznaljuk. Pontosabb szamitas azt
mutatja, hogy e irracionélis, és

e=2.7182...

1.14 Allitas. Legyen o tetszéleges valds szam. Akkor

lim (1+9> = e
n

n— oo

1.15 Példa. Tekintsiik példaul az

sorozatot. Ekkor

2n 4+ 1\" <1+%) el/?
n = <2n—|—3> B

és igy lim, o0 @y, = €7 1.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemeény-1 I/1 szakasza kidolgozott példainak feldolgozasa.

2. Hézi feladatok: az I/1 szakasz 1.1.5, 1.1.6, 1.1.8, 1.2.5, 1.2.6, 1.2.8, 1.3.6,
1.3.9, 1.6.2, 1.8.6, 1.8.9 feladatai.

3. Tankonyv-1 1. fejezet és 6.4 szakasz.



2. fejezet

Végtelen sorok

2.1. Végtelen sorok konvergenciija

Tekintsiink egy végtelen valos ay, sorozatot és képezziik a formalis

> ak (2.1)
k=1

Osszeget. Ezt a szimbolumot végtelen sornak nevezziik.

Természetesen meg kell mondanunk, hogy mit értiink egy ilyen kifejezésen,
hiszen végtelen sok tagi Gsszeget eddig nem értelmeztiink.

Legyen n tetszoleges természetes szam és vezessiik be a (2.1) sor n-ik rész-
letGsszegét az alabbi médon:

k=1

Tlyen modon egy S, valos sorozatot képeztiink.

2.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy a (2.1) végtelen sor konvergens, és az
Osszege az S valos szam, jeldlésben

S = iak
k=1

ha az S,, szamsorozat konvergens és hatarértéke S. Ellenkez§ esetben a sort
divergensnek nevezziik.

Egy végtelen sor tehat divergens, ha az .S, sorozatnak nincs hatéarértéke, de
akkor is, ha ez a hatarérték létezik, de végtelen. Péld4ul ha aj, = (—1)* minden

19
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k esetén, akkor

= Z(—l)k = 0 ha n péros és S, = Z(—l)k = —1 ha n péaratlan
k=1 k=1

és ez az S, sorozat nyilvanvaloéan divergens.
2.2. A geometriai sor

2.2 Példa. (A geometriai sor) Legyen r valos szam, és tekintsiik az r
hanyadosti geometriai sort:

o0

>

k=0

Ennek a sornak az n-ik részletosszege:
- g 1=7" +1
E :7“
17
=0

Itt a sorozatokrol tanultak alapjan ™ — 0 ha |r| < 1, minden mas esetben a
sorozat divergens. Tehat a geometriai sor akkor és csak akkor konvergens, ha

|r] < 1, és ekkor
oo
S

k=0

hiszen |r| < 1 esetén r"™ — 0.

2.3. Konvergencia a részletosszegek alapjan

2.3 Példa. Tovabbi példaként vizsgaljuk meg a
>
= k(k—1)
végtelen sort. Mivel
111
kE(k—1) k-1 k
azért a sor n-ik részletGsszege az alabbi moédon irhato:
Sy =(1-1/2)+(1/2=1/3)+...+(1/(n—1)—1/n)=1—1/n

ahol az egymast kovets zardjelekben a negativ és pozitiv tagok kiejtik egymast.
Ennek a sorozatnak a hatarértéke 1, tehéat a sor konvergens és az Gsszege S = 1.
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2.4. Feltételek konvergenciara

2.4 Tétel. (A konvergencia sziikséges feltétele) Tegyiik fel, hogy a
S
k=1

sor konvergens. Akkor limy_ o ap — 0.

2.5 Példa.  Tételiink csak sziikséges feltételt fogalmaz, de nem elégséges.
Példaul megmutathaté, hogy a
k=1

sorra a sziikséges feltétel teljesiil, de a sor divergens. Ezt a sort harmonikus
sornak nevezzik.

T =

Valéban, legyen n adott természetes szam, és tekintsiik a harmonikus sor
2™-ik részletosszegét. Csoportositsuk a tagokat a kdvetkezd modon:

o=t ot (et ) (b ) S
an = 2 3 4 5 8 2n_1+1 2n B

ahol mindegyik zarolejeles kifejezésben a kévetkez$ 2 hatvanyig megyiink el.
Konnyen lathatdé, hogy mindegyik zardjelen beliil a tagok Gsszege tobb, mint
1/2, ezért

1
Son > 1+§7’L.

Innen adédik, hogy a részletdsszegek sorozata nem korlatos, ezért a harmonikus
sor divergens.

2.6 Tétel. (A konvergencia elégséges feltétele) Tegyiik fel, hogy minden
k indexre ap, > 0 és a

oo

>

k=1

sor konvergens. Ha minden k indexre 0 < by < ay, akkor a
o0
> b
k=1

sor is konvergens.

Valoban, a feltételeink szerint az S, = >, _, bx részletosszegek sorozata
egyrészt monoton novs, masrészt felilrsl korlatos, tehat konvergens is.
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Hasonlé modon nyerhetiink elégséges feltételt divergenciara is: egy nemnega-
tiv taga divergens sor tagjainal nagyobb tagokbdl allo sor nyilvanvaléan szintén
divergens!

2.7 Példa. Példaként tekintsiik a > -, 1/k* sort. Mivel minden k > 1

indexre
1 1

R
azért az n-ik részletsszegre az adodik, hogy
T
t il o k-1

Tehat az elégséges feltételiink szerint a fenti sor konvergens és az Gsszege S < 2.

Altaldban megmutathat6, hogy a > p-, 1/k® sor divergens, ha o < 1, és
konvergens, ha a > 1 (lasd a 9. fejezetben).

2.5. Abszolat konvergencia

Ebben a szakaszban olyan végtelen sorokat vizsgalunk, amelyekben pozitiv és
negativ tagok is el6fordulhatnak. Tekintsiik ezért a

> ax (2.3)
k=1

végtelen sort, ahol az a; tagok nem feltétleniil mind nemnegativak.

2.8 Definici6é. Azt mondjuk, hogy a (2.3) sor abszolit konvergens, ha a

oo

> laxl

k=1

sor konvergens.
2.9 Tétel. Ha egy sor abszolit konvergens, akkor konvergens is.
A bizonyités részleteibe nem megyiink. Indoklasként azonban megjegyezziik

a kovetkezGket. Jelentse S,, az els6 n tag abszolit értékeinek Osszegét, ez a
feltételiink szerint konvergens, azaz

lim» " |ag| =1lim S, = S

k=1
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Jelentse tovabba R, illetve T, a Zgozl ay, sor els6 n tagjabol a negativ, illetve a
nemnegativ tagok osszegét. Ekkor R,, monoton fogyd, illetve 7;, monoton novd,
és mindkét sorozat korlatos, hiszen

R, > -5 illetve T, <S.

Ezért mindkét sorozat konvergens, jelolésben lim R,, = R, illetve lim7T,, = T.
Tehat a sor n-ik részletosszegének hatarértéke

limZak = 1lim(T, + R,) =T + R,
k=1
azaz a sor valéban konvergens.

Az alabbi példaban megmutatjuk, hogy a fenti tételiink allitdsa nem fordit-
hat6 meg.

2.10 Példa. Tekintsiik az alabbi valtakozo elGjeli sort:

e —1)k-1
P

k=1
Vilagos, hogy ez a sor nem abszolut konvergens, hiszen a tagok abszolut értéke-
ibél allé sor éppen a harmonikus sor, amely divergens.

Megmutatjuk azonban, hogy a fenti sor konvergens. Valéban, a péros indext
részletosszegek sorozatara az adodik, hogy

1 1 1 1 1
S = (1_2)+(3_4)+“'+(2n1_2n):
11 1
= 54’54‘...4-72”(2”71).

A 2.3 Példa alapjan ez a sorozat monoton noévé, és feliilrsl korlatos, hiszen
So,, < 2. Tehat konvergens is, jelolje a hatarértéket

Masrészt a paratlan indext részletosszegekre

1
Son—1 = Son + —
2n

ezért lim Sy, 1 = S, tehat lim S,, = S. Ez azt jelenti, hogy a sor konvergens.
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2.6. Hanyados-kritérium

Az alabbiakban egy elégséges feltételt feltételt fogalmazunk meg sorok konver-
gencidjara, illetve divergencidjara. Képezziik a

o0
PRL
k=1

sor szomszédos tagjainak hanyadosait, és tegyiik fel, hogy létezik a

hatarérték.

2.11 Tétel. (Hanyados-kritérium)
e Ha a < 1, akkor a sor abszolit konvergens.

e Ha o > 1, akkor a sor divergens.

e ha o =1, akkor mindkét eset lehetséges.

Bizonyitas. Ha o < 1, akkor vélasszunk egy (8 szamot, amelyre o < § < 1.
Ekkor valamely N indextdl kezdve

Ak+1
ak

<pB

minden k£ > N indexre. Innen lépesenként visszafelé haladva azt kapjuk, hogy
lans1| < Blaw| < Bap_1] < ... < BN ay|

Tehat az n + 1-ik részletosszegre

n N—-1 n
Spar =Y lawpa] < Y lawga] +lan|- D N
k=0 k=0 k=N

ahol az utébbi szumma 0 < § < 1 miatt egy konvergens geometriai sor részlet-
Osszege, tehat korlatos, ha n — oco. Innen adédik az allitas.

Ha o > 1, akkor a bizonyitas hasonléan végezhets el, csak 1 < f < «
valasztassal egy divergens geometriai sorra vezetjiik vissza. g

2.12 Példa. Ebben a példiban megmutatjuk, hogy o = 1 esetén a sor
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Valéban, ha a divergens harmonikus sort tekintjiik, akkor ay = 1/k miatt

akH:L%l ha k — .
ag k+1

Ha viszont azt a konvergens sort tekintjiik, ahol ay = 1/k?, akkor

2
wn (K N ha k — oo,
ak k+1

azaz valdéban mindkét eset elGfordulhat.

2.13 Példa. Vizsgéljuk meg, hogy konvergens-e a

e k2. ok
k!
k=1

sor. Hasznaljuk a Hanyados-kritériumot:

0

arer _ (b 1DP2M R (k] S .
ar  (k+1)! k228 k k+1

Tehat o = 0 < 1, azaz a sor konvergens.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemeény-1 I/2 szakasz kidolgozott példainak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: az I/2 szakasz 2.1.7, 2.1.8, 2.1.9, 2.1.10, 2.1.11, 2.2.3, 2.2.4,
2.2.8, 2.2.9, 2.3.10, 2.3.11, 2.3.12, 2.3.15 feladatai.

3. Tankényv-1 6.5 szakasza.
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3. fejezet

Fuggvények hatarértéke és
folytonossag

3.1. Fiiggvények hatarértéke

Az alabbiakban f : R — R fiiggvények hatarértékével foglalkozunk. Legyen
xo olyan pont (lehet +oo is), amelyhez van olyan x,, sorozat az f értelmezési
tartomanyabol, hogy x,, # xg és x, — xo.

3.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy f hatarértéke az z¢ pontban A (ez lehet
+oo is), jelolésben
lim f(z)=A4

Tr—x0

ha az értelmezési tartoméanybol vett barmely x,, — xq sorozatra amelyre x,, #
Zo, f(xn) — A

3.2 Példa. Hatéarozzuk meg a

. x?—4
Tl—>m2 r—2

hatarértéket! Ez a fiiggvény az x = 2 helyen nincs értelmezve, de minden z # 2
helyen x + 2-vel egyenls. Ezért konnyen lathatéd, hogy

3.3 Példa.  Tekintsiik az f(x) = 1/z figgvényt. Ez a fliggvény az « =
0 helyen nincs értelmezve. Masrészt az értelmezési tartomanybol valasztott

27
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barmely z,, > 0, z, — 0 sorozatra f(x,) — +o00, mig ugyanezen sorozat
negativjaira f(—xz,) — —oo. Tehét ennek a fiiggvénynek az x = 0 helyen nincs
hatarértéke, azaz

nem létezik.

3.4 Példa. Tekintsiik a kovetkezs hatarértéket:

. 2t — 53+ —8
lim
z—+oo 83 — 22 4+ 12

Ha a szamlalobol és a nevezsbdl is x3-t kiemeliink, akkor a

2z — 5+ 1/2? — 8/x3
8—1/x+12/a3

kifejezéshez jutunk. Ekkor barmely x,, — 400 sorozat esetén a szamlalo hatar-
értéke +o00, mig a nevezd hatarértéke 8, igy a tort +oo-hez tart.

Hasonléan lathato, hogy e tort hatarértéke —oo, ha © — —oo.

3.5 Példa. Lassuk be, hogy

lim (V1422—2)=0.

xr——+00
Val6ban,

1
Vit —r=—o——
VitaZ+a

és a jobb oldali kifejezés 0-hoz tart, ha x — +o0.
Az 1.4 Tétel alapjan fogalmazhatjuk meg a kovetkezd allitast.

3.6 Tétel. Ha az f és g fliggvényekre
lim f(z)=A és lim g(z)=B,

akkor
lim (f(z) +g(x))=A+B és lim f(z)g(z) = AB.

Tr—rxo Tr—To

Ha még B # 0 (ekkor g nem nulla az xo egy kérnyezetében), akkor

- flx) A
A T B
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3.2. A renddr-elv

A sorozatokhoz hasonlban a fiiggvények hatarértékére is érvényes a renddr-elv.

3.7 Tétel. Legyenek f, g és h olyan fliggvények, amelyekre minden = mellett

f(x) < g(x) < h(z),

tovdbbd lim, ., f(z) = limg_,, h(x) = A. Akkor a g fiigguénynek is létezik
hatdrértéke az xo helyen, €és

lim g(x)=A.

xr—Xo

3.8 Példa. Hatérozzuk meg a
. sinz
lim
z—0 I

hatérértéket! Ez a fiiggvény paros, igy elég pozitiv z-eket vizsgalni. Geometriai
interpretaci6 mutatja, hogy minden 0 < x < 7/2 pontban

sinr < x < tanzx

azaz a sin x kifejezéssel osztva és reciprokra térve

sinx
cosr < — < 1.
T

Tehat a rendér-elv alkalmazasaval azt kapjuk, hogy

. sinx
lim =1.
z—0 X

3.3. Egyoldali hatarérték

3.9 Definici6é. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az zy helyen létezik jobb
oldali hatarértéke, és ez A, jeldlésben

lim f(z)=A4

T—To+

ha az értelmezési tartomanybol valasztott barmely x,, — xo, z, > x( sorozatra
f(z,) = A. Analég modon értelmezziik a bal oldali hatéarértéket is.
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3.10 Példa. Vizsgaljuk meg az alabbi fiiggvényt:

f(x)

Nem hehéz belatni, hogy ha x,, jobbrol tart 2-hoz, akkor f(z,) — 400, mig ha
x, balrol tart 2-hoz, akkor f(x,) — —oo. Ezért

72x+1
Cox—2

zlirgi f(x) =—o0 és zlirgjL f(z) =+oc0.

3.4. Folytonossag
Tekintsiink egy intervallumon értelmezett f fliggvényt.

3.11 Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fliggvény az értelmezési tartoméany
valamely zy pontjdban folytonos, ha

lim f(x) = f(zo) .

T—x0

Ha f az értelmezési tartomany valamely zy pontjaban nem folytonos, akkor azt
mondjuk, hogy ott szakadésa van.

FIGYELEM! Folytonossagrol csak az értelmezési tartomény pontjaiban be-
szélhetiink. Peéldaul az f(x) = 1/x fliggvény az értelmezési tartomény (azaz
x # 0) minden pontjaban folytonos. Az xy = 0 pont nincs az értelmezési tarto-
manyban, igy ott nem is beszélhetiink szakadésrol.

Maésrészt azonban nem is definidlhatjuk az f fiiggvényt az o = 0 pontban
agy, hogy ott folytonos legyen, hiszen ott a fliggvénynek nincs hatarértéke.

Altalaban elmondhaté, hogy a folytonos fiiggvényekbél kompozicioval, illetve
az alapmiiveletekkel elgallitott fiiggvények folytonosak, kivéve, ha egy héanyados
nevezGje nulla.

3.12 Példa. Tekintsiik példaul az alabbi fliggvényt:

{ 71_28” hax #0

1 _

5 haz=0

Vilagos, hogy ez a fiiggvény az x # 0 helyeken folytonos, mésrészt

1—cosx 1 — cos?

- Tz  (sinz 1
r2 (l+cosw)z? \ = 1+ cosz

amibdl lathato, hogy a fiiggvény hatarértéke a 0 helyen 1/2. Tehat ez a fliggvény
az egész szamegyenesen folytonos.



3.5. FOLYTONOS FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI 31

3.5. Folytonos fiiggvények tulajdonsagai

Egy folytonos fliggvényt ugy képzeliink el, hogy a grafikonja folyamatos vonallal
lerajzolhat6. Ezt fogalmazza meg Bolzano tétele.

3.13 Tétel. (Bolzano-tétel) Legyen f folytonos fiigguény az [a,b] interval-
lumon, és tegyiik fel, hogy f(a) és f(b) ellenkezd eldjeliek. Akkor van olyan
a < ¢ < b hely, amelyre f(c) = 0.

A tételt nem bizonyitjuk, de egy révid indoklast megmutatunk. Felezziik
meg az [a,b] intervallumot, és vilasszuk azt a felét, amelynek végpontjaiban
f kiilonbo6zs eljeld (ha nulla lenne, akkor kész a bizonyités). A kivalasztott
részintervallumot Gjra megfelezziik, és Gjra azt a felét valasztjuk, amelynek vég-

pontjaiban f ellenkezd elGjeld, stb...
Az eljarast folytatva egymaésba skatulydzott zart intervallumok sorozatahoz
jutunk, ahol az n-ik [a,, b,] részintervallum hosszéara azt kapjuk, hogy
b—a
2n

by —an =

Ugy képzeljiik, hogy ezen intervallumok metszete nem {ires, és nyilvan csak
egyetlen pontot tartalmazhat. Jelolje ¢ € [a, b] ezt a pontot, nevezetesen

o0

ﬂ [an, by = {c}.

n=1

Viladgos, hogy nem lehet f(c¢) > 0, hiszen akkor a folytonossiag miatt a ¢ egy kis
kornyezetében is pozitiv lenne, ami ellentmond a konstrukciénak. Hasonléan
nem lehet f(c) < 0 sem. Tehat f(c) = 0.

3.14 Példa. Vizsgaljuk meg, hogy vajon megoldhato-e a
22° — 182" + 32° + 20z — 13 =0

egyenlet? Vildgos, hogy a bal oldalon &ll6 kifejezés egy folytonos f fiiggvényt
definial, amelyre

ezért f elég nagy x értékekre pozitiv, mig elég kis x értékekre negativ értéket
vesz fel. Tehat Bolzano tétele szerint az egyenletnek van legalabb egy valés
gyoke.

A szélséértékek és optimalizalasi feladatok szempontjabol alapvetd jelents-
ségii a folytonos fiiggvények kovetkezs tulajdonsaga.

3.15 Tétel. (Weierstrass-tétel) Legyen f folytonos figgvény az [a,b] inter-
vallumon. Akkor f ezen az intervallumon felveszi a maximumdt és a minimu-
mat.
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Nem bizonyitunk, csak heurisztikus gondolatmenetet adunk pl. a maximum
létezésére. ElGszor gondoljuk meg, hogy [a, b] intervallumon folytonos fiiggvény
feliilrél korlatos. Ezt indirekt médon lathatjuk be.

Masrészt tgy képzeljik (NEM NYILVANVALO!), hogy a felsé korlatok ko-
zOtt van legkisebb, jelolje ezt M. Ekkor barmely n természetes szdmhoz van
olyan z,, € [a,b], amelyre f(x,) > M —1/n. Ellenkezs esetben ugyanis M —1/n
lenne a legkissebb felsd korlat.

Ha most az z, sorozatnak valamely részsorozata a ¢ € [a,b] szamhoz tart,
akkor a folytonossag miatt f(z,) — f(c). Tovabba

M—l<f(:17n)§M
n

ezért a Renddr-elv miatt csak f(c) = M &llhat fenn.
Hasonlé gondolatmenet alkalmazhaté minimum esetére.

Példaul az
fz) = T ha0<x <1
Y=Y 3-2 hal<z <2

fiiggvény nem veszi fel a maximumat a [0, 2] intervallumon, de nem is folytonos
az 1 helyen.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemeény-1 I/4 és I/5 szakaszok kidolgozott példainak feldol-
gozasa.

2. Hazi feladatok: az 1/4 szakasz 4.1.4, 4.1.5, 4.2.5, 4.3.6, 4.3.9, 4.4.6, 4.4.7,
tovabbéa az 1/5 szakasz 5.1.7, 5.1.8, 5.2.1 feladatai.

3. Tankdnyv-1 2. és 3. fejezetek, 6.1, 6.2, 6.3, 6.6, 6.7, 7.1 és 7.2 szakaszok.



4. fejezet

Fuggvények derivaltja

4.1. A derivalt fogalma

Legyen f valamely intervallumon értelmezett fiiggvény, és tegyiik fel, hogy xq
az intervallum bels6 pontja.

4.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy f differencidlhaté az xy pontban, ha létezik
és véges az alabbi hatéarérték:

lim
h—0

f(zo+h) — f(zo)
h

Ezt a hatarértéket az f derivaltjanak nevezziik az xo pontban, jelolése f/(zq). Az
f fiiggvényt differencialhatonak nevezziik egy intervallumban, ha annak minden
bels pontjaban differencialhato.

A fenti hanyadost az f fliggvény kilonbségi hinyadosdnak nevezzik az x
pontban.

4.2 Példa. Tekintsiik az f(x) = 22 fiiggvényt. Az zo pontbeli kiilonbségi
hanyados:
f(zo+h) — f(wo) _ (w0 +h)?—af

= =2 h
h h ot
amelynek hatarértéke 2xg, ha h — 0. Kovetkezésképpen
f, (xo) = 2.’E0 .

Teljesen hasonlo moédon lathato, hogy f(x) = x™ esetén, ahol n természetes
szam (hasznéljuk a Binomialis-tételt),

f(zo) =naxl ™t

33
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4.3 Allitas. Ha f differencidlhaté az x pontban, akkor ott folytonos is.
Bizonyitas. Legyen h,, — 0 tetszéleges sorozat, akkor a differencialhatosag

folytan

n—o0o hy,

Ez csak ugy lehetséges, ha lim, oo (f(x + h,) — f(x)) = 0, azaz lim, o f(z +
hy) = f(z). Ez éppen azt jelenti, hogy f folytonos az x pontban. [

FIGYELEM! Az allitas megforditasa altalaban nem igaz, amint azt a kovet-
kez6 példa mutatja.

4.4 Példa. Tekintsiik az f(x) = |x| fliggvényt a szamegyenesen, és vizsgaljuk
meg az xo = 0 pontbeli kiilénbségi hanyadost. Vilagos, hogy

f(h)—f(())_m_ 1 hah>0
h ~h | -1 hah<O
ezért a hatarérték h — 0 esetén nem létezik, hiszen a jobb oldali hatarérték
+1, mig a bal oldali hatarérték —1. Tehéat az f fiiggvény a 0 pontban nem
differencidlhato.

Minden mas pontban azonban igen, nevezetesen f'(x) = 1, ha © > 0, és
f'(x)=-1,haz <0.

4.2. Gorbék érintéje

A geometriai interpretécié azt mutatja, hogy az f’(zq) derivalt az f fiiggvény
grafikonjahoz az x¢ pontban huzott érinté meredekségét jelenti.

Ennek alapjan meghatarozhatjuk egy differencidlhaté fliggvény grafikonja-
hoz az xy pontban hizhaté érinté egyenletét:

y = f'(z0)(x — x0) + flz0) .

Peéldaul az f(x) = 2 fiiggvény grafikonjahoz az xo = 1 pontban htzhat6 érints
egyenlete:
y=3x—-1)+1

4.5 Példa. Allitsuk el az f(z) = sinz fiiggvény grafikonjahoz az zo = 0
pontban hizott érinté egyenletét. Ekkor az érinté egyrészt dtmegy az origon,
masrészt a meredeksége:

. f(h
1y —
f(o)_flzli% h h—0 h

Ezért az érint6 egyenlete y = x, amely az origbban atmetszi a grafikont.
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4.3. Differencialasi szabalyok

Tekintsiik az f és g fiiggvényeket, amelyek egyarant differencialhatok az x pont-
ban. A hatarérték tulajdonsidgaibol adédnak az alabbi szabalyok.

Osszeg és szamszoros derivaltja Ha o és 3 tetszGleges valos szamok, akkor
af(z) + Bg(x) is differencialhat6é az x pontban és

(af(x) + Bg(x))" = af'(x) + By (x) ,
Szorzat derivaltja f(z)- g(z) is differencialhato és
(f(@) - g(x) = f'(x) g(z) + f(z) - g'(x) ,
Hanyados derivaltja ha g(z) # 0, akkor f(z)/g(x) is differencidlhato6 és
<f(w))' _ P@)e@) — f@)g'@)
g(x) g(x)?
Példaként tekintsiik a szorzat differencidlasi szabalyanak igazolasat.

fle+h)-glx+h) - fz)-g(x) _
h

flx+h)-glx+h)— flx+h) g(z)
h

fle+h)-g(x) - fz) - g(x)

+

h
)g(ﬂerh)*g(ff) flz+h) - f(z)

flea+h N + g(x) A

Itt az elsG tort hatarértéke f(x)g'(x) az f folytonossiga miatt, mig a masodik
tort f'(z)g(x)-hez tart, ha h — 0. Innen adédik az allitds. A tobbi szabaly
igazolasa hasonléan torténik.

4.6 Példa. Mutassuk meg, hogy az f(x) = 1/z fiiggvény grafikonjanak
barmely pontjdban hizott érinté a koordinata-tengelyekkel azonos teriiletd ha-
romszoget zar be.

A szimmetria miatt nyilvan elég xg > 0 koordinatdja pontokra szoritkozni.
A héanyados derivalasi szabalya alapjén

1
!

€T = ——
f ( 0) xg

ezért az xo pontban htuzhato érint6 egyenlete
1 1
=——(z—=x —
Yy IL’%( 0) + o

Ennek az egyenesnek a tengelymetszetei:
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x = 0 esetén az y-tengelyen b = 2/x
illetve
y = 0 esetén az z-tengelyen a = 2x.
Tehat a kozbezart haromszog teriilete
T:%abzé-2m0~—:2

ami valéban fiiggetlen az xy pont valasztasatol.

4.4. Figgvények kompozicidja

Legyenek f és g egyarant R — R fliggvények ugy, hogy g értékkészlete az f
értelmezési tartomanyaban fekszik. Ekkor az

z— f(g(x))

azaz
fog(x) = flg(x)) .
Ha példaul f(x) = /7 és g(z) = 1 + 22, akkor

foglx)=vV1+a2.

Figyelem, a sorrend fontos!

Altalaban fog # go f. Ha a fenti példat tekintjiik, akkor
goflx)=1+z

de ez a fiiggvény csak x > 0 esetén van értelmezve!

Az is el6fordulhat, hogy f o g az egész nemnegativ félegyenesen értelmezve
van, de g o f nem is definidlhat6. Ha példaul

fla)=-1-a" e g(a)=Vaz,

akkor fog(z) = —1 — 22, hax > 0, de go f(r) = V-1 — 2% egyetlen valos
szamra sincs értelmezve.
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4.5. Lancszabaly

A komporzicié-fiiggvény differencidlhatdsigarol szolo tételiink igen erds eszkoz
bonyolultabb fiiggvények derivaltjanak elGallitashoz.

4.7 Tétel. (Lancszabaly) Tegyiik fel, hogy g differencidlhaté az x pontban,
és [ differencidlhato a g(x) pontban, akkor fog is differencidlhaté az x pontban,

(fog)(x) = f'(9(x)) - g'(x)

Ha bevezetjiik a k = g(x+h)—g(z) jelolést, akkor az fog fliggvény kiilonbségi
hanyadosa az z helyen a kévetkezd moédon irhato:

flglz+h)) — flg(x))
/ — flg(x

h

(9(z) + k) = flg(x)) glz+h)—g(x)
k h

amennyiben g(z + h) — g(x) # 0. Ilyenkor h — 0 esetén a g folytonossaga miatt
k — 0, és igy a jobb oldali kifejezés hatarértéke

f'g(x)) - g'(x)

Ez a gondolat nem miik6dik akkor, ha k£ = 0. Ekkor a bizonyitas egy kicsit
komplikéiltabb, ezt nem részletezziik.

4.8 Példa. Legyen példaul

F(x) = (14 3z —2%)°.
Ekkor a derivalt a hatvanyozés elvégzése nélkiil elGallithato, ha észrevessziik,
hogy az f(x) = 25 és g(x) = 1+ 3z — 22 jeldlésekkel F = fog. Tehat a tételiink

szerint:

F'(z) =6(1+ 3z —2%)5- (3 —2x) .

4.9 Példa. Legyen most

Ekkor a
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jelolésekkel F' = f o g. Vegyiik figyelembe, hogy a g hanyadosként all els, igy

2 + 3)2 2(5 + 22) — 2z(2z + 3)

F'(z) = f'(g(x)) -g'(x) =3 <5 NpD) (5+22)?

amelyet még valamivel egyszertibb alakra hozhatunk.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-1 I/3 és 1/6 szakaszok kidolgozott példainak feldol-
gozasa.

2. Hazi feladatok: az I/3 szakasz 3.1.4, 3.1.5, tovabba az /6 szakasz 6.1.2,
6.1.4, 6.2.3, 6.2.7, 6.2.9 feladatai.

3. Tankdnyv-1 4. fejezet, 5.2 és 5.6 szakaszok.



5. fejezet

A kozépérték-tétel

5.1. Az inverz fiiggvény

Tekintsiink egy f : R — R fliggvényt, amely kolcsondsen egyértelmi valamely
intervallumon. Ez példaul egy folytonos fiiggvényre azt jelenti, hogy f vagy
szigorian monoton novd, vagy szigordan monoton fogyo.

5.1 Definicié. Az f fiiggvény inverzén azt az f~' fiiggvényt értjiik, amely-
nek értelmezési tartomanya az f értékkészlete, és értékkészlete az f értelmezési
tartomanya, tovabba

fTlofl@)=x

az f értelmezési tartomanyanak minden pontjaban.

Ezt a ,forditott” hozzarendelést ugy allithatjuk eld, hogy az
y = f(z)
egyenlGséghdl kifejezziik x-et y fliggvényeként:
z=f"1y).
Ha példaul f(x) = (22 + 5)3, akkor vilagos, hogy

i = 2.

Vilagos, hogy f~! grafikonja és f grafikonja az y = = egyenesre nézve tiikros
helyzettiek.

39



40 5. FEJEZET. A KOZEPERTEK-TETEL

5.2. Az inverz fiiggvény differencidlhatosaga

5.2 Tétel. Tegyiik fel, hogy f folytonos, szigorian monoton valamely interval-
lumon, differencidlhatd annak valamely x belsé pontjiban és f'(x) # 0. Akkor
1 is differencidlhaté az y = f(x) pontban, és

Vézlatosan a kovetkezérél van szé. Tekintsiik a kiilénbségi hanyadost:
Ty +h) - 1)
h
Legyenek x és x + k olyan pontok az f értelmezési tartomanyaboél, amelyekre
y=f(x) ésy+h= f(x+k). Akkor a kiilénbségi hanyados ugy irhato, hogy
r+k—x 1
Ha itt h — 0, akkor k¥ — 0 (FIGYELEM, nem nyilvanvald!), és igy a jobb oldali
tort hatarértéke valoban 1/f(x).

5.3 Példa. Hatéarozzuk meg a

g(z) = Yz
fiiggvény derivaltjat valamely = > 0 pontban. Ekkor g éppen az f(z) = 2"
hatvényfiiggvény inverze a pozitiv félegyenesen, azaz g(y) = f~'(y). Ezért

1 1 1 2
! = —= = — - ;_1
g (y) - f’(x) nx”*1 n Y
hiszen y = 2™ és igy
n— n—1

T 1:yn

Ezen példa alapjan kénnyen lathatjuk, hogy barmely r racionélis kitevs esetén
az F(z) = a” fliggvény barmely x > 0 pontban differencialhato, és

F'(z) =ra" .

5.4 Példa. Allitsuk el6 az
F(z) = V14t
fiiggvény derivaltjat. Legyen f(x) = /z és g(x) = 1 + 2%, ezekkel a jelolésekkel
F = fog. Ezért
43

Fl(z) = F9(@) ' (%) = =g
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5.3. Az exponencidlis és a logaritmus fiiggvény

Tekintsiik a szamegyenesen az e alapu exponencidlis fliggvényt, és annak inver-
zét, az e alapu logaritmus fiiggvényt (ennek jelolésére az In jel hasznalatos):

flz)=¢€" fHYz)=Inz (z>0).

Ezeket természetes alapu exponenciilis, illetve logaritmus fiiggvénynek nevez-
ziik. Ezen fiiggvények derivaltjait szeretnénk elgallitani. Ehhez felhasznaljuk,

hogy
. 1\*
lim 1+ — =ec.
r—+oo x

Hatarozzuk meg a természetes alapt logaritmus fiiggvény derivaltjat az zo = 1

helyen.
In(1+h)—Inl
w = In(1 + h)M/"
amelynek (feltételezve a logaritmus fliggvény folytonossagat) jobb és bal oldali
hatarértéke egyarant Ine a 0 helyen. Tehat a derivélt értéke 1.
Az f(x) = e® fliggveény derivaltjat a 0 helyen az inverz fiiggvény derivaltjara
vonatkozo tételiink alapjan hatarozhatjuk meg:
h—1 1
(0) = lim ——= = =1
F1(0) = fim — (In)'(1)
Innen méar kénnyen megkapjuk az exponencialis fiiggvény derivaltjat tetszéleges
x pontban:

—e” e —1
/ = 1' —_— = z. 1'

fly =y = =,

Ismét az inverz fliggvény derivalasi szabalyat alkalmazva adodik a logaritmus

fliggvény derivaltja tetszéleges x > 0 pontban:

(@) =gz =5

T

:em

5.5 Példa. Alkalmazasképpen allitsuk el6 az
fz) = a®
altaldnos hatvanyfliggvény derivaltjat valamely x > 0 pontban, ahol « tetszéle-
ges valos szam. Vilagos, hogy
f(:l?) — % — ealnz
és igy a kompozicio fiiggvény derivéléasi szabélya folytan:
1 1
f/(l’) — aiealnz — a=x® = O[:Eozfl
x x

Ez azt jelenti, hogy a derivilas ugyantgy végezhetd el, mint racionélis kitevs
esetében.
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5.4. A széls6érték sziikséges feltétele
Tekintsiink egy f: R — R fliggvényt.

5.6 Definicié. Azt mondjuk, hogy az értelmezési tartomany valamely zq
pontja az f (globalis) minimumbhelye, ha f(z¢) < f(z) az értelmezési tartomany
barmely x # x(y pontjara.

Azt mondjuk, hogy az értelmezési tartomany valamely xg pontja az f lokalis
minimumbelye, ha létezik olyan € > 0 szam, hogy f(z¢) < f(z) az értelmezési
tartomany barmely olyan x pontjara, amelyre 0 < |z — x| < €.

Mindkét esetben szigord minimumbhelyrél beszéliink, ha szigortu egyenlGtlen-
ség teljestl.

Analég definicié érvényes maximum esetében.
Nyilvanvalé, hogy egy globalis minimumhely egyben lok4lis minimumbhely is,
a megforditas azonban nem érvényes. Példaul az

(r+1)2 haz<0
f(x)_{ (x—1)2 haz>0

fiiggvénynek az x = 0 pontban lokalis maximumhelye van (itt a fiiggvény foly-
tonos, de nem differencialhato, ellendrizziik!), de a fiiggvénynek nincs is globalis
maximumbhelye, hiszen feliilr6l nem korlétos.

Differencialhat6 fiiggvények esetében a szélsGértékhely kovetkezd karakteri-

5.7 Tétel. Tegyiik fel, hogy f egy intervallumon értelmezett fiigguény, és
ennek valamely xy belsd pontjdiban f differencidlhato. Ha xo az f lokdlis mini-
mumhelye, akkor f'(xq) = 0.

Valéban, tekintsiik a kiilonbségi hanyadost:

f(@o+h) = fxo)
. :

Ha h > 0, akkor a kiilonbségi hanyados a h elég kicsi értékeire nem negativ, igy a
jobb oldali hatarérték is nem negativ. Masrészt ha h < 0, akkor hasonléképpen
a kiilonbségi hanyados nem pozitiv, ezért a bal oldali hatarérték is nem pozitiv.
A differencialhatoségi feltétel folytan azonban a kiilonbségi hanyadosnak létezik
hatarértéke, ami igy csak nulla lehet. Tehat f/(z¢) = 0.

Ez a tételiink a szélsGérték sziikséges feltételét fogalmazza meg, amely azon-
ban nem elégséges. Példaul az f(x) = 23 fiiggvénynek nincs szélsGértékhelye,
de f'(0) = 0.

Egy differencialhato fliggvény esetében azon xg pontokat, amelyben f'(xg) =
0, a fliggvény kritikus pontjainak nevezziik.

Ezzel a szohasznalattal az értelmezési tartomény belsé pontjai k6zott minden
szélsGértékhely kritikus pont, de ennek megforditasa nem érvényes.
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5.5. Lagrange-féle kozépérték-tétel

A geometriai interpretacié alapjan szemléletes allitast fogalmaz meg a Lagrange-
féle kozépérték-tétel:

5.8 Tétel. Legyen f folytonos az [a,b] véges, zdrt intervallumon és differenci-
dlhatd az intervallum belsejében. Akkor taldlhaté olyan & € (a,b) pont, amelyre

f(b) = f(a)

1e ===

Bizonyitas. Tekintsiik ugyanis a

f(b) = f(a)

9() = f(z) - fla) - T2

(z —a)

fiiggvényt. Ez a fliggvény a feltételiink szerint folytonos az [a, b] intervallumon,
igy Weierstrass tétele értelmében felveszi a minimumaét és a maximumat az [a, b]
intervallumon. A minimum és a maximumbhely koziil legalabb az egyik létezik
az intervallum belsejében, hiszen

Ha ez a szélsGértékhely £ € (a,b), akkor az el6z6 tételiink értelmében ¢’ (€) = 0.
Ez éppen azt jelenti, hogy

—a

Vegyiik észre, hogy a tételiinkben a folytonosssagi feltevés lényeges, készit-
siink abrat!

5.6. L’Hopital-szabaly

Az alabbi eljaras megkonnyiti viszonylag komplikalt hatarértékek kiszamitasat.
Legyenek f és ¢ differencialhatoak, tovabba f’ és ¢’ folytonosak az xg pont
egy kornyezetében, és tegyiik fel, hogy f(zo) = g(zo) = 0. Az alabbi hatarérté-
ket szeretnénk meghatarozni:
f(z)

lim 2
s-rz0 ()

amely 0/0, tehat jhatarozatlan” alaku.

A Lagrange-féle kozépérték-tétel szerint:

f@) T e
g(e) ~ deee] ~ g(y)

r—xo
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ahol & és n valamely = és x¢ kozott fekvs pontok. Ha most x — z¢, akkor
egyarant £ — xg és n — xg. Tehét a derivaltak folytonossiaga alapjan

i L@ _ @)

v=a0 g(z)  wowe g'(x)

Ezt az egyenlGséget nevezziik L’Hopital-szabalynak. Ha az igy nyert hatarérték
még mindig 0/0 alaka, akkor alkalmazzuk L’Hopital’-szabalyt ujra, amig egy
"egyszer" hatarértéket nem kapunk.

5.9 Példa. Tekintsiik példaul a

I 2sinx
im ——
z=0]1 —/1+2x

hatarértéket. Ekkor a L’Hopital-szabaly szerint:

. 2sinx 2cos0 4
im = = —
=01-VItr  —5m

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytdjtemény-1 I/3, 1/6 és 1/7 szakaszok kidolgozott példainak
feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: az 1/3 szakasz 3.2.3, 3.2.4, 3.2.5, tovabba az 1/6 szakasz
6.3.5, 6.3.6, 6.3.10, tovabba az 1/7 szakasz 7.1.6, 7.1.8 és 7.1.9 feladatai

3. Tankdnyv-1 5.1, 5.4, 7.5 és 7.6 szakaszok, 8. fejezet.



6. fejezet

A teljes fuggvényvizsgalat

6.1. Monoton fiiggvények

6.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy f valamely intervallumon monoton névé,
ha az intervallum barmely két zy < x5 pontjara f(z1) < f(z2). Analég a
monoton fogy6 fliggvény értelmezése.

Szigort monotonitasrol beszéliink, ha az utébbi egyenlStlenség szigora for-
maban teljesil.

6.2 Tétel. Legyen f folytonos az [a,b] véges, zdrt intervallumon és differen-
cidlhato az intervallum belsejében. Ha minden belsd pontban f'(x) > 0, akkor f
az [a, b] intervallumon szigorian monoton nové.

Valoban, ha 1 < x5 az [a,b] intervallum két tetszéleges pontja, akkor a
Lagrange-féle kozépérték-tétel szerint taldlhatoé olyan z1 < £ < zo pont, amelyre

fx2) = f(x1) = f(€)(x2 — 21)

A feltételiink szerint a jobb oldalon all6 kifejezés pozitiv, ezért

f(x2) = f(z1) >0

azaz f valoéban szigorian monoton néve.

Vizsgéaljunk most meg egy intervallumon monoton noévég, differencialhaté
fliggvényt. Konnyen lathato, hogy az intervallum barmely két kiilonb6z6 x és
x + h pontjara fennall

fl@+h) - f(z)

>0
h =

45
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tehat a h — 0 hatarértékre térve f'(z) > 0. Ezt az észrevételt az el6z6 téte-
liinkkel egybevetve a kovetkezs allitast fogalmazhatjuk meg:

6.3 Tétel. Legyen f folytonos az [a,b] intervallumon és differencidlhatsé az
intervallum belsejében. Az f fligguény akkor és csak akkor momoton névd az
intervallumon, ha f'(x) > 0 az intervallum minden belsd pontjiban.

Hasonl6 allitas érvényes a monoton fogyé esetben is.

Az azonban nem igaz, hogy ha f szigorian monoton névs, akkor f/(z) > 0
lenne minden x pontban. Példaul az f(z) = x® fliiggvény az egész szdmegyenesen
szigorian monton novs, de f/(0) = 0.

6.2. A széls6értékhely megkeresése

Tekintsiink egy f : R — R fliggvényt, és legyen x( az értelmezési tartomany
bels6 pontja. Tegyiik fel, hogy f differencidlhaté az xy pontban.

Amint lattuk, annak sziikséges feltétele, hogy xg szélsGértékhely legyen, az,
hogy f/(z9) = 0. Kérdés, hogy milyen elégséges feltételt fogalmazhatunk meg
a szélsGérték létezésére. Vilagos, hogy ha talalhatéd olyan € > 0 szam, amelyre
f monoton fogyé az [xg — €, x| intervallumon, tovdbba f monoton névs az
[0, xo + €] intervallumon, akkor zo az f lokalis minimumhelye.

Differencialhato fiiggények esetében ezt az észrevételiinket az alabbi tételben
fogalmazzuk meg.

6.4 Tétel. Tegyiik fel, hogy f differencidlhatd egy intervallumban és xy az
intervallum olyan belsé pontja. Ha van olyan € > 0 szdm, hogy

o f'(z) <0, hax € (xg—c¢,x0)
o f'(x) >0, hax € (xo,z0 +¢)

akkor xo az f lokdlis minimumbhelye.
Nyilvan analég allitas érvényes lokalis maximumbhely esetére is.

6.5 Példa. Keressiik meg az
f(z) =2%"
fliggvény szélsGértékeit és monotonitasi szakaszait. Kénnyen lathato, hogy
J'(@) = (22— a?)e

amelynek elGjele csak az elsé tényez6tol fligg. Ennek alapjan a kovetkezét kap-
juk.
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Ha z € (—00,0), akkor f/(z) < 0, ezért itt f monoton fogyo

e Ha z =0, akkor f/(0) = 0, ez kritikus pont

Ha z € (0,2), akkor f'(z) > 0, ezért itt f monoton névd

e Ha x =2, akkor f/(2) =0, ez kritikus pont

Ha = € (2,+00), akkor f'(z) < 0, ezért itt f monoton fogyo

Az [’ elgjelvaltasai alapjan lathatjuk, hogy az x = 0 pont (globélis) minimum-
hely, mig = = 2 lokalis maximumbhely.

6.6 Példa. Tekintsiik példaul a szamegyenesen az
f@)=x+sinz
fiiggvényt. Mivel f/(z) =1+ cosz, vilagos, hogy a fiiggvénynek az
x=2k+ )7 k=0,+1,4+2,...
helyeken kritikus pontjai vannak. Ezek koziil azonban egyikben sem lehet szél-

sGérték, ugyanis
x# (2k+ )7 esetén f'(x) >0,

hiszen ezekben a pontokban cosz > —1.

Ez a fliggvény tehat az egész szdmegyenesen szigortian monoton nové.

6.3. Magasabbrendii derivaltak

Ha egy f fiiggvény egy intervallumban mindeniitt differencialhaté, akkor az
x — f'(x) hozzéarendelést az f derivalt-fliggvényének nevezziik. Ha f’ differen-
cialhato valamely xg pontban, akkor azt mondjuk, hogy f itt kétszer differenci-
alhato. Ilyenkor az (f')'(zo) jelolés helyett az

f"(20)

jelolést hasznéljuk, és ezt az f mésodik derivaltjanak nevezziik az xy pontban.

Teljesen hasonléan tetszSleges n természetes szam esetén beszélhetiink az f
n-ik derivaltjarol az xo pontban, ennek jelolése

R (z0) .
Példaul az f(z) = 1/z fiiggvényre valamely xg # 0 pontban

(=1)"n!

2 .
Jiwo) = =5 valamint [0 () =

0



48 6. FEJEZET. A TELJES FUGGVENYVIZSGALAT

minden n természetes szamra.

6.7 Példa. Tekintsiik az f(z) = sina fliggvényt, és allitsuk el6 a derivalt-
fliggvényét. Egyrészt

, . sin(z+ h) —sinz . sinzcosh+ coszsinh —sinx
N R h
h—1 inh
= sinz- lim 402 +cosz - lim o
h—0 h h—0 h

Itt a 3.12 Példa alapjan az els6 hatarérték 0, mig a 3.8 Példa szerint a méasodik
hatarérték 1. Eszerint
f(x) = cosx

Teljesen hasonlé eljarassal mutathatd meg, hogy
(cosz) = —sinw

Tehét az f(z) = sinx fliggvény magasabbrendi derivéltjaira az alabbi eredmény
adodik:

cosz han 4-gyel osztva 1 maradékot ad
—sinxz  ha n 4-gyel osztva 2 maradékot ad
—cosz han 4-gyel osztva 3 maradékot ad
sinz  ha n 4-gyel oszthatd

f"(w) =

6.4. Masodrendii feltételek

Elsfordulhat, hogy olyan bonyolult fliggvényt kell vizsgilunk, amelynél a de-
rivalt elGjelét nehéz meghatarozni. Ilyen esetekben bizonyulhat hasznosnak a
szélsGérték méasodrendi (elégséges) feltétele.

6.8 Tétel. Legyen f differencidlhato valamely intervallumban, és tegyiik fel,
hogy az intervallum valamely xo belsé pontjiban f kétszer differencidlhato.

Ha f'(z9) =0 és f"(xo) > 0, akkor z¢ az f lokdlis minimumbhelye.

Valéban, a kiilonbségi hanyados vizsgalata alapjan

f'(xo +h) = f'(20)

1" _ 3 —
fileo) =i h -
!

h
Y CTR
h—0 h

és ez azt jelenti, hogy az f’(xo+ h)/h hanyados pozitiv, ha 0 < |h| < ¢ valamely
€ > 0 mellett. Innen adoédik, hogy
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e hax € (zg — €, 20), akkor f/(z) <0,
e ha x € (zg,z0 +¢), akkor f/(z) > 0.

Tehat a 6.4 Tételiink alapjan zy valéban lokalis minimumhely.

Természetesen analog elégséges feltételt fogalmazhatunk meg a lokalis ma-
ximumbhely esetére is.

Indirekt meggondolassal azonnal kapjuk a szélsGérték masodrendi sziikséges
feltételét is.

6.9 Tétel. Tegyiik fel, hogy f kétszer differencidlhato egy intervallumban, és
legyen xo az intervallum valamely belsd pontja.

e Ha xq lokdlis minimumbhely, akkor f'(xo) =0, és " (xo)

> 0.
e Ha xq lokdlis mazimumbhely, akkor f'(xo) =0, és f"(xo) <O0.

6.10 Példa. Legyen példaul = > 0 esetén
fx)=zlnz

Ekkor f'(z) = 1+ Inxz, tehat az f fliggvény egyetlen kritikus pontja z = 1/e.
Mivel f”(x) = 1/z, ezen a helyen

f'(1fe)=e>0,
tehat az f fliggvénynek az z = 1/e helyen lokalis minimumhelye van. Nem

nehéz belatni, hogy ez egyben globalis minimum is.

Vegyiik észre, hogy az eddigi tételeink nem tartalmaznak informaciot egy
olyan x( kritikus pont esetében, ahol

f”(lL’o) = 0 .

Ennek az az oka, hogy ebben a ,hataresetben” barmi el6fordulhat. Vizsgaljuk
meg ugyanis az
fl@)=2" (n=3)

hatvanyfiiggvény viselkedését az zo = 0 kritikus pontban. Vilagos, hogy itt
f/(0) =0 és f"(0) = 0. Méasrészt

e ha n péros, akkor zy = 0 (globalis) minimumbhely,
e ha n paratlan, akkor o = 0 nem szélsGértékhely.

Teljesen hasonloan paros n esetén xo = 0 a —f fiiggvénynek (globalis) maxi-
mumbhelye.
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6.5. Konvex és konkav fiiggvények

6.11 Definicié. Az f fliggvényt konvexnek nevezziik az [a, b] intervallumon,
ha az intervallum tetszéleges x; és xo pontjaira és barmely 0 < o < 1 valés
szamra

flazy + (1 — a)za) < af(z1) + (1 — a)f(x2) .

Ez geometriailag azt jelenti, hogy a fiiggvény grafikonjdhoz rajzolt har sehol
sem lehet a fliggvény grafikonja alatt.

Konkav fliggvényeket a forditott irdnyd egyenlGtlenséggel értelmezziik.

Kétszer differencialhato fiiggvényekre a konvexitasnak egy igen egyszerti, és
geometriailag is vilagos jellemzését adhatjuk.

6.12 Tétel. Tegyiik fel, hogy f folytonos valamely intervallumon és kétszer
differencidlhatd az intervallum belsejében. Annak sziikséges és elégséges feltétele,
hogy f konvez az intervallumon:

f(x) =0

az intervallum minden belsd pontjaban.

Ez azt jelenti, hogy konvex fiiggvény esetében az érinté meredeksége mono-
ton névs. Ezt dgy is szemléltethetjiik, hogy egy konvex fliggvény esetében a
fiiggvény grafikonja sehol sincs az érinté alatt.

6.13 Példa. Vizsgaljuk meg az

T
fle) = 1+ 22
fliggvényt. Konnyen ellendrizhetjiik, hogy
1— 22
() —

A derivalt elGjelének vizsgalata alapjan

e f szigortian monoton fogy6 a (—oo, —1) intervallumon
e z = —1 (globalis) minimumhely
e f szigortian monoton névé a (—1,1) intervallumon

e x = 1 (globalis) maximumhely
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e f szigortian monoton fogyo a (1, +o00) intervallumon

A konvexitast a mésodik derivalt elGjele alapjan vizsgalhatjuk:

ey 223 — 6
f'(x) = 1+ 223

Vilagos, hogy a nevez§ minden pontban pozitiv, ezért elég a
223 — 6z = 2x(2* — 3)
szamlalo eldjelét tekinteni. Tehat

e f konkav a (—oo, —\/g) intervallumon

(
e f konvex a (—v/3, 0) intervallumon
e f konkav a (0,/3) intervallumon

(

e f konvex a (v/3, +00) intervallumon

Vegyiik észre, hogy f”(—v/3) = f7(0) = f"(v/3) = 0, és ezekben a pontok-
ban a méasodik derivalt elGjelet valt. Ezek a pontok tehat az f fiiggvény konvex
és konkéav szakaszait valasztjak el. Az ilyen pontokat az f inflexiés pontjainak
nevezzik.

Inflexios pontban az érinté atmetszi a fiiggvény grafikonjat.

A konvex fiiggvények egyik legfontosabb tulajdonsiga, hogy a lokilis és a
globalis minimumbhely fogalma egybeesik.

6.14 Tétel. Tekintsiink eqy [ kétszer differencidlhaté konvex fligguényt egy
intervallumon, és legyen xg az intervallum eqy belsd pontja. Ha xq lokdlis mi-
nimumhely, akkor globdlis minimumhely is.

Valéban, a feltételeink szerint f'(xg) = 0, masrészt a konvexitas miatt f’
monoton névs. Ezért az intervallum belsé pontjaiban

o 1 < xp esetén f'(x) <0,
e > xp esetén f'(x) > 0.

Innen az f’ monotonitasa miatt adodik az allitas.

Természetesen most is analog allitast fogalmazhatunk meg konkév fliggvé-
nyek maximumhelyére vonatkozoan.

6.15 Példa. Tekintsiik az a valés paraméterrel megadott

f(z)=azx+2Inx
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fliggvényt az = > 0 pozitiv félegyenesen. Az a paraméter milyen értékére lesz
az f fiiggvénynek globalis maximuma az x = 6 pontban?

A szélsGérték sziikséges feltétele alapjan
2

@) =a+>=0
x

ahonnan z = —2/a. Innen a feltételiink szerint a = —1/3. Mivel az f mésodik
derivaltja
1
7 o
azért a fliggvény (szigoruan) konvkav az egész értelmezési tartomanyban, ezért
a = —1/3 esetén az f fiiggvénynek az x = 6 pontban globélis maximumbhelye
van.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemeény-1 1/6 és I/7 szakaszok kidolgozott példinak feldol-
gozasa.

2. Hazi feladatok: az I/6 szakasz 6.6.3, 6.6.4, 6.6.6, 6.6.8, tovabba az I/7
szakasz 7.3.4, 7.3.7, 7.3.8 feladatai.

3. Tankdnyv-1 9. fejezet.



7. fejezet

Integralas

7.1. A hatarozatlan integral fogalma

7.1 Definicié. Legyen f valamely [ intervallumon értelmezett fiiggvény. Azt
mondjuk, hogy az I intervallumon értelmezett differencidlhato F' fiiggvény az f
hatdrozatlan integrdlja, vagy mas elnevezéssel primitiv fiigguvénye, ha

F'(z) = f(z)
minden x € I esetén.
Vilagos, hogy a hatarozatlan integral a derivéalas forditott miivelete. A haté-
rozatlan integral fogalma azonban nem egyértelmii! Ha ugyanis egy F fliggvény

az f hatarozatlan integralja, akkor ahhoz barmely C' konstanst adva ugyancsak
hatarozatlan integralhoz jutunk. Valoban:

(F(z) +C) = F'(z) = f()

minden x pontban.

Belathatjuk, hogy mas tipusa hatarozatlan integral nem is létezhet.

7.2 Tétel. Ha F az f hatdrozatlan integrdlja az I intervallumon, akkor az f
minden hatdrozatlan integrilja F + C alakid valamely C konstans mellett.

Bizonyitas. Valoban, ha a G differencidlhato fiiggvény is az f hatarozatlan
integralja az I intervallumon, akkor minden = € I pontban

(F(z) = G(x))' = f(x) — f(z) =0

Ez azt jelenti, hogy F' — G derivaltja az I intervallumon zérus, ezért a Lagrange-
féle kozépérték-tétel miatt F' — G konstans ezen az intervallumon.

53
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A fenti tételiinknek megfelelen a kovetkezs jelolésmodot hasznaljuk a ha-
tarozatlan integralokra:

/f(a:)dx:F(x)—l—C’

Peéldaul kozvetlen derivalassal ellenérizhetd, hogy
/cosxdx =sinz 4+ C

vagy teljesen hasonléan

xa+1
/xo‘dx: +C (v # —1)

tetszbleges C konstans mellett. Ez azt mutatja, hogy ha egy fliggvénynek egy
intervallumon van hatarozatlan integralja, akkor végtelen sok is van.

7.2. Alapintegralok

Szamos hatarozatlan integral kiszamitasakor segit az alabbi szabély:

7.3 Tétel. [(af(z)+ Bg(z))dr =a [ f(z)dz+ B [ g(x)dx

Ez a szabaly természetesen tetszéleges véges tagu Osszegre altalanosithato.

Figyelem: Nem minden fiiggvénynek van hatdrozatlan integraljal Ha pél-
daul az f fiiggvénynek olyan szakadési pontja van, amelyben a jobb és bal oldali
hatarértékek végesek, de kiilonboz&ek, akkor nem létezhet hatarozatlan integral.
Az alabbi tétel hasznos elégséges feltételt fogalmaz meg.

7.4 Tétel. Ha f folytonos az I intervallumon, akkor létezik hatdrozatlan
integrilja.

Hatarozatlan integralok meghatéarozéasara szabalyokat a derivalési szabalyok
megforditasival nyerhetiink. Az elemi fiiggvények derivaltjait megad6 formulé-
kat megforditva az elemi fiiggvények hatarozatlan integraljaihoz jutunk, ezeket
nevezziik alapintegréloknak. Az alapintegralokat Osszefoglalo listat talalunk a
Feladatgytjtemény-1-ben, TANULMANYOZZUK RESZLETESEN! Példaul:

/sinxdx =—cosz+C

3 2
2x—1 1 2x—1
e dx = 56 +C

2 )
/(2x2—5x+8)dm=7$3—7$2+8x+6’

2z
——dx =In(1 2
/1+x2da: n(l+z°)+C
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7.3. Kezdetiérték-feladatok

Az el6z6ekben lattuk, hogy egy fiiggvénynek végtelen sok hatirozatlan integral-
ja lehet, amelyek csak konstansban kiilonbozhetnek egymastél. Ha azonban a
koordinata-rendszer egy pontjat rogzitjiik, azon mar csak egyetlen hatarozatlan
integral halad at.

7.5 Példa. Keressiik meg azt az F' fliggvényt, amelyre
F'(z) =2e" és F)=1

Ekkor
F(x) =2/efxdx: —2e " +C

Innen a kezdeti értékre vonatkozo feltételbsl C = 3 adodik.

7.4. Hatarozott integralok

Ebben a szakaszban roviden felvazoljuk azt, ahogy Bernhard Riemann német
matematikus, a gottingeni egyetem professzora értelmezte a hatarozott integral
fogalmét a XIX. szdzadban. Ez az elképzelés az Arkhimédesz-féle kétoldali
kozelités elvén alapul, ami az emberi gondolkodés egyik meghatarozé eleme (és
ez volt az az eljaras, ahogy az Okori Szirakuzaban Arkhimédesz meghatarozta a
kor teriiletét a beliilrdl és kiviilrdl kozelitd szabélyos sokszogek tertiletei alapjan).

Legyen f folytonos fiiggvény az [a,b] véges intervallumon, és tekintsiik az
intervallum egy
a=ro<x1<...<xy,=0b
felosztasat n szamu részintervallumra. Minden egyes [zj_1, x| részintervallu-
mon jelentse my az f fliggvény legkisebb, és M}, a legnagyobb értékét, amelyek
Weierstrass tétele értelmében léteznek. Készitsiik el az

n
Sn= Y m(r — Tk_1)
k=1
agynevezett alsé dsszeget, illetve az

Sp = My(wy — zx_1)

k=1

felsd dsszeget. Ezen téglalapok teriileteinek Gsszegei, az f grafikonja alatti teri-
letet alulrol, illetve feliilrsl kozelitik. KESZITSUNK ABRAT!

Konnyen ellenérizhetjiik, hogy tjabb osztépont beiktatasaval s, nem csok-
kenhet, mig S,, nem néhet. Megmutathat6, hogy a felosztas stritésével az al-
so0sszegek fels§ hatara megegyezik a fels§ Osszegek alsé hataraval. Riemann
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értelmezésében ezt a kozos S értéket az f fliggvény hatarozott integraljanak
nevezziik az [a, b] véges intervallumon, jelolésben:

b
S = / f(z)dx
ami az f fliggvény grafikonja alatti (elGjeles!) teriiletet jelenti.
Megfogalmazzuk a hatarozott integral néhany fontos tulajdonsigat, amelye-

ket természetesnek latunk az integral geometriai interpretacidja alapjan.

7.6 Tétel. Legyenek f és g olyan fiiggvények, amelyeknek létezik integralja.

1. Ha f(x) < g(z) az [a,b] intervallumon, akkor

/abf(w) d < /abg@) dz

2. Specidlisan, |ff flz)dz| < f: |f(z)| dx.

3. Specidlisan, ha f(x) < M az [a,b] intervallumon (M konstans) akkor
b
/ fl@)de < M(b—a)

4. Ha f folytonos az [a,b] intervallumon, akkor taldlhaté olyan T € [a,b],
amelyre f; f(x)dx = f(T)(b—a).

5. Megdllapodds: [, f(z)dx = — f: f(x)dz ha a <b.

6. [ f(x)de = fab f(x)dz + [, f(z)dx

Készitsiink abrakat, amelyeken értelmezziik a fenti allitasokat!

7.5. Newton-Leibniz-formula

Ebben a szakaszban megvizsgaljuk, hogy a hatarozott integral hogyan szamit-
hato ki a primitiv fiiggvény ismeretében.

7.7 Tétel. (Newton-Leibniz-formula) Ha F az f folytonos figgvény pri-
mitiv fiigguénye az [a,b] véges intervallumon, akkor

b
[ H@yde=F) - F@)
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Bizonyitas. Vilagos, hogy az allitAsunk nem fiigg attol, hogy melyik ha-
tarozatlan integralt valasztottuk. Ha ugyanis G is az f fiiggvény hatarozatlan
integréalja, akkor

G(x)=F(x)+C
alaka az [a,b] intervallumon, valamely C konstans mellett a 7.2 Tétel értelmeé-
ben. Tehat ekkor

b
/ f(x)dz = [G(x)]g = G(b) — G(a) = (F(b) + C) = (F(a) + C) = F(b) — F(a).
Masrészt tekintsiik tetszdleges x € [a, b] mellett az

F(z) = / £(t) dt

integralt. Ekkor F(a) = 0, hiszen ekkor az integralasi ut hossza zérus. Elég
belatnunk, hogy F' az f hatarozatlan integralja.

Valoban, ekkor tetszéleges a < x < b és olyan h # 0 esetén, amelyre x + h €
[a, b], az integral tulajdonsagai alapjan talalhato olyan T az x és az x+ h pontok
kozott, amelyre

1 1

z+h
FF@n = F@) = [ fod= i@ n

Ha most h — 0, akkor T — x, ezért f folytonossiga miatt f(Z) — f(x), azaz

lim = (F(z+ ) ~ F(x)) = F(z) = Jim (@) = /(2)

tehat F valoban f primitiv fliggvénye. O

Newton és Lebniz, és a korabeli matematika fantasztikus teljesitménye volt,
hogy a hatéarozott integral geometriai fogalmat kapcsolatba tudta hozni a deri-
valt fogalméval a tételiinkben megfogalmazott mddon.

Ez a felismerés hihetlen gyors fejlédést eredményezett eldszor a fizika és a
kémia, majd némi késéssel a biolégia és a kozgazdasagtan kvantitativ elemzésé-
ben is. Osszességében azt mondhatjuk, hogy meghatéirozé szerepe volt a preciz
tudomanyos nyelvezet 1étrejottében minden tudoméanyteriileten.

A fenti bizonyitas egy kovetkezményeként fogalmazhatjuk meg a kovetkezs
allitast.

7.8 Kovetkezmény. Ha f folytonos egy intervallumon, akkor ott van primitiv
fiigguénye.

Bizonyitas. Valéban, a fenti bizonyitas szerint az

Pla) = / " r)dt
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fliggvény az f primitiv fiiggvénye. O

7.9 Példa. Szamitsuk ki példaul az alabbi hatarozott integralt.
2 4 2
1 1
/ <2x3+1+2) dx = [$+x} =9
1 z 2 T,

Néhény tovabbi egyszert példa:
w/2
/ sinz dr = [~ cos x]g/z =1
0

1
/e”dw:[ex](l):e—l
0
4 4
2 16
de = | 2. 23/2] = =
oﬁx [3 ) o 3

Ellenérizziik ezeket az eredményeket.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-11/9 és 1/10 szakaszai kidolgozott példainak feldol-
gozasa.

2. Hazi feladatok: az I/9 szakasz 9.1.7, 9.1.10, 9.1.17, 9.2.9, 9.2.11, 9.2.14,
valamint az I/10 szakasz 10.1.6, 10.1.9, 10.1.13 és 10.1.14 feladatai.

3. Tankdnyv-1 10. fejezete.



8. fejezet

Integralasi technikak

8.1. Parcidlis integralas

Ha f és g folytonosan differencidlhato fliggvények valamely I intervallumon,
akkor a szorzat differencialési szabalya alapjan:

/ F(@)g(z) de = f(x)g(z) - / f(@)g (z) dx

Ezt a formuléat parcidlis integrilisnak nevezziik. Tekintsiik példaul az

/:17671 dx

integralt, akkor az f'(zr) = e™* és a g(x) = x szereposztassal (lehetne mas-
hogy?):
/xe_r de = —xe ™™ + /e_m de = —ze * —e * 4+ C

8.1 Példa. Tekintsiik példaként n # —1 mellett az

/:c"lna:dx

integralt. Integraljunk parcidlisan az f'(x) = 2™ és g(x) = lnx szereposztéssal
(mit kapnéank a forditott szereposztéssal?):

xn+1 xn $n+1 anrl
"lnzxdr = Inz—- | —dr=——Ine - —5 +C
/x nxdr n+1na: /n—|—1 T n+lnm (n+1)2+

Specidlisan n = 0 esetén:

/lnxda?:ajlnx—x—i—C:a:(lnx—1)+C

59
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8.2. Parciilis integralas hatarozott integralokra

A parcialis integralast hasznalhatjuk hatéarozott integralok kiszamitisara az
alabbi médon:

b b
/f’(iv)g(fc)de[f(x)g(w)]fi—/ f2)g (x) da

Példaul az f'(x) = sinx és g(x) = x szereposztassal (vajon a forditott jo lenne?):

s ™
/ xsinxzdr = [—xzcosxz|] +/ cos x dx
0 0
= 7w+ [sinz|f =7
Ez az eljaras altalaban gyorsabb, mint eldszér a hatarozatlan integral kiszami-

tasa parcialis integralassal, majd ezutan a hatarok behelyettesitése.

8.2 Példa. Néha sziikség van a parcidlis integralas tobbszori elvégzésére.
Tekintsiik példaul az
/ z2e ™ da
—Az

integralt, ahol A > 0 adott paraméter. Hasznaljuk az f'(z) = e, illetve
g(x) = x? szereposztast, akkor

1 1
/xze_M dx = —Xach_M + X /Qxe_m dx

Az utobbi integralt ajabb parcidlis integraldssal szamithatjuk ki.

Figyelem! Itt tjra az f'(x) = e~ illetve g(x) = x szereposztést kell

valasztanunk, ellenkezé esetben egy hasznalhatatlan azonossighoz jutunk!

1 2 2
/:Ezef)‘mdm _ 7Xx267)\z o pxef/\z o Fef)\x +C

8.3 Példa. Szamitsuk ki az alabbi hatarozott integralt:

s
/ e’ sinx dx
0

Hasznaljuk az f'(z) = e és g(x) = sinx szereposztést, akkor kétszeri parcialis
integraléssal:

T T
/ e’sinxdr = [e®sinx]] — / e’ cosz dx
0 0

T
= —[ezcosx]g—/ e’ sinx dz
0
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Fejezziik ki ebbdl az egyenléségbdl a keresett integralt:
2/ e’ sinx dr = —[e” cos x|
0

azaz

T 1
/ e’sinzdr = =(e" +1)
0 2

8.3. Integralas helyettesitéssel

Az Gsszetett fiiggvény derivalasi szabalyabol (lancszabaly), annak integralasaval,
adodik a kdvetkezd formula:

[ taong @ya = [ fa)ds

ahol = = g(t) folytonosan differencialhato fiiggvény egy adott intervallumon.
Ezt a szabalyt helyettesitéses integralasnak nevezzik.

8.4 Példa. Hatarozzuk meg példaul az alabbi integralt:
/5t3\/2 +t4dt

integralt. Vegyiik észre, hogy az = g(t) = t* helyettesitéssel az integral a
kovetkezo alakba irhato:

2
/5t3\/2+t4dt:Z/\/2+xdx:2~§(2+x)3/2+0

A visszehelyettesitést elvégezve:

5
/5153\/2 +ttdt =<2+ 2y

8.5 Példa. Lassunk olyan példat, ahol a forditott eljaras a célravezets:
/ e V1 + e dx
Vezessiik be az © = g(t) = Int helyettesitést, ekkor ¢'(t) = 1/t, és igy:
/eﬂfmdm = /tm% dt = 2(1 +1)32+C
A t = e” visszahelyettesitéssel:

2
/ex\/l—i—elda:: §(1+ex)3/2+0
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8.4. Helyettesités hatarozott integraloknal

Hatarozott integralok kiszdmitasanal a visszahelyettesitésnél célravezetGbb és
gyorsabb a hatarok megvaltoztatésa a helyettesitésnek megfelelGen:

b g(b)
/ Flo(t)d(¢) dt = / f(z) da
a Q(a)

8.6 Példa. Az alabbi példaban az x = g(t) = cost, ¢'(t) = —sint helyettesi-
tést alkalmazzuk:

/2 &in2t /2 2gintcost
——dt = ———dt
o 1l+cos?t o 1+ cos?t

0 1
2 2
_ _/ 7xdx:/ 2
1 1+2a2 o 1+ 22

= [In(1 +2?)]) =In2

8.7 Példa. Végiil hatarozzuk meg az alabbi nevezetes integralt:

1
/ V1—2a2dx
0

Vezessiik be az © = g(t) = sint helyettesitést, ekkor ¢'(t) = cost és (figyeljiik
meg a hatarok megvaltoztatasat!):

1 w/2
/\/1—x2dx = / cos? tdt
0 0
1 sin2t1™?
4

1 /2
= = 1 2t)dt = - |t
2/0 (1 + cos 2t) 2[—1— 5

Vegyiik észre, hogy itt éppen az origd kézépponti, egységsugari kor teriiletének
egynegyedét hataroztuk meg helyettesitéses integralassal.

0

8.5. Linearis differencidlegyenlet

Differencialegyenleten egy olyan egyenletet értiink, amelyben az ismeretlen fiigg-
vény, és annak derivaltja is szerepel. Szamos mikro és makroGkondmiai probléma
vezet ilyen feladatra. Egy tipikus ilyen feladat a linearis differencialegyenlet.
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Legyenek a és b adott valds szamok, és keressiik azt az y ismeretlen differen-
cialhato fiiggvényt, amelyre

ay +0b (8.1)
y(0) = wo

<
|

ahol yo egy elére adott valés szam.

Itt az y(0) = yo egyenlGséget kezdeti feltételnek nevezziik. Azt mondjuk,
hogy az y differencialhato fiiggvény a fenti feladat megoldasa, ha barmely t € R
esetén y'(t) = ay(t) + b, tovabba y(0) = yo. Kérdés, hogy hogyan allithato els
a feladat megoldasa?

Tegyiik fel tehat a tovabbaikban, hogy y megoldas. Szorozzuk meg az egyen-
let mindkét oldalat az e~ kifejezéssel, akkor atrendezés utan azt kapjuk, hogy

y/(t)efat _ ay(t)efat — befat

minden ¢ valés szdmra. Vegyiik észre, hogy a bal oldalon éppen az y(t)e™ %

szorzat derivaltja all. Tehat mindkét oldalt a 0 ponttol t-ig integralva (és az
integralasi valtozot t-rél s-re cserélve)

t t
| W@ —ayoe ey s = e, = [ bemeas
A hatarok behelyettesitésével az adodik, hogy
t
y(t)e ™ —y(0) = / be % ds.
0

Atrendezve, és mindkét oldalt az e kifejezéssel szorozva az alabbi tételben
fogalmazhatjuk meg az eredményiinket.

8.8 Tétel. (Cauchy-formula) A (8.1) feladat megolddsa
t
y(t) = e™ <y0 +/ be~*° ds)
0
a szdmegyenesen.

Ebbdl azt is lathatjuk, hogy ha az y(0) = yo kezdeti feltételt nem irnank eld,
akkor a (8.1) differencidlegyenletnek végtelen sok megoldasa lenne.

8.9 Példa. Ha példaul az

y = 2y+5
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linearis differencidlegyenlet megoldasat keressiik, akkor a Cauchy-formula sze-

rint
t
5 11 5
y(t) = e* <3 -I-/O 5e~2¢ ds) =% (3 ~3 [6_25}3> = ?e% -

minden ¢ € R mellett.
Kozvetlen behelyettesitéssel ellendrizziik a megoldas helyességét!

Otthoni tanulashoz
1. A Feladatgytjtemény-1 1/9 és 1/10 szakaszai kidolgozott példainak feldol-
gozasa.

2. Hazi feladatok: az I/9 szakasz 9.3.4, 9.3.6, 9.3.8, 9.3.10, 9.3.13, 9.5.3, 9.5.6,
valamint az I/10 szakasz 10.1.7, 10.1.9, 10.1.10 feladatai.

3. Tankdnyv-1 11.1 és 11.2 szakaszai.



9. fejezet

Az integralas kiterjesztése

9.1. Improprius integralok

Tegyiik fel, hogy f folytonos az [a,+00) intervallumon. Ekkor barmely b > a
esetén létezik az ff f(z) dz integral.

9.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy f improprius értelemben integralhat6 az
[a,00) intervallumon, ha létezik a limp_, oo f: f(z) dx hatérérték és véges. Az
improprius integral értékét ekkor az

oo b
/a f(x)dx:bl'ggo/a f(x)dx

egyenlGséggel definidljuk. Ha a fenti hatarérték nem véges, vagy nem létezik,
akkor azt mondjuk, hogy az improprius integral nem létezik (vagy nem konver-
gens).

Analog modon értelmezziik a

alakt improprius integralokat is.

9.2 Példa. Vizsgaljuk meg az

integralt. A definicié alapjan

’1
/ —dr = [Inz]} =Inb
1

X

65



66 9. FEJEZET. AZ INTEGRALAS KITERJESZTESE

tehat ez az improprius integral nem létezik, hiszen b — co mellett a hatarérték
nem véges.

Ugyanakkor az
integral létezik, ugyanis tjra a definicié alapjan
b b
1 1
lim —2dx = lim {—] =1
b—oo J1 T b—ro0 T4

azaz az improprius integrél értéke 1.

A fenti gondolatmenet alapjan kénnyen lathato, hogy az

/1°°1dx:1 (9.1)

a fels§ hatarban ugyanis a hatarérték nulla.

9.3 Példa. Tekintsiik az alabbi példat (az exponencidlis eloszlas stirtiség-

fliggvénye): .
/ e M dx
0

ahol A > 0 adott konstans. Ekkor barmely b > 0 mellett:
b b
/ e N dg = [—e_/\ﬂo =1—e?
0

Tehat

b—o0

/ Ae M dr = lim (1 —e ) =1
0

barmely A > 0 konstans esetén.

9.2. Improprius integralok a szaAmegyenesen

9.4 Definicié. Azt mondjuk, hogy f improprius értelemben integralhatd a

szdmegyenesen, ha a
0 oo
/ flx)dz és / f(x)dx
—o00 0
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integralok mindegyike létezik. Ekkor ffooc f(z) dzx értéke e két integral Osszege.

9.5 Példa. Példaul az
2z
——dx
/,oo 1+ 22

integral nem létezik, jollehet barmely b > 0 mellett

b
2
/ T dr=0
,b1+$2

hiszen az integrandus péaratlan fliggvény. Azonban

b
2x
—= _dr =1In(1+b?
/01+x2 x n( + )

és ennek hatarértéke b — oo esetén +o00, ezért a definicié értelmében a fenti

improprius integral nem létezik. Nyilvan ugyanigy nem létezik az integrél a
(=00, 0] intervallumon sem.

9.6 Példa. Hatérozzuk meg az aldbbi improprius integralt:

Iz/ ze~ dg
0

ahol ¢ > 0 adott konstans. Itt barmely b > 0 esetén

b 2 1 2 b
/ e “ dx = [ecm ]
0 2¢ 0

Innen adodik, hogy I =1/2¢, és ennek alapjan

e 2
/ re " dr =0,
— 00

hiszen az integrandus péaratlan fiiggvény.

9.7 Példa. (Gauss-féle integral) Fontos szerepet jatszik a valoszintségsza-
mitasban az -
I= / e da

improprius integral, amely a normaélis eloszlas siiriiségfiiggvényével van kapcso-
latban. Ennek kiszadmitasa elég komplikilt eszkdzoket igényel, amelyeket itt nem
részleteziink. Ennek oka az, hogy a primitiv fiiggvényt nem tudjuk elallitani.
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FIGYELEM! Ez nem azt jelenti, hogy nincs primitiv fiiggvény, hiszen az
eléz6 fejezetiink értelmében létezik, mert az integrandus folytonos. A probléma
az, hogy ezt a primitiv fliggvényt elemi fiiggvények segitségével nem lehet zart
alakban elgallitani.

o0
/ e dy =
0

és innen az integrandus péarossaga folytan I = /7.

Megmutathaté, hogy

I

Egyszert helyettesitéssel, ahol 2 = t1/2, azt is lathatjuk, hogy

— e zdr=1 9.2
V 27T /700 ( )

Ezt az egyenlGséget felhasznaljuk a valdszintiségszamitasban.

9.3. Parcialis integralas improprius integralban

A kovetkezd példakban parcialis integralast hasznalunk improprius integralok-
ban. A rovidség kedvéért a tovabbiakban a b — +o0o hataratmenet helyett a
+o0 fels6 hatart hasznaljuk.

9.8 Példa. Hatéarozzuk meg adott A pozitiv konstans mellett az

/ Aze M dx
0

improprius integralt. Az f'(x) = A\e™?* és g(x) = x szereposztassal (azért, hogy
az x szorzo eltinjon), azt kapjuk, hogy

oo

/ e Mdr = [—xe_)‘m]go —/ —e M dg
0 0

- 6—)\1 oo B l

a Ao TN

Ugyanis a kiintegralt rész nulla! Gondoljuk at: a L’Hopital-szabaly kovetkez-
meénye.

9.9 Példa. Az el6z6 példdhoz hasonloan hatarozzuk meg adott A pozitiv

konstans mellett az -
/ Az2e ™ dg
0
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improprius integralt. Az f'(x) = \e™** és g(z) = % szereposztassal (azért,

hogy az 22 szorzé fokszama csokkenjen), két egymas utani parcidlis integralassal
(ugyanazon szereposztassal) azt kapjuk, hogy

/ \ele ™ Mdr = [—xQe”‘ﬂgo—/ —2ze M dx
0 0

B o 0 Az
_ {l’e] ~ / P
Xl o A

Ebben a példaban két egymas utani parcialis integralasra volt sziikségilink, és az
el6z6 példahoz hasonldan a kiintegralt részek nullak a L’Hopital-szabaly miatt.

9.10 Példa. Parciélis integralassal keressiik meg az

o0 2
/ 22e /2 dy
— 00

improprius integral értékét. A tényezsk szerepét iigyesen kiosztva a kovetkezdt
kapjuk:

/00 (—z) - (—xe‘w2/2) dx = {—xe‘”ﬁ/ﬂw + /_OO e 2 dy = 21

—00 — 00

a (9.2) formula értelmében. Vegyiik ugyanis észre, hogy a kiintegralt tagban
mindkét hatarérték zérus a L’Hopital-szabaly miatt. Kovetkezésképpen

/ 22 2 dy = /21 . (9.3)

9.4. Harmonikus sorok vizsgalata

A korabbiakban lattuk, hogy valamely « > 0 valés kitevd mellett a

> kia (9.4)
k=1

végtelen sor divergens, ha o < 1, illetve konvergens, ha a > 2. Nem tudtunk
azonban vélaszt adni az 1 < a < 2 esetben. Erre most megoldast tudunk
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adni az improprius integralok segitségével. Valoban, tekintsiik a fenti sor n-ik
részletGsszegét
n 1
Sn=2 1a
k=1

és rajzoljuk fel az
1
f(z) = sy
fliggvény grafikonjat a pozitiv félegyenesen. Vegyiik fel a fliggvényértékeket az
1,...,n egész helyeken, akkor a grafikont vizsgalva kénnyen lathato, hogy

"1
1

T

hiszen az f fliggvény szigorian monoton fogyo.

KESZITSUNK ABRAT!

Masrészt az f fiiggvény pozitiv és @ > 1 esetén az improprius integralja
véges az [1,00) intervallumon, lasd a (9.1) egyenlGséget. Tehat

"1 1 1
Sn<1+/ —dz<1+/ —dr =1+ - ¢
1z I a—1 a-1

Innen adédik, hogy S, feliilr6l korlatos, méasrészt nyilvanvaléan szigorian mo-

noton novs, kovetkezésképpen konvergens is. Ezt az eredményiinket az alabbi
allitasban fogalmazzuk meg.

9.11 Allitas. A (9.4) alatti végtelen sor akkor és csak akkor konvergens, ha

a > 1, és ebben az esetben
oo
> <
ke a-—1
k=1

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemeény-1 I/10 szakasza kidolgozott példainak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a Feladatgytjtemény-1 1/10 szakaszanak 10.2.10, 10.2.13,
10.2.14, 10.2.16, 1.6.2, 1.8.6, 1.8.9 feladatai.

3. Tankonyv-1 11.3 és 11.4 szakaszai.



10. fejezet

Hatvanysorok

10.1. Hatvanysorok oOsszege
Ha —1 < = < 1 valés szam, akkor a geometriai sorokrél lattuk, hogy a sor

konvergens, és
o
1 k
Sy
1—-2z

k=0

Szamos alkalmazasban fontos kérdés, hogy valamely f fiiggvény megadhato-e
fla)=>"apa* (10.1)
k=0

alakban alkalmas ay, egyiitthatokkal. Ilyenkor azt mondjuk, hogy f hatvanysor-
ba fejthetd.

10.1 Definicié. A (10.1) egyenlGség jobb oldalan &ll6 sort hatvdnysornak
nevezziik, a bal oldalon all6 f fiiggvény a hatvanysor dsszegfiigguénye.

Két kérdést vizsgalunk a fejezet hatralévs részében.

1. Milyen x értékekre konvergens egy hatvanysor, és ott mi az f Osszegfiigg-
vény.

2. Forditva, egy adott f fiiggvény esetén hogyan talalhaté meg az a hatvany-
sor, amelynek f az Gsszegfiiggvénye.

Vilagos, hogy barmely hatvanysor x = 0 esetén konvergens, és az 0sszege ay.
Azon z értékek halmazat, amelyekre a hatvanysor konvergens, konvergencia-
halmaznak nevezziik.

71
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10.2. A konvergencia-sugar

Egy hatvanysor konvergencia-halmaza mindig egy origéra szimmetrikus inter-
vallum, ezt fogalmazza meg a kovetkezs tételiink.

10.2 Tétel. (Cauchy-Hadamard-tétel) A (10.1) hatvinysorhoz taldlhato
olyan R nemnegativ szém (lehet R = 0 vagy végtelen is), hogy a sor konvergens
a —R < x < R nyilt intervallumban, és divergens a [—R, R] zdrt intervallumon
kivil.

Bizonyitas. Csak arra az esetre szoritkozunk, amikor létezik a

k41
[¢7%

lim

k—o0

=r

hatarérték. Vezessiik be a kovetkezs jelolést:

1/r ha0<r<+4oo
R= +00 har=20
0 har =

A Hanyados-kritérium alapjan a hatvanysor konvergens, ha
1
app1oht
apxk

lim

k—o0

<1

ez a fenti jelolésiinkkel éppen azt jelenti, hogy |z| < R.

Teljesen hasonlé moédon lathatjuk be a hanyados-kritérium felhasznalasaval,
hogy a hatvanysor divergens, ha |z| > R. O

10.3 Definicio. A fent bevezetett R szamot a hatvanysor konvergencia-
sugardnak nevezziik.

10.4 Példa. Tekintsiik példaul a

k

Oox
2

hatvanysort, itt

. Okl . k!
lim &

ezért itt R = oo, azaz a hatvanysor az egész szdmegyenesen konvergens.
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Egyik masik példaként vizsgaljuk meg a

s
k=1 k
hatvanysort. Vilagos, hogy ekkor
k
lim L i =
k—oo G k—oo k+ 1

tehat R = 1, ezért a hatvanysor konvergens a (—1,1) nyilt intervallumban, és
divergens a [—1,1] zart intervallumon kiviil. Masrészt lathato, hogy = = 1
esetén a divergens harmonikus sorhoz jutunk, tovabba x = —1 esetén pedig a
konvergens valtakozo elGjeld sorhoz, lasd a 2.10 Példat. Tehat a

[ilal)

balrol zart, jobbroél nyilt intervallum a sor konvergencia-halmaza.

10.3. Hatvanysor differencidlhatésaga

Tekintsiink egy hatvanysort, amelynek R > 0 a konvergencia-sugara, és f az

Osszegfiiggvénye, azaz
[ee]
Z arz® = f(x)
k=0

minden —R < x < R mellett.

10.5 Tétel. A hatvdnysor f dsszegfiigguénye differencidlhato, mégpedig
oo
f(x) = Z kapak~t
k=1

a (—R, R) nyilt intervallumban.

A tétel bizonyitasat nem végezziik el, csak megjegyezziik, hogy az tgyne-
vezett "egyenletes konvergencia" fogalman mulik. Néhany tovabbi megjegyzést
konnyen kiolvashatunk a tétel allitasabol.

e A derivalt a hatvanysor tagonkénti derivalasaval allithaté elg. Ez nem
nyilvanvald, hiszen a tagonkénti derivalas szabalyat csak véges Gsszegre
igazoltuk, végtelen sszegre altalaban nem érvényes. KERESSUNK PEL-
DAT!

e Vegyiik észre, hogy a tagonkénti derivalassal elGallitott hatvanysor kon-
vergencia-sugara tovabbra is R. ELLENORIZZUK!
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e Mivel f/ is egy hatvanysor Osszege ugyanazon intervallumon, ezért a tétel
tobbszori alkalmazaséaval lathatjuk, hogy ilyenkor f akdrhanyszor differen-
cidlhaté a (—R, R) nyilt intervallumban.

10.6 Példa. Tekintsiik példdul —1 < = < 1 esetén a

e}
EJL‘k:

k=0

hatvanysort. Vegyiik észre, hogy a sor els6 tagja 1, amelynek derivaltja nulla.
Igy a fenti tételiink szerint

> 1
kat™t = ———
; (1—2x)?

minden —1 < z < 1 esetén.

10.7 Példa. Keressiik meg azt az f fliggvényt, amelyet a kovetkezs sor allit

els
oo
Z k 155

k=1

Egyszerii szamolassal adodik, hogy a konvergencia-sugar R = 1. Ekkor egyrészt
f(0) =0, méasrészt a hatvanysor differencidlhatosaga alapjan

oo oo 1
Zk Z 1+

k=1 k=1

minden —1 < x < 1 esetén. Innen
+/w1 dt = [In(1+ )]y = In(1 + 2)
——dt =[In =1In T
o 14t 0

a (—1,1) nyilt intervallumban. S6t, az eredeti sor a 2.10 Példa szerint az x = 1
helyen is konvergens, ahonnan a nevezetes

R =In2

azonossag adodik.
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10.4. Az egyiitthatok meghatarozasa

Felmeriil a kérdés, hogy egy adott f fiiggvény elGallithato-e valamely hatvanysor
Osszegeként egy adott intervallumban. A differencidlhatosagi tétel szerint ilyen-
kor f sziikségképpen akirhényszor differencidlhaté. Vajon hogyan kaphatjuk
meg az ay, egyitthatokat?

A differencialhatosagi tétel alapjan a (10.1) alatti f fiiggvényhez tartozo ay
egyltthatokat meghatarozhatjuk az f derivaltjai segitségével. Vegyiik észre,
hogy

f(O) = ao, f/(O) =ai, fl/(o) = 2a2,

és altalaban tetszéleges k indexre
F®0) =K - ay

Ha ezeket a kifejezéseket beirjuk az a egyilitthatok helyére, akkor az

elGallitashoz jutunk. Ezt az alakot az f fiiggvény Taylor-sordnak nevezziik.

10.5. Az exponencidlis fliggvény hatvanysora

Tekintsiik ebben a szakaszban az e® exponenciilis fiiggvényt. Ha ez a fiiggvény
valamely hatvanysor Gsszegeként &ll el§, akkor a sor egyiitthatéi csak az
1
il
kifejezések lehetnek, hiszen a fliggvény akarhanyadik derivaltja is e®, amely az
x = 0 helyen az 1 értéket veszi fel. Ez azt mutatja, hogy az e* fiiggvényhez
rendelt hatvanysor

0k

x
D
k=0

amely a korabbi példank szerint az egész szamegyenesen konvergens.

ag

Csak az a probléma, és ezért nem irtunk egyenl@séget, mert egyelére nem
vilagos, hogy az e” fiiggvény valoban elGall-e hatvanysor Gsszegfiiggvényeként.

Ennek megvéalaszolasédhoz tekintsiik az

fz) = ZF
k=0

egyeldre ismeretlen fiiggvényt a szamegyenesen. Vilagos, hogy egyrészt f(0) = 1,
maésrészt a differencialhatosagi tételiink szerint

) k-1 o k-1
f(x):Zk %l :Zm:f@)
k=1 k=1
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minden —oo < x < oo esetén. Ez egy egyszeri linearis differencidlegyenlet az
ismeretlen f fiiggvényre, amelynek megoldasa

f(z) =e”
az egész szamegyenesen. Innen adédik a nevezetes azonossag

RN 1

az x = 1 behelyettesitésével.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-1 I/2 és I/8 szakaszai kidolgozott példainak feldol-
gozasa.

2. Hazi feladatok: az I/2 szakasz 2.1.7, 2.1.9, 2.1.11, 2.2.3, 2.2.9, valamint az
1/8 szakasz 8.1.8, 8.2.4, 8.2.5 és 8.3.3 feladatai.

3. Tankonyv-1 6.5 szakasza.



11. fejezet

Kétvaltozos fuggvények
derivalasa

11.1. Parcialis derivaltak

Tekintsiink egy kétvaltozés f : R? — R fiiggvényt. Rogzitsiink le egy y = b
pontot és vizsgaljuk az igy keletkezd

x — f(z,b)
egyvaltozos fiiggvényt. Tegyiik fel, hogy ez a fiiggvény differencialhaté valamely

a helyen és hatarozzuk meg a derivaltjat.

11.1 Definicié. A fenti derivaltat az f x valtozo szerinti parcidlis derivaltjinak
nevezzik az (a,b) helyen. Jelolése:

of
ox

Néha hasznalatos az f.(a,b) jelolés is.

(a7 b) = f{(a> b)

11.2 Példa. Tekintsiik példaul f(z,y) = (x + 2y)e®T3Y~! fiiggvényt és hata-
rozzuk meg az x valtozo szerinti parciélis derivéltat az (1,1) pontban.

Ekkor f(z,1) = (z + 2)e**2, amelynek derivaltja az = helyen
fi(z,1) = e + (x4 2)e" 2 = (x4 3)e” 2

Ennek az x = 1 helyen felvett értéke fi(1,1) = 4e3.

11.3 Példa. Elvileg azt is megtehetnénk, hogy formaélisan meghataroznénk az
f fliggvény z valtozo szerinti parcialis derivéltjat tetszéleges fix y mellett, majd

7
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ezt kovetGen behelyettesitenénk az x = a és y = b értékeket. Ez azonban nem
mindig célszeri, amint ezt a kovetkezs példan lathatjuk. Legyen

fla,y) = Va2 +y?+5- eV cos(y + m/2)

és hatarozzuk meg az x-szerinti parcialis derivaltat az (1,0) pontban. Ekkor a
derivalas elvégzése hosszadalmas lenne. Ha azonban a definicié szerint jarunk
el, akkor lathatjuk, hogy

minden x értékre, ezért f{(1,0) = 0.

Az
of

x—>£(x), zeR

hozzarendelést az f fiiggvény x valtozo szerinti parcialis derivaltfiiggvényének
nevezziik.

11.2. Erint6sikok

A parcialis derivaltaknak (az egyvéltozos esethez hasonloan) geometriai értel-
mezés is adhat6. Tekintsiink egy f : R? — R kétvaltozos fiiggvényt. Ennek
grafikonja egy feliiletet ad a haromdimenziés térben. Valasszuk ki e feliiletnek
a

P(a,b, f(a,b))

pontjat. Ha ezt a feliiletet metszi a P ponton dtmend y = b sik, akkor egy gorbé-
hez jutunk. E gorbe érintGjének meredeksége a P pontban az f{(a,b) parciélis
derivalt. Teljesen hasonlé interpretaciot adhatunk az x = a sikban fekvé érinté
meredekségére is. A két érint§ dltal meghatarozott sik normalvektora tehét

v = (f{(av b)a fé(av b)a 71)

azaz a ¢ = f(a,b) jeloléssel a sik egyenlete

fila,b)(z —a) + f3(a,b)(y = b) = (z —c) = 0.

Ezt a sikot a feliilet P pontbeli érintsikjanak nevezziik.

11.4 Példa. Adjuk meg az p paraméter értékét ugy, hogy az

fle,y) =prv/a? +y? +1-7

fiiggvény a = 2, b = 2, ¢ = f(2,2) pontnal huzott érintGsikja atmegy a
Q(2,-1,6) ponton.
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Vilagos, hogy f(2,2) = 6p—7, azaz a P(2,2,6p—7) ponthoz htazott érintGsik
egyenletét keressiik. Mivel

Of (913 o0 Oy 4

azért az érintGsik egyenlete a P pontban

13 4
gp(x—2)+§p(y—2)—(z—6p+7):O.

Ha az érint6sik atmegy a ) ponton, akkor annak koordinatai kielégitik a sik
egyenletét. Ez a kovetkez6 egyenletet adja az ismeretlen p paraméterre:

—4p =13 —6p.

Ennek egyetlen megoldasa p = 13/2.

11.3. A lancszabaly

Tekintsiik most az f : R? — R valamint a g : R — R? fiiggvényeket, ahol minden
t € R esetén

g(t) = (91(t), g2(2))

Tegyiik fel, hogy g értékkészlete az f értelmezési tartoméanyéban fekszik. Ekkor
vizsgalhatjuk az
fog:R—R

kompozici6 fliggvény differencialhatosagat.
11.5 Tétel. (Lancszabaly) Ha g, és go differencidlhatéak a t pontban és f

parcidlis derivdltfiggvényei folytonosak a g(t) pontban, akkor f o g is differenci-
alhato a t pontban, és

(Foa)(0) = 5L (000 + 5 (a0)sst0)

Tételiink éllitasa az egyvaltozos lancszabalyhoz (lasd a 4. fejezetben) tech-
nikailag kicsit bonyolultabban, de teljesen hasonlé elven igazolhatoé.

11.6 Példa. Legyen példaul f(z,y) = 2? — 2y + y?, tovabba

z=gi(t) =cost y=ga(t) =sint
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és tekintsiik az F'(t) = (fog)(t) sszetett fliggvényt. Ekkor a lancszabaly szerint

F'(t) = (fog)(t)= %(g(t))gi(t) + == (9(1))g5(t)

= (2cost —sint)(—sint) + (—cost + 2sint) cost = sin® t — cos® ¢t

minden ¢ € R esetén.

11.7 Példa. Tekintsiink egy f : R? — R fiiggvényt, amelynek a parcialis
derivaltjai léteznek és folytonosak, és legyen v = (v1,v2) € R? adott vektor.
Ekkor a P(a,b) € R? ponton atmend, v irdnyvektort egyenes egyenlete

g(t) = (a,b) + tv = (a + tvy, b+ tvg) .
Ezekkel a jeloléssekkel egyrészt gi(t) = vi, gh(t) = va, masrészt az
F(t) = fog(t) = f((a,b) + tv)
egyvaltozos figgvény derivéltja a ldncszabaly szerint:

F'(t)= %((a, b) + tv)vy + %((a,b) + tv)vy

illetve specidlisan ¢ = 0 esetén

F'(0) = g—i(a, byvy + Z—ch(a, b)vy

11.4. Lokalis szélsGérték

A tovabbiakban a kétdimenzios tér valamely v = (x,y) vektoranak abszolut
értékét (az origotol mért tavolsdgat) a kovetkezs modon értelmezziik:

loll = (2® +y*)'/2

amelyet a v vektor norméjanak neveziink.

11.8 Definicié. Az R? tér origd kozéppontt egységsugart kornyezetén a
B={veR?: || <1}

halmazt értjiik. Vildgos, hogy valamely (a,b) € R? pont koriili » > 0 sugari
kérnyezete az
(a,b) +rB={veR?: ||v — (a,b)|| <7}
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formuléval adhaté meg.

Tekintsiink egy f : R? — R fiiggvényt. Azt mondjuk, hogy az értelmezési
tartomany valamely P(a,b) pontja az f lokdlis minimumhelye, ha talalhato
olyan € > 0, hogy

[l y) = f(a,b)
az értelmezési tartomany mindazon (z, y) pontjaiban, amelyekre (z,y) € (a,b)+
eB, azaz ||(x,y) — (a,b)]] < e.

Hasonléan értelmezziik a lokalis maximum fogalmét, és értelemszertien fo-

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy az f : R? — R fiiggvény parciélis derivaltjai
léteznek és folytonosak.

11.5. Els6rendi sziikséges feltétel

11.9 Tétel. Ha az (a,b) € R? pont az f lokdlis minimumhelye, akkor fi(a,b) =
0 és fo(a,b) =0.

Bizonyitas. Legyen ugyanis v € R" egy tetsz6leges nem nulla vektor, és
tekintsiik az alabbi fiiggvényt

F(t) = f((a,b) + tv).

A lokalis minimum definicija alapjan az F' fliggvénynek lokalis minimumbhelye
van a t = 0 pontban, masrészt a lancszabaly szerint F' differencidlhato is, éspedig
_of

F'(t) %((a, b) + tv)vy + ?ngj((a’ b) + tv)vy

Az 5.7 Tételre tekintettel F/(0) = 0 barmely v vektor mellett, azaz

%((a,b))vl + %ch((a,b))vg =0

barmely vy és vy valds szamokra. Ez csak tgy lehetséges, ha

L((@m)=0 e %((a,b»:o

amit igazolni akartunk. O

A fenti tétel szerint a parcidlis derivaltakra felirt egyenletrendszer megol-
déasai kozott kereshetjiik a fiiggvény szélsGértékhelyeit. Ez az egyenletrendszer
azonban (az egyvaltozos esethez hasonléan) csak sziikséges feltételt fogalmaz
meg. Példaul az

f(w.y) = 2%y
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fiiggvény esetében az fi(x,y) = f4(x,y) = 0 egyenletrendszer egyik megoldasa
(z,y) = (0,0). Ekkor
f(0,0) =0

de ez nem lehet szélsGérték, hiszen f az origd koriili barmilyen sugara gdmb
belsejében felvesz pozitiv és negativ értékeket is.

11.10 Példa. Tekintsiik az

Ty

1 1
f(x,y)—;—&-;—i— 3

fliggvényt a sikon, ahol x # 0 és y # 0, és keressiik a szélsGértékeket. A fenti
tételiink értelmében szélsGérték csak a parcidlis derivaltak zérushelyeinél lehet.
Keressiik meg tehat a

of 1y
or x2+8_0
of 1z
 ~ @8’

egyenletrendszer megoldasait. Ennek az egyenletrendszernek az egyetlen meg-
oldasa

és az f fiiggvénynek csak ebben a pontban lehet szélsGértéke.

Azt, hogy egy ilyen kritikus pont valdoban szélsGérték-e, a Lineéaris Algeb-
ra targyban kifejtett eszkozokkel tudjuk majd megvizsgalni (ldsd a harmadik
félevben). Megjegyezziik, hogy jelen esetben a P(2,2) pont a fliggvény mini-
mumbhelye. (Lasd a gyakorlat anyagat!)

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-1 ITI/1 szakasza kidolgozott példainak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a ITI/1 szakasz 1.1.4, 1.1.5, 1.1.6, 1.1.7, 1.4.3, 1.4.4, 1.4.5,
1.5.3, 1.5.4, 1.6.3, 1.6.5 feladatai.

3. Tankonyv-1 15.3, 15.4, 15.6, 16.1 és 16.2 szakaszai.



12. fejezet

Feltételes szélsGérték

12.1. Implicit fiiggvények

A mikrockonémidban gyakran felmeriil¢ probléma, hogy valamely
F(z,y)=0

egyenletbdl az y valtozé mikor fejezhetd ki egyértelmiien az z fiiggvényeként.
Maés szavakkal: talalhato-e egyetlen olyan y = g(x) fliggvény, amelyre fennéll az

F(z,g(x)) =0

azonossag minden x pontban.

Ilyen fiiggvény nem feltétleniil létezik. Példaul az
Flz,y) =2 +y*—1=0

egyenlet esetében (az egységsugart kor egyenlete) az y nem fejezhets ki egyér-
telmden az z fliggvényeként. Geometriailag ez azt jelenti, hogy az F(z,y) = 0
egyenletet kielégitG pontok a sikon nem alkothatjak egy fiiggvény grafikonjat.
Ennek az az oka, hogy a fenti gorbét az y-tengellyel parhuzamos egyenesek két
helyen is metszik.

Elsfordulhat az is, hogy az implicit egyenletbdl az y valtozo algebrai atala-
kitasokkal nem fejezhets ki. Példaul ilyen az

F(z,y)=¢e"" —2cosy+1=0

egyenlet. Lathato, hogy az egyenletet az (z,y) = (0,0) pont kielégiti, de az y
valtozot nem tudjuk kifejezni.

Felmeriil az is, hogy ha F' differencidlhaté fiiggvény, akkor mikor fejezhets
ki a fenti egyenletbdl y az z differencidlhaté fiiggvényeként. Erre ad valaszt az

83
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alabbi tétel.

12.1 Tétel. (Implicitfiiggvény-tétel) Tegyiik fel, hogy valamely (xo,yo)
pontban
F(x0,y0) =0

tovabbd I parcidlis derivaltjai folytonosak e pont eqy kirnyezetében, és

FQ/ (SL’(), ?JO) 7é 0
Akkor létezik egyetlen olyan folytonosan differencidlhatd g figgvény az xo pont
egy kérnyezetében, amelyre
® g(z0) = Yo

e F(x,9(x)) =0 minden x pontban

o g'(x) = —Fi(z,9(x))/ F3(x, g(x))

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a parcialis derivaltak folytonossagabol ado-
dik, hogy Fj(x, g(x)) # 0 az x¢ egy kis kdrnyezetében.

Tételiink geometriailag azt fejezi ki, hogy ha az F(z,y) = 0 egyenlett sikbeli
gorbéhez az (xo,yo) pontban huzott érinté nem parhuzamos az y-tengellyel,
akkor e pont egy kérnyezetében (lokélisan) az y kifejezhets az x differencialhatéd
fliggvényeként.

12.2 Példa. Tekintsiik példaul az
Flz,y)=e""V+z2+y—1=0

implicit egyenletet. Ezt az egyenletet a (0,0) pont kielégiti. Masrészt ebben a
pontban
F5(0,0) =2

Tehat F kielégiti az Implicitfiiggvény-tétel feltételeit, ezért az egyenlet egyértel-
mien meghatéaroz egy y = g(z) differencialhaté fiiggvényt. A tétel szerint

g'(x) = —Fi(z,g(x))/Fx, 9(z))

1
_ = pmtg(m) _
= @ T 1 ("9 4 1) = -1

minden z pontban. Mivel g(0) = 0, ez azt jelenti, hogy
g(x) = —x

és ez az egyetlen megoldas.
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12.3 Példa. Tekintsiik a fentebb emlitett
F(z,y)=¢e"" —2cosy+1=0

implicit egyenletet. Ezt az egyenletet a (0,0) pont kielégiti. Masrészt ebben a
pontban
F}(0,0) =1

ezért fennallnak az Implicitfiiggvény-tétel feltételei. Tehat ez az egyenlet egy-
értelmiien meghataroz egy ¢ differencidlhato fiiggvényt, bar ezt a fiiggvényt az
egyenletbdl algebrai atalakitasokkal nem tudjuk el6allitani.

12.2. Feltételes szélsGérték

Tekintsiik az f és F egyarant R? — R fiiggvényeket, és tegyiik fel a tovabbiak-
ban hogy léteznek és folytonosak a parcialis derivéltjaik. Feltételes szélsGérték-
feladaton az alédbbi feldatot értjiik:

f(z,y) — min (12.1)
Flzy) = ¢

ahol ¢ adott valos allando. Mas szavakkal az f minimumét (vagy méaskor maxi-
mumat) keressiik a
H = {(z,y) € R*: Fz,y) = c}

halmazon.

12.4 Definicié. Azt mondjuk, hogy az (x0,y0) € H pont a (12.1) feltételes
szélsGérték-feladat megoldasa, ha

f(zo,90) < f(z,y)

minden (z,y) € H esetén. Analdg definicié érvényes maximum esetére.

12.5 Példa. Az alabbi példank azt illusztralja, hogy a korabbi szélsGértékre
vonatkozo6 sziikséges feltételeink az ilyen feladatokban nem miikédnek. Tekint-
siik példaul az

f(l’,y)zﬂcz—&-Qy, Flx,y)=x4+y=0 azaz ¢=0

feladatot. Ekkor az x +y = 0 feltételbsl y = —ux, és igy f(z,y) = 2% — 27.
Ennek az £ = 1 pontban van minimuma, és itt a feltétel szerint y = —1, azaz a
feltételes minimum az

(w0, 90) = (1,—1)
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pontban talalhat6. Ebben a pontban azonban a

of _, of _

a0 By

egyenlségek egyike sem teljestil.

A fenti példaban lathatjuk, hogy a feltételes szélsGérték-feladat feltétel nél-
kiilivé alakithato at, ha az F'(x,y) = c feltételbdl az y valtozoé kifejezhets. Ne-
hezebb feladatoknal ezt azonban algebrai atalakitasokkal nem tudjuk elvégezni.

12.3. Lagrange-multiplikdtorok

Tekintsiik a (12.1) feltételes szélsérték-feladatot. Az implicitfiiggvény-tétel se-
gitségével feltételt adhatunk arra, hogy az F(x,y) = c feltételbdl az y valtozot
kifejezhessiik, és igy megoldhassuk a feladatot. Ezt fogalmazzuk meg az alabbi-
akban.

12.6 Definici6é. A (12.1) feladat Lagrange-fiiggvényén az

E(x,y, /\) = f(x’y) - )‘(F(x’y) - C)

fliggvényt értjiik, ahol A egyeldre tetszileges valos szam.

12.7 Tétel. (Lagrange-mddszer) Tegyiik fel, hogy (xzo,y0) a (12.1) feladat
megolddsa, tovabbd f és F parcidlis derivdltjai léteznek és folytonosak e pont
kérnyezetében. Ha

Fy(x0,90) #0, (12.2)

akkor taldlhato pontosan egy olyan X\ valos szam, amelyre

oL oL
%(x()?y()v)\):oa €s %(x07y07A):O

Bizonyitas. A (12.2) feltételiink miatt alkalmazhatjuk az implicitfiiggvény-
tételt. Eszerint talalhato olyan g folytonosan differencialhaté fiiggvény, amelyre

e g(xo) = yo, és

o F(x,9(x)) = c az zp egy kornyezetében, tovabba

hd g'(xo) = —F{(xoyyo)/Fé(J/‘o,yo)
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Ha (z0,y0) a (12.1) feladat megoldéasa, akkor az z — f(z,g(x)) fiiggvénynek
minimuma van az xy pontban, ezért itt a derivaltja nulla. Ez a derivalt a
lancszabaly szerint

J5(x0, o)

F(xo, =0.
F2/(x07y0) 1( 0 yO)

f1(xo,yo) + folwo,v0)g (z0) = fi(z0,y0) —

Vezessiik be a kovetkezs jelolést:

f3(x0,%0)

A= .
Fi(x0,y0)

Ezzel a jeloléssel a fenti derivalt ugy is irhatd, hogy:

oL
%(1’30790,)\) = f{(fcoyyo) - )\F{(Cﬂovyo) =0.

A tétel allitdsanak masodik egyenlésége A behelyettesitésével nyilvanvalo azo-
nosség, hiszen:

oL
— (20,90, A) = fa(w0,%0) — AF3(x0,90) = 0.0
dy

Tételiinket ugyanigy fogalmazhatjuk meg maximum esetére is.

12.4. A széls6érték-feladat megoldasa

Az el6z6 tételiink alapjan a (12.1) feltételes szélsGérték-feladat megoldéaséanak
menete a kdvetkezd.

1. Allitsuk els a feladat Lagrange-fiiggényét.

2. Hatarozzuk meg az x és y szerinti parcialis derivaltakat, és tegyiik ket
nullaval egyenlévé.

3. Vegyiik figyelembe, hogy F(xo,y0) = c.

4. Oldjuk meg az igy nyert haromismeretlenes egyenletrendszert.

A megoldasként kapott (zo,yo) kielégiti a szélsGérték sziikséges feltételét.
Az egyenletrendszer megoldasaként nyert A\ valos szamot a feladathoz tartozo
Lagrange-multiplikitornak nevezziik.

12.8 Példa. Oldjuk most meg a 12.5 Példédban vizsgalt feladatot Lagrange
modszerével. Ekkor a feladat Lagrange-fiiggvénye:

L(z,y,\) =224+ 2y — Nz +y).
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Egyenletrendszeriink tehat a kdvetkez6 alakot Olti:

oL
%(xo,yo,)\) = 21‘0—>\:O
oL
a*y(xmyo,)\) = 2-A=0
oL
5(%790,)\) = wo+yo=0

Innen azonnal adédik, hogy A =2, g =1 és yo = —1.

12.9 Példa. Tekintsiink most egy kicsit bonyolultabb, és a mikrokonémiaban
gyakran felmeriils feladatot. Keressiik meg a fogyasztoi keresletre vonatkozd

2%y - max (12.3)
prty = m

feltételes maximumfeladat egyetlen lehetséges megoldasat, ahol «, B, p és m
adott pozitiv allandok. Ekkor

fle,y) =2y & F(z,y) =pr+y,
ezért a feladat Lagrange-fiiggvénye
L(z,y,A) = 2%y’ = ANpz +y —m).

A Lagrange-modszerrel ad6dé egyenletrendszer tehat

oL -
%(1‘07?%)7)\) = 0‘138 1yg_)‘pzo
oL o B
3y @ov0X) = Brafyg —A=0
oL
a(ﬂfo,ym)\) = pro+yo—m=0.
Ennek az egyenletrendszernek egyetlen megoldasa
c és
= m = —mM
Pro = s o= g™

a A\ Lagrange-multiplikidtor a mésodik egyenletbdl meghatarozhato.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-1 I11/1.8 és III/5 szakaszok kidolgozott példainak
feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a III/1 szakasz 1.8.3 és 1.8.5, tovabba az III/5 szakasz
5.1.5, 5.1.6, 5.1.7 és 5.2.3 feladatai.

3. Tankdnyv-1 16.3, 18.1, 18.2, 18.3, 18.4, 18.5 és 18.6 szakaszok.
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13. fejezet

Valoszintiség

13.1. Kisérletek

Az alabbiakban (véletlen) kisérletekkel és azok (véletlen) kimeneteleivel foglal-
kozunk. Olyan kisérleteket vizsgalunk, amelyek kimenetelét nem tudjuk elGre
meghatéarozni.

1. Foldobunk egy dobokockat, és megnézziik hanyast dobtunk.
2. Foldobunk egy dobokockat kétszer egymas utéan.

3. Feldobunk egy dobdkockat, majd egy érmét annyiszor, ahdnyat a kockaval
dobtunk.

4. Egy dobodkockat addig dobunk, amig el&szor 6-ost kapunk.

5. Valasszunk az egységsugaru korlapon véletlenszertien egy pontot.
Tovabbi bonyolultabb példak:

e Egy keresztezGdésen 10 és 11 6ra kozott dthaladé autok szama.

Egy telefonkozpontba 8 és 9 kozott érkezd hivasok szama.

Két hivas kozott eltelt idSintervallum hossza.

e Egy részvény tézsdei arfolyama a zaras idépontjaban.

Ugyfélszolgalati irodaban a varakozasi id6 hossza.
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13.2. Az eseménytér

13.1 Definicié. Jelolje a tovabbiakban Q egy kisérlet kimeneteleinek hal-
mazat. Az Q halmazt az adott kisérlethez tartozo eseménytérnek nevezziik.

Allitsuk el az el6z6 példainkhoz tartozo eseménytereket. Ekkor sorrendben:

1. Q={1,2,3,4,5,6}

2.

3.

Q= {(17 1)7 (112)7 (27 1)a (173)7 SRR (676)}

Q ={1F11,2FF,2FI1,2]F 2]I,...} (Kérdés: vajon hiny elembdl all ez
az eseménytér?)

Q mindazon véges szamsorozatokbol all, amelyek utolsé eleme 6, az el6z6

elemek pedig az 1,2,3,4,5 szdmjegyek valamelyike.

Q= {(a,y) s 0? + 92 < 1}

13.3. Események

13.2 Definicié. Az eseménytér részhalmazait eseményeknek nevezziik.

Tekintsiik néhany példat az el6z6 eseményterekben.

1.

Jelentse A azt az eseményt, hogy a dobott szam paros. Ekkor A =
{2,4,6}.

Jelentse A azt az eseményt, hogy a dobott szamok Gsszege 7. Ekkor A =
{(1,6),(6,1),(2,5),(5,2), (3,4), (4,3)}-

Jelentse A azt az eseményt, hogy egyetlen Irdst sem dobunk. Ekkor A =
{1F,2FF,3FFF,AFFFF,5FFFFF,6FFFFFF}.

Jelentse A azt az eseményt, hogy legfeljebb két dobasra van sziikségiink.
Ekkor A = {6, 16, 26, 36,46, 56}.

Jelentse A azt az eseményt, hogy a valasztott pont a kdzépponthoz 1/2-nél
kozelebb van. Ekkor A = {(z,y) : 22 + y* < 1/4}.
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13.4. Miiveletek eseményekkel

Azt mondjuk, hogy az A C Q esemény bekovetkezik, ha a kisérletnek olyan
w € Q) kimenetele kovetkezik be, amelyre w € A.

A lehetetlen eseménynek egyetlen eleme sincs, jelolése: @) (iires halmaz). A
biztos esemény: ) (az egész eseménytér).

1. AN B pontosan akkor kovetkezik be, ha A és B is bekovetkezik. Azt
mondjuk, hogy A és B egymast kizar6 események, ha AN B = ().

2. AUB pontosan akkor kovetkezik be, ha vagy A vagy B bekovetkezik (vagy
mindketts).

3. A (az A ellentettje, komplementere) pontosan akkor kovetkezik be, ha A
nem kovetkezik be.

Azt mondjuk, hogy az A esemény bekovetkezése maga utédn vonja B bekd-
vetkezését (A implikalja B-t), ha A C B.

13.3 Tétel. (De Morgan formulak)

|
o

1. AUB

Sy

N
U

|

2. ANB

Ezek az azonossdgok tetszdleges szimi eseményre is érvényesek.

Bizonyitas. Az els6 egyenlGséget igazoljuk. Legyen © € AU B tetszéleges.
Ekkor

rcAUB=s¢AUB=2¢Aésx¢B=rcAésxrcB=>x€cANB

Ez azt igazolja, hogy AUB C AN B. A masik iranya tartalmazas (és igy az
egyenldség) abbol adodik, hogy a gondolatmenetben az implikiciok mindegyike
forditva is igaz (és igy ekvivalencidk). A masodik egyenl@ség teljesen hasonloan
ellenérizhets. O

Egy kisérlet elvégzésekor nem biztos, hogy minden kimenetele megfigyelhetd.
Példaul ha két azonos kockat feldobunk, az (1,2) és (2,1) kimenetelekrsl nem
donthetd el, hogy melyik kovetkezett be. Csak azt tudjuk megfigyelni, hogy az
{(1,2),(2,1)} esemény bekovetkezett.

13.4 Definicié. Jelentse A a megfigyelhetd események halmazat, amelyrdl a
kovetkezs tulajdonsagokat tételezziik fel.

e HoAc A akkor Ac Aés Qe A
° HaAl,Ag,...E.A,akkorAluAgU...E.A.



94 13. FEJEZET. VALOSZINUSEG

13.5 Allitas. Ha A és B megfigyelhetd események, akkor AN B is az.

Bizonyitas. Valoéban, ha A és B megfigyelhetéek, akkor

ANB=AUBe A

is az a De Morgan formula alapjan. U

A fenti allitasunk a De Morgan azonossagra tekintettel megszamlalhat6an
végtelen szdmu eseményre is érvényes.

13.6 Definicié. A tovabbiakban kisérleten a K = (Q,.A) kettGst értjiik.

13.5. Valészintiségi mezd

Tegyiik fel, hogy egy K kisérletet n-szer egymés utén elvégziink és minden al-
kalommal megfigyeljiik az A € A esemény bekovetkezését. Ha az A k,, esetben
kovetkezett be, akkor az A relativ gyakorisaga:

kn

n

A tapasztalat azt mutatja, hogy az n niévekedésével a relativ gyakorisag egyre
kisebb kilengésekkel egy bizonyos szam koriil ingadozik. Ezt tekintjik az A
esemény valdszintiségének.

A tovabbiakban a valészintiség fogalmara olyan axiomatikus bevezetést ki-
vanunk felépiteni, amelybdl ez a tapasztalati tény levezethetd.

13.7 Definici6é. (Valészintiség axiémai) Tekintsiink egy K = (2, .4) kisér-
letet. A wvaldsziniség egy
P:A—0,1]

fiiggvény, amely kielégiti a kdvetkezs két axiomaét:
1. P(Q) =1

2. Ha Ay, As, ... € A, egymast paronként kizar6 események, akkor
P(J Ar) =>_ P(Ax)
k=1 k=1

Ebben az esetben az (2, A, P) harmast valdszindségi mezének nevezzik.

Ez az axiomatikus felépités A. N. Kolmogorovtol (1933) szarmazik, és nagy-
jabol akkortél szamithatjuk a modern valészintiségszamités kialakulasat.

Az axiomakbol konnyen levezethetSk a valdszintiségi mezd aldbbi tulajdon-
sagai.
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13.8 Tétel.

1. Bdrmely A € A esetén

és ezért P() = 0.
2. Hao A,B e A és A C B, akkor

P(A) < P(B)

3. Ha A,B € A, akkor

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Bizonyitas. 1. Mivel AUA = Q, tovabba A és A egymést kizard események,
innen az axiémékbol adodik az allitas.

2. Ha A C B, akkor AU (BN A) = B, tovabba A és B N A egymést kizaro
események, tehat az axiomak alapjan

P(B) = P(A) + P(BN4A) > P(A)

hiszen P(BN A) > 0.

A 3. allitast a kovetkezoképpen igazoljuk. Az A U B eseményt diszjunkt
részekre bontjuk a kévetkezd modon:

AUB=(ANB)U(ANB)U(ANB).
Ekkor a valészintiség axiomai alapjan

P(AUB) = P(ANB)+ P(ANB)+ P(ANB)
P(A)—P(ANnB)+ P(B)— P(ANB)+ P(ANB)

ahonnan azonnal adodik az allitas. [J

13.9 Példa. Egy AK szakos évfolyam esetén annak a valoszintisége, hogy egy
taldlomra valasztott hallgato levizsgazott matematikabol 0.72, mig annak, hogy
mikrodkon6miabol 0.66. Annak a valészintisége, hogy mind a kett6bdl levizsga-
zott 0.54. Mi a valészintisége, hogy egy véletlenszertien valasztott hallgatéd

(a) legalabb az egyik targybol levizsgazott,

(b) levizsgazott mikro6konomiabol, de matematikabol nem,

(c) egyik targybol sem vizsgézott le.

Jelolje A azt az eseményt, hogy a hallgato levizsgézott matematikibdl, és B
azt az eseményt, hogy mikroskonomiabol. Ekkor P(A) = 0.72, P(B) = 0.66 és
P(AN B) =0.54. Az A és B eseményekkel a kérdéses valoszintségek az alabbi
moédon adhatok meg.
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(a) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) = 0.84
P(B)— P(AN B) =0.12
(c) PFANB) =P(AUB) =1—- P(AUB) =0.16

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemeény-2 II/ és I11/3 szakaszainak feldolgozésa.

2. Hazi feladatok: a IT szakasz 130, 131, 133, 134, 135, tovabba a I11/3 szakasz
196, 198, 199 feladatai.

3. Tankonyv-2 2. fejezete és a 3.1, 3.2, 3.5 szakaszok. Tovabba: A KOZEP-
ISKOLAI KOMBINATORIKA ALAPOS ATISMETLESE!



14. fejezet

Mintavételi eljarasok

14.1. Klasszikus valészintiségi mezbk

14.1 Definici6é. Tekintsiink egy (92, .4, P) valoszintségi mez6t. Ezt klasszikus
valdszindségi mezének nevezziik, ha

o () véges halmaz,
e Minden w € Q esetén {w} € A,

e Az () minden egyelemi részhalmaza azonos valoszintiség.

Vilagos, hogy ha €2 éppen n-elemt, akkor barmely w € €2 esetén

P} =

Nevezetesen, ha az A C Q) esemény k elembdl all, akkor

Ezt ugy interpretalhatjuk, hogy az A valoszintisége:

P(A) = kedvezs esetek széama (14.1)
"~ Gsszes esetek szama )

A (14.1) formulat a tovabbiakban klasszikus képletnek nevezziik.

14.2 Példa. Egy szabéalyos dobokockat feldobunk egymaés utan kétszer. Mi a
valoészintisége, hogy a dobott szamok Gsszege pontosan 77
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Jelentse A azt az eseményt, hogy az Osszeg 7. Lathatd, hogy Q 36 elemi
halmaz (0sszes esetek szdma), mig A egy 6 elemii részhalmaz (kedvezs esetek
szdma), amely az (1,6), (6,1),(2,5), (5,2), (3,4), (4, 3) elemekbdl all. Ezért

1
P(A) = 6 _1
36 6

a (14.1) klasszikus képlet alapjan.

14.3 Példa. Egy 52 lapos kartyapaklibol kihtizunk véletlenszertien 5 lapot.
Mi a valészintisége, hogy vagy mind az 5 lap treff, vagy van kozte &sz?

Vezessiik be a kovetkezs jelcléseket:
A = {mind az 6t lap treff} B = {van kozte 4sz}

Vilagos, hogy P(A U B) értékét keressiik. Feltételiink szerint barmelyik 5 lap
huzasa egyforman valészint, ezért:

p(A):E;;g P(B):l—i)

tovabbéa

Innen

14.4 Példa. Egy kiarusitason egy kosarban van 10 kiilonb6z8 par cipé. Egy
tolvaj véletlenszerten elvisz 4 cip6t. Mi a valészintisége, hogy van kozte legalabb
egy par?

Az alabbiakban két gondolatmenetet vazolunk, de csak az egyik vezet helyes
eredményre.

e ElGszor valasszunk ki egy part, majd a masik ketts tetszéleges lehet, tehat
vagy egy ujabb par, vagy két barmilyen cip6, azaz:

18
10(5)
20
(%)
e Nézziik meg mi a val6sziniisége, hogy a kivalasztott cip6k kozott egyetlen
par sincs. Ezt ugy érhetjiik el, hogy egy kivilasztott cipé utan annak

parjat félretessziik. Figyeljiink arra, hogy a kivalasztésnal a sorrend nem
szamit, igy:

20-18-16-14
1— — 4

()
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Ellenérizziik, hogy a fenti két érték nem egyenls! Vajon melyik helyes?

14.5 Példa. Tegyiik fel, hogy egy kockival addig dobunk, amig el6szor 6-os
nem jon ki. Mi a valdszintsége, hogy paros sok dobésra van sziikségiink?

Jelentse A azt az eseményt, hogy péros szidmu dobésra van sziikségiink,
illetve Aj azt az eseményt, hogy k szidmu dobasra van sziikségiink. Vilagos,

hogy .
57 1
P(A) = (2 .z
(Ar) <6) 5

ahol k =1,2,... Az A esemény igy éllithato elG:
A=A UAL4U... = UAQk
k=1

A jobb oldalon all6 események paronként kizarjik egymast, ezért

00 oo 2k—1
P =3P =Y (3) i
k=1

k=1

14.2. Mintavétel visszatevés nélkiil

Tekintslink egy N szamu objektumbdl all6 halmazt, amelyek koziil m szamu
selejtes. Valasszunk ki az egész halmazbdl véletlenszertien egy n-elemi mintat
visszatevés nélkiil (n < m). Jelentse Ay azt az eseményt, hogy a minta pontosan
k szamu selejtes elemet tartalmaz (0 < k < n). Ekkor

(%) - (o)
()

amelyet a visszatevés nélkiili mintavétel formuldjanak neveziink.

P(Ag) =

14.6 Példa. Egy 52 lapos kartyapaklibdl valasszunk ki véletlenszerten 5 lapot.
Mi a valoszintisége, hogy a kivalasztott lapok kozott pontosan 2 treff van?

Jelentse A a kérdéses eseményt. A visszatevés nélkiili mintavétel formuldja
alapjan
(13) ) (39)
P(A) = 222237 = 3/ .
(%)

Itt értelemszertien a treffek a "selejtes objektumok".
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14.7 Példa. Keressiik meg annak valoszintiségét, hogy a hagyoméanyos lottén
egy véletlenszertien kitoltott szelvénnyel legalabb kettes talalatunk van.

Jelolje A azt az eseményt, hogy legalabb kettes taldlatunk van, illetve Ay azt,
hogy pontosan k taldlatunk van. Vilagos, hogy az Ay események k = 2,...,5
esetén egymast paronként kizarjak. Mivel A = Ay U A3 U Ay U As, ezért,

RN RSN Ci)
P(A) =) P(A) =)

k=2 k=2 ( 5 )

hiszen a diszjunkt unié valészintisége Gsszegként all elG.

14.8 Példa. Egy 52 lapos kartyapaklibol véletlenszertien kivesziink 5 lapot
visszatevés nélkiil. Mi a valészintisége, hogy a mintaban mind a négy szin (treff,
karo, kor, pikk) elfordul?

Vizsgaljuk meg a kovetkez6 gondolatmenetet. Jelentse A azt az eseményt,
hogy az 5 lapos mintaban mind a négy szin eléfordul. Barmelyik 5 lap valasztasa
egyforman valoszint, ezért klasszikus valdszinidségi mezével van dolgunk.

A kedvezd§ esetek szaméanak meghatérozésahoz vilagos, hogy mindegyik szin-
bl 13-féleképpen valaszthatunk egy lapot. Ha ezt megtettiik, akkor az 6tddik
lap mar barmi lehet a maradék 48 lapbol.

Az Osszes esetek szama: ahanyféleképpen 5 lap kivalaszthatd 52 lapbol. Te-
hét .
13% - 48
P(A) =~z
(5)
Vajon helyes eredményre jutottunk-e? Ha nem, akkor hogyan javithato a meg-
oldas?

14.3. Mintavétel visszatevéssel

Tekintsilink tjra egy N szamu objektumbdl 4ll6 halmazt, amelyek kdziil m szamu
selejtes. Valasszunk ki az egész halmazbol véletlenszertien, egyenként visszate-
véssel egy n-elemd mintat. Jelentse Ay azt az eseményt, hogy a minta pontosan
k-szamu selejtes elemet tartalmaz.

Vizsgaljuk meg a kiilonb6z6 sorrendi huzasokat. Mivel barmelyik adott
sorrendben k selejtes és n — k nem selejtes kihtzasanak valészintisége éppen

N

N

mb . —m)"k m m\n—
S N A

és ilyen huzasbol pontosan (Z) darab van, és ezek paronként kizaroak, ezért

o= () () - 2)
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Ezt a visszatevéses mintavétel formulajanak nevezziik.

14.9 Példa. Egy 52 lapos kartyapaklibdl huzzunk ki egymaés utan visszatevés-
sel véletlenszertien 5 lapot (a kihtzott lapot huzéas utan mindig visszatessziik).
Mi a valészintsége, hogy

(a) pontosan 2 treffet huztunk,

(b) legalabb 2 treffet huztunk.

Jelentse Ay azt az eseményt, hogy pontosan k treffet hiztunk. Ekkor

o - Q-2

valamint
5 /5 1IN /3\5*
b) P(AsU...UAs) = - -
) P4, =3 () (1) (1)
hiszen az As,..., A5 események paronként kizarjak egymast.

14.4. A Bernoulli-kisérlet

A fenti gondolatmenet altalanosithaté is a kdvetkezd modon. Tegyiik fel, hogy
egy kisérletben az A esemény bekovetkezésének valdszintsége valamely adott
0 <p<1 szam.

Tegyiik fel, hogy elvégezziik ezt a kisérletet (egymastol fiiggetleniil) egymaés
utén n-szer, és minden esetben megfigyeljiik, hogy az A esemény bekoévetkezik-e
vagy sem. Ezt a kisérletsorozatot Bernoulli-féle kisérletnek nevezziik.

Legyen 0 < k < n adott természetes szam. Jelentse Ay azt az eseményt,
hogy az n szamu kisérletb6l A pontosan k esetben kovetkezik be.

A visszatevéses mintavételnél kovetett gondolatmenetet alkalmazva lathat-
juk, hogy a kérdéses valoszintiség:

n ne
P(A) = <k>p’“(1 —p)" "
barmely £k =0,1,...,n esetén.

14.10 Példa. Egy hagyomanyos lottoszelvény esetében azt mondjuk, hogy
nyer$, ha legalabb kéttalalatos. Vasarolunk 20 szelvényt, és véletlenszerten
(egymastol fliggetlentil) kitoltjiik cket. Mi a valdszintsége, hogy legalabb 5
nyerd szelvényiink lesz?

Vilagos, hogy egyetlen szelvény esetében annak val6szintsége, hogy nyerd:

p= 1;2 (k) ('9525)%)
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Mivel ez mindegyik szelvényre érvényes, és a szelvényeket egyméstol fiiggetleniil
toltottiik ki, eredeti feladatunk egy Bernoulli-féle kisérletnek tekinthetd ezzel a
p paraméterrel. Tehat a kérdéses valoszintiség:

20

20 -
> (5 )ra-mmt
k=5

ahol p a fenti valoszintiség.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemeény-2 IIT/1 szakaszanak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a II1/3 szakasz 143, 144, 145, 153, 154, 157, 159, 165 és
173 feladatai.

3. Tankonyv-2 3.3 szakasza. Tovabba: A KOZEPISKOLAI KOMBINATO-
RIKA ALAPOS ATISMETLESE!



15. fejezet

Feltételes valoszintiség és
Bayes-tétel

15.1. Feltételes valészintiség

Szamos esetben kell az A esemény valdsziniiségét meghatarozni olyan a priori
feltétel mellett, hogy valamely B eseményrdél tudjuk, hogy bekdvetkezett. Ilyen
esetekben az eseménytér elemei koziil csak azokat vessziik szamitasba, amelyek
a B-nek is elemei.

Ez azt jelenti, hogy az ) helyett az eseményteret a B eseményre szikitjiik,
és erre vonatkozoan szamitjuk ki egy A esemény (feltételes) valoszintiségét.

15.1 Definici6é. Tekintsiink egy (9,4, P) valoszintiségi mezst és egy olyan
B € A eseményt, amelyre P(B) # 0. Az A € A esemény B-re vonatkozo
feltételes valosziniiségén az alabbit értjiik:

P(AN B)

PAIB) = =55

15.2 Példa. Tegyiik fel, hogy két kockaval dobunk, de nem latjuk az ered-
ményt. Valaki megmondta, hogy az egyik dobéas 5-6s. Mi a valészintsége, hogy
a masik 6-0s?

Figyelem, az eredmény nem 1/6 lesz!

Jelentse A és B a kovetkezd eseményeket:
B = {az egyik dobéas 5-6s} A = {a méasik dobas 6-os}
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Ekkor P(B) = 11/36 hiszen 11 olyan szampar van, amelyben az 5-0s szerepel.
Masrészt AN B = {(5,6), (6,5)}, ezért P(AN B) = 2/36. Tehat

_ P(ANB) _ 2/36 2
P(AIB) = P(B)  11/36 11

15.3 Példa. Egy ismerdsiinket keressiik az egyetemen, aki 5 kiilénb6z8 terem-
ben lehet egyforma valdszintiséggel. Annak valdszintisége, hogy egyaltalalan az
egyetemen van 0 < p < 1. Az 5 terem koziil mar 4-ben kerestiik, de egyikben
sem volt. Mi a valosziniisége, hogy az 5-ik teremben van?

Jelentse Ay azt az eseményt, hogy az ismerssiink a k-ik teremben van (k =
1,...5), ekkor P(A; U...U As) = p. Mivel az A, események egymést paron-
ként kizarjak, innen P(Aj) = p/5 mindegyik k indexre. Tehat a De Morgan
azonossag alapjan:

P(As|ATN...NAy) = P(As[A;U...UA)

P(A5N(A;U...UAy))
P(A,U...UAy)

Nyilvanvalé, hogy
As C A1 U...UA,

és ezért
P(As N (A1 U...UAy)) = P(4s5)

Tehat a kérdéses valoszintség:

P(As[AiN...NAy) = P(As[A U UAy)
P(AsN (A1 U...UAy))

P&, U...UAy)

P(4s) _ . p/5 _p
P(AjU...UAy) 1—4p/5 5—4p

15.2. Fiiggetlenség

Tekintsiik a kovetkezd nagyon egyszertd példat. Két kockaval dobunk, de az
eredményt nem latjuk. Valaki megmondta, hogy az els§ dobas paratlan. Mi a
valészintisége, hogy a dobott szamok Gsszege 77

Jelentse A és B a kovetkezs eseményeket:

A = {az Gsszeg T} B = {az els6 dobés paratlan}
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Ekkor a feltételes valosziniiség definicidja szerint

_ P(AnB) _ 3/36 1
PAIB) = P(B)  18/36 6

Ez a korabbi példankra tekintettel azt jelenti, hogy
P(A|B) = P(A)

azaz "a B esemény bekovetkezése nem befolyédsolja az A valoszintiségét". Ezt
gy fogalmazzuk meg, hogy A fiiggetlen a B eseménytdl.
Vilagos, hogy P(B) # 0 esetén a P(A|B) = P(A) feltétel ekvivalens a
kovetkezgovel:
P(ANB)=P(A)-P(B) (15.1)

Mivel ugy képzeljiik, hogy a fiiggetlenség szimmetrikus relacio (azaz ha A fiig-
getlen B-t6l, akkor B is A-t6l), és a fenti egyenlség esetében ez nyilvanval6an

15.4 Definicié.  Legyen (Q, A, P) adott valoszintiségi mezs és A,B € A
megfigyelhets események. Azt mondjuk, hogy A és B fiiggetlenek, ha fennall a
(15.1) egyenlGség.

15.5 Példa. Egy 52 lapos kartyapaklibol kihtizunk egymas utan visszatevéssel
két lapot. Mi a valdszintisége, hogy elsére treffet, mésodikra aszt huzunk?

Vezessiik be a kdvetkezs eseményeket:
A = {els6re treffet huzunk} B = {méasodikra &szt huzunk}

Ekkor

13-4 13 4
=—._=P(A) - PB
557 ~ 52 5o LA PB)

azaz az. A és B események fiiggetlenek.

P(ANB) =

Figyelem! Soha nem tugy érveliink, hogy mivel A és B "lathatéan" fiigget-
lenek, azért P(AN B) = P(A) - P(B). Forditva: az események fiiggetlenségére
gy kovetkeztetiink, hogy ezt az egyenlGséget ellenérizziik!

15.3. Teljes valoszintiség tétele

15.6 Példa. Harom egyforma boriték van el&ttiink,

1. az els6ben 2 darab ezres és 3 kétezres bankjegy,
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2. a méasodikban 5 ezres és 2 kétezres,

3. a harmadikban 5 kétezres bankjegy.

Véletlenszerien kivalasztunk egy boritékot, majd abboél taldlomra kihizunk egy
bankjegyet. Mi a val6szintisége, hogy kétezrest huzunk?

Jelentse A azt az eseményt, hogy kétezrest huzunk. Nyilvan P(A) kénnyen
meghatarozhaté lenne, ha tudnank, melyik boritékot valasztottuk. Nevezetesen,
ha By, jeloli azt az eseményt, hogy a k-ik boritékot valasztottuk, akkor a P(A|By)
feltételes valosziniségek rendre 3/5, 2/7 és 1.

Ez az észrevétel azonnal utmutatast is ad a megoldasra, ugyanis a By ese-
mények egymast paronként kizarjék, és egyesitésiik a biztos esemény. Tehét:
A=ANQ=AN(B1UB;UB;3)=(ANB;)U(ANBy)U (AN Bs)

Mivel a jobb oldali események egymast paronként kizarjak:

P(A) = P(ANB)+P(ANBy)+ P(AN By)
= P(A[|B,)P(B1)+ P(A|B2)P(B2) + P(A|B3)P(Bs)
1

31,21,
5 3 7 3 3

Ez a gondolatmenet nyilvan tovabbvihets tetszéleges szamu By eseményre
is, ezért vezessiik be a kovetkez§ definiciot.

15.7 Definicié. Azt mondjuk, hogy a By, Bs, ... € A megfigyelhet események
teljes eseményrendszert alkotnak, ha egyik sem nulla valészintiségii, tovabba

1. egymast paronkeént kizarjak, azaz B; N B; = () ha i # j,
2. egyikiik biztosan bekovetkezik, azaz By U Bo U ... = .

A 15.6 Példaban alkalmazott gondolatmenetet kovetve tetszéleges szdmu By,
eseményre addédik a kovetkezd tételiink.

15.8 Tétel. (Teljes valosziniiség tétele) Tegyik fel, hogy az (2, A, P)
valdsziniségi mezdben a B, Ba,... nem nulla valdsziniségi események teljes
eseményrendszert alkotnak. Akkor tetszdleges A € A eseményre

P(A) = P(A|By)P(By) + P(A|B)P(By) + ...

Bizonyitas. Valoban, ha a By események teljes eseményrendszert alkotnak,
akkor
A=(ANB))U(ANBy)U(ANB;3)U...



15.4. BAYES-TETEL 107

ahol az uni6 tagjai egymast paronként kizarjak. Innen
P(A)=P(ANBy)+P(ANBy)+ P(ANB3) + ...
Mivel a feltételes valoszintiség definicidja alapjan minden k indexre
P(AN By) = P(A|By) - P(Bk)

innen azonnal adodik a tétel allitasa. O

15.9 Példa. Ha példaul annak valészintisége, hogy egy telefonkdzpontba egy
adott napon n hivas érkezik 0 < ¢, < 1, és mindegyik hivas adott 0 < p < 1
valoszintiséggel téves, akkor mi a valoszinidsége, hogy ezen a napon éppen k
szamu téves hivas érkezik?

Vezessiik be a kiovetkezs jeloléseket. Jelentse A azt az eseményt, hogy koz-
pontba k szamu téves hivas érkezik, illetve B,, azt az eseményt, hogy az adott
napon a beérkezé hivasok szama éppen n. Ekkor a B, események teljes ese-
ményrendszert alkotnak, ezért a teljes valosziniiség tétele alapjan

PUA) = 3 PAIB) - P(B) = 3 ) -0
n=~k

n=1

ugyanis n > k esetén a téves hivasok egy Bernoulli-féle kisérlet eredményeként
adoédnak: n szamu kisérletbdl hanyszor kovetkezik be a téves hivas. Vegyiik még
figyelembe, hogy itt P(A|B,) =0, han < k.

15.4. Bayes-tétel

Térjink vissza a 15.6 Példa vizsgalatara. Tegyiik fel, hogy valaki elvégezte
a huzast (mi nem lattuk), és kozolte, hogy kétezres bankjegyet htuzott. Mi a
valdszintisége, hogy az elsg boritékbol huzta?

Az ottani jeloléseinket hasznélva a P(B;p|A) feltételes valoszintségrsl van
sz0.
P(ANB1) _ P(A|B1)P(By)
P(B1|A) = =

Az utébbi tort nevezGje a Teljes valoszintiség tételével hatarozhaté meg. Tehét:

P(A|By)P(By)

P(B1]A)

+1-

Wl
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Ez a gondolatmenetiink altalanosithato tetszéleges elemszamu teljes esemény-
rendszerre is.

15.10 Tétel. (Bayes-tétel) Tegyiik fel, hogy az (2, A, P) valdsziniségi me-
zoben a By, Ba, ... nem nulla valdsziniségd események teljes eseményrendszert
alkotnak. Akkor tetszéleges A € A, P(A) # 0 eseményre és i indexre

P(A|B;)P(B;)
(A[B1)P(B1) + P(A|B2)P(Bz) + . ..

P(B;|A) = 2

Bizonyitas. Valoban, a feltételes valdszintiség definicija alapjan

_ P(ANB;) _ P(A[B;)P(B;)
B R TR

és innen a teljes valosziniiség tétele alapjan adodik az allitas. [

15.11 Példa. Példaul a telefonkdzpontos 15.9 példankban annak valdszint-
sége, hogy az adott napon ¢ hivas érkezett feltéve, hogy éppen k téves hivést
regisztraltak ¢ > k esetén:

a(;)p*(1 —p)=F
S ()P (1 = p)nk

mig i < k esetén ez a feltételes valoszintség 0.

P(B;|A) =

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemeény-2 I11/4 és I11/5 szakaszainak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a III/4 szakasz 228, 229, 232, 233, 237, 242, 251, 257
tovabba a IIT/4 szakasz 264, 265, 269, 270, 280 feladatai.

3. Tankonyv-2 3.6, 3.7, 3.8 és 3.9 szakaszai. Tovabba: A KOZEPISKOLAI
KOMBINATORIKA ALAPOS ATISMETLESE!



16. fejezet

Val6szintiségi valtozok és
eloszlasok

16.1. Valo6szintiségi valtozdk

16.1 Definicié. Tekintsiink egy (92, A, P) valoszintiségi mez6t. Az
X: Q=R
fliggvényt valdsziniségi vdaltozonak nevezziik, ha barmely = € R esetén
{X<z}={we: X(w)<zte A

azaz minden ilyen nivohalmaz megfigyelhetd (és igy van valoszintsége).

Az alabbi példédkban allapitsuk meg a megadott valoszintiségi valtozok R
értékkészletét!

16.2 Példa.

1. Két kockaval dobunk. Jelentse X a dobott szamok Gsszegét. Ekkor R =
{2,3,...,12}

2. Jelentse X a hagyomanyos lotton kihtzott 6t nyerd szam koziil a legkiseb-
bet. Ekkor R = {1,2,...,86}

3. Egy kockaval addig dobunk, amig elGszor 6-os jon ki. Jelentse X a dobéasok
szaméat. Ekkor R = N.

4. Valasszunk az origd kozépponti egységsugarii korlemezben véletlensze-
rien egy pontot. Jelentse X a pont origotol mért tavolsagat. Ekkor
R =10,1].
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16.3 Definicié. Egy valoszintségi valtozot diszkrétnek neveziink, ha az ér-
tékkészlete véges vagy végtelen sorozatba rendezhetd (azaz megszamlalhato hal-
maz).

Példainkban az els6 hdrom véaltozé diszkrét, mig a negyedik nem az.
16.2. Diszkrét valdszintiségi valtozo eloszlasa

16.4 Definicié. Legyen X diszkrét valoszintiségi valtozo, amelynek értékkész-
lete R = {x1,22,...}. Ekkor a

pr=P(X =1y), k=1,2,...

sorozatot az X eloszldisdnak nevezzik.

16.5 Példa. Tekintsiik a bevezet§ példainkat diszkrét valoszintiségi vélto-
zokra.

1. Ha X a két dobott szam Gsszegét jelenti, akkor az eloszlas az alabbi tab-
ldzattal adhatd meg:

x| 2 ]3[4 ... |12
AEIEIEIRNE-

2. Ha X a legkisebb kihtizott lottészamot jelenti, akkor az eloszlas az alabbi
formuldval adhat6é meg:

3. Ha X az els6 6-osig sziikséges dobasok szama, akkor X eloszlasa:

k—1
5 1
= | = - = k=1,2,...
Pk (6) 6 IE)

Az el6z6 két példatol eltérSen az eloszlas itt végtelen sorozat.

Az eloszlas legfontosabb tulajdonsagait a kovetkezs tételben foglaljuk Gssze.

16.6 Tétel. Tekintsink eqy X diszkrét valdsziniségi vdltozot, amelynek érték-
készlete R = {x1,x2,...} és eloszlisa pr, = P(X = xy), k=1,2,.... Ekkor

e 0<pr <1 minden k=1,2, ... indezxre.
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e p+po+...=1.

e Ha a < b tetszéleges valds szimok, akkor

Pla< X <b) = Z Dk

a<xp<b

ahol mindazon py valdsziniségeket dsszegezziik, amelyek indexeire fenndll
az a <z < b egyenldtlenség. Itt barmelyik szigori egyenldtlenség helyett
mindkét oldalon egqyszerre < is haszndlhato.

16.3. Az eloszlasfiiggvény

16.7 Definicio. Tekintsiink egy (2, A, P) valoszintségi mezét és egy X : Q —
R valoszintségi valtozot. Minden x € R esetén legyen

F(z) = P(X < )

Az igy értelmezett F': R — [0, 1] fliggvényt az X eloszldsfiggvényének nevezziik.

16.8 Példa. Konnyen ellendrizhets, hogy a korlemezes példankban (bevezetd
4. példa) az X valtozo eloszlasfiiggvénye

0 haz <0
Fz)=4¢ 2> haO<z<1 (16.1)
1 haxz >1

Ugy képzeljiik ugyanis, hogy annak valoszintisége, hogy a véletlenszertien va-
lasztott pont a korlemez egy adott részhalmazdban van, ardnyos a részhalmaz
teriiletével. Nevezetesen példaul P(0 < X < 1/2) =1/4.

A valdszintiségszamitas és a statisztika szamos feladataban van sziikség vala-
mely P(a < X < b) alaku valoszintiség meghatarozasara. Ehhez nyujt segitséget
az eloszlasfiiggvény, amelynek tulajdonsigait az alabbi tételben foglaljuk Gssze.

16.9 Tétel. Tekintsink eqy X wvaldsziniségi valtozot és jelolje F az X elosz-
lasfiiggvényét.

e Minden x € R esetén 0 < F(x) < 1.

e F monoton névd és minden pontban balrdl folytonos.
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o lim F(z)=0 ¢és lim F(x)=1.

T——00 r— 400

e Ha a < b tetszdlegesen adott valos szamok, akkor

P(a < X <b) = F(b) — F(a).

Ha egy X diszkrét valoszintségi valtozo értékkészlete R = {x1,x2, ...} ahol
1 < Ty < ..., és X ezeket az értékeket rendre pq, po, ... valdszintiségekkel veszi
fel, akkor az X eloszlasfiiggvénye ilyen alaki:

0 ha z <2,
pr+...+pr hazpy<z<ap

F(z) = {

barmely k =1,2,... esetén. Készitsiink grafikont!

Ez azt jelenti, hogy ilyen esetben az eloszlasfiiggvény szakaszonként konstans.
Célszert ilyenkor az P(a < X < b) = F(b) — F(a) képlet alkalmazasa helyett
Osszegytijteni az X értékkészletének mindazon elemeit, amelyek a és b kozé
esnek. Nevezetesen ha P(X = x) = pp minden k-ra:

Pa<X<b= > p

a<lzp<b

Mivel itt csak a P(X = zy) valoszintségek szerepelnek, ezért kényelmesebb az
X eloszlasara hagyatkozni.

16.4. A sturtiségfiiggvény

16.10 Definicié. Azt mondjuk, hogy X folytonos eloszldsi, ha talalhato olyan
f integralhato fiiggvény a szdmegyenesen, amelyre

F(z) = /_x £(t) dt

minden z € R mellett. Ilyenkor az f fliggvényt az X sdriségfiggvényének
nevezzik.

Példaul a (16.1) példaban kénnyen ellendrizhetd, hogy

2t halO<t<1
ft) = { 0  kiilénben

Ha az X valoszintiségi valtozo folytonos eloszlasu, akkor az F' eloszlasfiiggvény
folytonos, és minden olyan x pontban, ahol az f strtségfiiggvény folytonos F'
differencélhato és:
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16.11 Tétel. Ha X folytonos eloszldsi és [ a striségfiiggvénye, akkor bdarmely
a < b esetén

P(a<X<b):/bf(t)dt

Vajon milyen valoszintséggel vesz fel egy X valoszintségi valtozo egyetlen
pontot? Legyen a € R tetszdleges, ekkor belathato, hogy

o0

P(X=a) = P(ﬂ{aﬁX<a+%}):n1LII;OP(aSX<a+%)
= nan;O(F(a + %) — F(a)) = mlggl+F(x) — F(a)

Tehat P(X = a) az F a-pontbeli "ugrasaval" egyenls. FIGYELEM: Miért
térhetiink limeszre a levezetés els§ soraban?

El6z6 gondolatmenetiink azt jelenti, hogy P(X = a) = 0 akkor és csak akkor
all fenn, ha F folytonos az a pontban. Nevezetesen, ha X folytonos eloszlasu,
akkor F folytonos az egész szamegyenesen, tehat barmely a < b valés szamokra

Pla<X <b)=Pla<X <b)

Foglaljuk Ossze a strtségfiiggvény tulajdonsagait.

16.12 Tétel. Ha f az X wvaldsziniségi vdltozo stiriségfigguénye, akkor

1. f(x) > 0 minden x € R esetén

/+oof(x)dx:1

— 00

2.

3. ha a < b tetszdleges valos szamok, akkor

b
P(a<X<b):P(a§X§b):/ f(@) da

16.13 Példa. Legyen példaul az X siiriiségfiiggvénye

T ha0<zxz<1
flz)=49 2—2 hal<z<2
0 kiilonben
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Konnyen ellenérizhetjiik, hogy f valoban kielégiti az el6z6 tétel feltételeit. Ekkor
példaul
3/2

PO<X<3/2) = PO<X<3/2)= ; f(z)dx

1 3/2
= / xdm—i—/ (2—2a)dzx
0 1

2
1—/ (2—2z)dx =
3/2

[ech |

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-2 IV /1 szakaszénak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a IV/1 szakasz 299, 303, 306, , 314, 316, 323 és 324
feladatai.

3. Tankonyv-2 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 szakaszai.



17. fejezet
A varhato érték és a szoras

Hétkoznapi szohasznalattal egy valoszintiségi valtozo varhato értéke az atlagérté-
két, a szorédsa pedig az atlagtol valo atlagos eltérést jelenti. A pontos definiciokat
az alabbiakban fogalmazzuk meg.

17.1. Diszkrét eloszlasok varhato értéke

17.1 Definicié. Tekintsiink egy X diszkrét valosziniiségi valtozot, amelynek
eloszlasa
P(szk):pk k=1,2,...

Azt mondjuk, hogy az X-nek van varhato értéke, ha a > 7 | |zx| - pi sor kon-
vergens, és ekkor az

o0
E(X)=> xx-px
k=1
sordsszeget az X wvdrhato értékének nevezziik.

Megjegyezziik, hogy a Y p- | |zx| - pi sor konvergencidja azért fontos feltétel,
mert ellenkezd esetben E(X) értéke fiigghetne a sor tagjainak sorrendjétol.

17.2 Példa. Egy kockat feldobunk kétszer egymas utan. Hatarozzuk meg a
dobott szdmok Gsszegének varhatod értékeét.

Jelentse X a dobott szamok &sszegét, akkor X eloszlasat a 16.5 Példaban
lathatjuk. Tehat a definicio szerint a varhato érték:

E(X)—ik: —2-i+3-3+ +12-i—7
T A TR T 36

115
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17.3 Példa. Egy 52 lapos kartyapaklibol véletlenszerden valasszunk ki 5
lapot. Adjuk meg a kihuzott treffek szadmanak varhaté értékét.

Jelentse X a kihtuzott treffek szamat, akkor a visszatevés nélkiili mintavételi
feladat alapjan az X eloszlasa:

13 39
P(X:k;):M k=0,...,5

Ennek alapjan a varhato érték:

: : (11@5) ) (53—%)
E(X) = Y kP(X=k)=) k-t

17.4 Példa. Tekintsiik a 14.4 szakaszban vizsgalt Bernoulli-kisérletet, és
hatarozzuk meg, hogy n kisérletbsl varhatéan hanyszor kovetkezik be az A
esemény.

Jelentse X az A esemény bekovetkezéseinek szamét, ekkor X eloszlasa:

P(X=k) = (Z)pk(l—p)nk k=0,1,....n

Tehat X varhato értéke a binomiélis tétel alapjan

B(X) = ék@pk(l )

_ = (n_l)' -1 n—
= L G —R

" n—1 _ n—
= an(k_l)p’“ Y =p)" " =np
k=1

17.2. Végtelen elemii eloszlasok varhato értéke

Ebben a szakaszban olyan példédkat vizsgalunk, ahol a diszkrét valoszintségi
valtozo értékkészlete végtelen halmaz.

17.5 Példa. Egy kockat ismételten addig dobunk, amig 6-os nem jon ki.
Mennyi a dobasok szaméanak varhato értéke?
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Jelentse X a dobéasok szamat, akkor X eloszlasa

1

T ) I

Tehat a varhato érték

> 5\*' 1 1 1
0=3k(5) =5 o

k=1

17.6 Példa. Legyen A adott pozitiv szdm, és X olyan val6szintségi valtozo,
amelynek eloszlésa

)\k
P(X =k)= ﬁe*A k=0,1,2,...
Ekkor az exponencilis fiiggvény hatvanysora alapjan az X varhato értéke:

oo )\k_

A Lo
Zkge :)\Z(k—l)!e
k=0 k=1

= X E o= e et =\
7!
i=0

E(X)

17.7 Példa. Egy dobozban 1 fekete és 1 fehér goly6 van. Taldlomra kivesziink
egyet. Ha fekete, akkor visszatessziik, és hozzatesziink még egy fekete golyot.
A huzasokat addig folytatjuk, amig a fehér golyot ki nem huzzuk. Adjuk meg a
htizasok szamanak varhato értékét.

Jelentse X a huzasok szamat, akkor X eloszlasa igy adhaté meg: P(X =
1) =1/2, és

23 k-1 1 1
3 4 ko k+1  k(k+1)

k=2,3,...

Tehat az X valtozo varhato értékére az alabbi végtelen sor adodik:

() =2 WP =) =) b3y = 2 51
k=1 k=1 k=1
Ez utébbi sor azonban az elsé tag hijan pontosan megegyezik a harmonikus
sorral, ami divergens. Tehat ennek a valdszintiségi valtozénak nincs varhato
értéke.
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17.3. Folytonos eloszlasok varhato értéke

17.8 Definicié. Legyen X olyan folytonos eloszlasu valoszintségi valtozo,
amelynek striiségfiiggvénye f. Azt mondjuk, hogy az X -nek van varhato értéke,
ha az [*_|z|- f(z)dz improprius integrdl konvergens, és ekkor az

E(X):/OO - f(z)do

— 00

integral értékét az X wvdrhato értékének nevezzik.

17.9 Példa. Gondoljuk meg példaul, hogy az alabbi fiiggvény strtségfiigg-

vényt definial
f(z) ! ! 00 <z <00
r)—=—+ ——— _

7 1422

(ez az ugynevezett Cauchy-eloszlas), de nincs varhato értéke, hiszen az

1 o0
f/ R
T ) o 1422

improprius integral divergens, lasd a 9.5 Példat.

17.10 Példa. Legyen [a, b] egy adott intervallum a szamegyenesen, és tegyiik
fel, hogy az X valoszintiségi valtozoé strtiségfiiggvénye

f(x):{ ﬁ haa<z<b

0 kiilonben
Ellenérizziik, hogy f valoban stirtségfiiggvény! Ekkor az X varhato értéke

b 2 2
T 1 b* —a a+b
E(X)_/a bfadx_bfa. 2 )

ami éppen az [a, b] intervallum felez6pontja.

17.4. A varhato6 érték tulajdonsagai

Az X véltoz6 méasodik momentuménak nevezziik az E(X?) varhaté értéket (ha
ez létezik). Megmutathatdé (FIGYELEM: helyettesitéses integrallal), hogy

Z Tip, ha X diszkrét eloszlast
K

E(X?) = i~
/ z?f(x)dr ha X folytonos eloszlasi
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Az alabbiakban 6sszefoglaljuk a varhaté érték két fontos tulajdonsagat.

17.11 Tétel.

1. Ha az X wvdltozonak van vdrhato értéke, akkor tetszdleges o és [ wvalds
szamokra E(aX + ) = aE(X) + B.

2. Ha léteznek E(X), E(X?), 1gy E(aX?+8X+7) = aE(X?)+BE(X)+7.

17.12 Példa. Legyen A\ adott pozitiv szam, és tegyiik fel, hogy az X
valosziniiségi valtozo stiriiségfiiggvénye

de ™ hax>0
flz) = { 0 kiilénben.

A 9.3 Példa alapjan ez valoban stirtiségfiiggvény, hiszen
| f@a=1,
0

maésrészt a 9.8 Példa szerint

E(X) /Ooo:cf(ac)d:c %

Ennek a valtozonak a masodik momentuma a 9.9 Példa alapjan

17.5. A variancia és a szOras

Egy valtozo6 variancidjan a varhato értéktsl mért atlagos négyzetes eltérést ért-
juk.
17.13 Definicié. Az X valtoz6 variancidja (ha ez létezik)

Var(X) = E(X — B(X))?)

Ekkor az X valtozo szdrdsa: D(X) = y/Var(X).

A variancia helyett néha hasznélatos a szérasnégyzet elnevezés, és a D?(X)
jelolés is.
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A variancia a kovetkezd modon szamithato ki egyszeriibb alakban:
Var(X) = E((X - E(X))?) =E(X?-2E(X)X + E(X)?)
E(X?) -2E(X)? + BE(X)? = B(X?) - BE(X)?
Fontos tulajdonséagai:
Var(aX + 8) = o*Var(X), D(aX + B) = |a] - D(X)

Ellendrizziik ezeket kozvetleniil a definicié alapjan.

17.14 Példa. Példaként hatarozzuk meg adott A > 0 mellett a 17.12 Példa-
ban vizsgalt folytonos eloszlasi valészintségi valtozé variancidjat és szorasat.

2 1 1
Var(X) = E(X?) - E(X)? = b vinby

nevezetesen

17.15 Példa.  Tekintsiik most a 17.10 Példaban vizsgalt folytonos eloszlasu
valészintiségi valtozot. Ennek mésodik momentuma a kdvetkezGképpen szamit-

hato ki:
o b 2 37b
2N 9 _ T 1 z
E(X*) = / xf(m)dx—/ badx_ba[SL

b —ad B b% 4+ ab+ a?
3(b—a) 3

Tehat a variancidra az alabbi adodik:

2 2 2 2 — )2
Var(X):E(Xz)—E(X)QZb +ab+a® a®+2ab+b :(b a)

3 4 12
tovabba az X szoérdsa ennek négyzetgyoke, azaz
b—a
D(X) = .
(X) = 7

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-2 IV /2 szakaszénak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a IV/2 szakasz 351, 352, 354, 355, 358, 361, 369, 374 és
375 feladatai.

3. Tankdnyv-2 4.6 és 4.7 szakaszai.



18. fejezet

Nevezetes diszkrét eloszlasok

Ebben a fejezetben a gyakorlatban leginkibb el6fordulé diszkrét eloszlasok tu-
lajdonsagait foglaljuk Gssze.

18.1. Karakterisztikus eloszlas

Legyen (2,4, P) egy valosziniiségi mez6 és tekintsiink egy A € A eseményt,
amelyre P(A) = p, ahol 0 < p < 1. Ekkor az

Y 1 ha A bekovetkezik
"1 0 ha A nem kovetkezik be

valoészintiségi valtozo eloszlasa
PX=0=1-p PX=1)=p

Ezt az A eseményhez tartozd karakterisztikus eloszlisnak nevezziik. Konnyen
ellendrizhetjiik a kovetkezs tulajdonsagokat.

18.1 Tétel.

o Az eloszlis paramétere: 0 < p < 1.

o Az eloszlds vdrhato értéke: E(X) =p

e Az eloszlds variancidja: Var(X) = p(1 —p).

Bizonyitas. Csak a varianciat kell ellengrizniink. Mivel a mésodik momen-
tum E(X?) = p, innen azonnal adédik az &llitas. O

121
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18.2. Binomidlis eloszlas

Legyen ujra (2, A, P) egy valoszintiségi mez6 és tekintsiik a Bernoulli-kisérletet,
ahol egymas utan n fiiggetlen kisérletet végziink, amelyek mindegyikében meg-
figyeljiik, hogy egy bizonyos A esemény bekovetkezik-e vagy sem. Tegyiik fel,
hogy P(A) =p, 0 < p <1 adott. Jelentse X az A bekovetkezéseinek szamat. A
Bernoulli-kisérletrsl mondottak alapjan az X valtozé eloszlasa:

P(X =k) = (Z)pk(l—p)"_k k=0,1,2,...,n

ezt, az eloszlast binomidlis eloszlisnak nevezziik. Tulajdonsagai az alabbiak (lasd
a 17.4 Példat).

18.2 Tétel.

o Az eloszlis paraméterei: n € N és 0 < p < 1.
o Az eloszlds vdrhatd értéke: E(X) = np

o Az eloszlds variancidja: Var(X) = np(1 —p).

Bizonyitas. A 17.4 Példa szerint csak a varianciat kell ellendrizniink. Ehhez
meghatarozzuk a méasodik momentumot.

E(X? =

Tehéat a variancia
Var(X) = BE(X?) - E(X)? = n(n — 1)p* + np — n*p* = np(1 — p)

ahol felhasznaltuk, hogy a masodik sorban a mésodik szumma éppen a varhato
érték. g

18.3. Hipergeometriai eloszlas

Nézziik most a kovetkezd visszatevés nélkiili mintavételi kisérletet. Tekintslink
egy N szamu objektumbdl all6 halmazt, amelyek koziil m szamu selejtes. Va-
lasszunk ki az egész halmazbdl véletlenszeriien egy n-elemid mintét visszatevés



18.4. GEOMETRIAI ELOSZLAS 123

nélkil (n < m). Jelentse X a selejtes elemek szamat a mintaban. Ekkor X
eloszlasa:

(%) - Ck)
()
Ezt az eloszlast hipergeometriai eloszlasnak nevezziik. Ennek tulajdonsagait az
el6z6 fejezet példaja alapjan a kovetkezd listaban foglaljuk Gssze.

P(X=k) = k=0,1,2,...,n

18.3 Tétel.
o Az eloszlds paraméterei: N,m,n € N.
e Az eloszlds vdrhato értéke:

EX)=n-

=] 3

o Az eloszlds variancidja:

Var(X) = §—7- %( ﬁ)

Bizonyitas. A 17.3 Példa gondolatmenetére tekintettel ismét csak a vari-
ancia szorul igazolasra. Szamitsuk ki a masodik momentumot.
N— m n N-—m n m\ (N—m
oy - $e@ED Sy DD, B0
(n k=2 (n) k=1 (n)

m(m —n(n —1) o~ (273) - (V1)

m
= + n—
N—2
NN -1) k=2 (nos) N
_ m(m—1)n(n—1) m
NN-1) "w~
Innen adédik, hogy
m(m —1)n(n —1) m ,m?> N-n m m
- m_mt _Non o mmy
Var(X) NN-1) "N "N TN "W N
amit, allitottunk. O

18.4. Geometriai eloszlas

Tekintsiink ujra egy (€, A, P) valoszintiségi mezdt, és benne egy A eseményt,
amelyre P(A) = p, ahol 0 < p < 1 adott. A kisérletet egyméas utan fiiggetleniil
egészen addig ismételten elvégezziik, amig az A esemény elGszor bekovetkezik.
Jelentse X a kisérletek szamat. Ekkor X eloszlasa:

PX=k=>0-pFp Ek=12...
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Ezt az eloszlast geometriai eloszlasnak nevezziik.

18.4 Tétel.

o Az eloszlds paramétere: 0 < p < 1.

o Az eloszlds vdrhato értéke:

1
E(X)=-
p
o Az eloszlis variancidja:
L—p
Var =
(X) e

Bizonyitas. Mivel a varhaté érték a 17.5 Példa gondolatmenetét kdvetve
konnyen adoédik, csak a varianciat kell igazolnunk. Esetiinkben a mésodik mo-
mentum a kévetkezd modon szamolhat6 ki. A hatvanysor méasodik derivaltjat
hasznalva barmely |z| < 1 mellett

e’} . 2
D k(k—1)ak? = (e

k=2

Ezt az azonosségot az x = 1 — p esetben felhasznalva

E(Xz) = Zkz(l_p)k_lpzz:k(k—1)(1—p)k_1p+2k(1_p)k—1p
k=1 k=2 k=1
= L, 1 21— 1
= p-p k=) p) b 2OZD

Innen azt kapjuk, hogy

Var(X) = E(X?) - BE(X)* =

amit igazolni akartunk. O

18.5. Poisson-eloszlas

Tegyiik fel, hogy X olyan valoszintségi valtozo, amelynek értékkészlete {0} UN
és eloszlasa

P(X = k) = e

k=0,1,2,...

ahol A > 0 adott valds szam.
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Nem nehéz belatni, hogy valéban eloszlast definidltunk, ugyanis

——€
k!
k=0

Aot =1

az exponencidlis fliggvény hatvinysora alapjan. Ezt a végtelen elemd eloszlast
Poisson-eloszldsnak nevezziik.

18.5 Tétel.

o Az eloszlds paramétere: A > 0.
o Az eloszlds vdrhatd értéke: E(X) = A,

o Az eloszlds variancidja: Var(X) = A.

Bizonyitas. A 17.6 Példa gondolatmenetét kovetve ismét csak a variancia
szorul igazolasra. Vizsgaljuk meg a mésodik momentumot.

E(X?) = Y ke

k!
k=1
= DL L
k=1 k=1
> >\k72
= X e EA=AT £

Innen a varianciara az adédik, hogy
Var(X) = E(X?) —E(X)? = M+ XA - =)

és ezzel a bizonyitas kész. O

Megjegyezziik, hogy a Poisson-eloszlas a binomialis eloszlas "hatéreloszlasa-
ként" szarmaztathaté az alabbi értelemben.

18.6 Tétel. Ha adott A\ > 0 és 0 < p, < 1 olyan sorozat, amelyre np,, = A,

akkor .
i ()1 o)t = e

=—e

birmely k =0,1,2,... esetén.

Bizonyitas. Valoban, a feltételiink szerint barmely rogzitett k index mellett

(sa=rrs = ()G (-2)

_ n(n-1)..(n—k+1) _)J“(l_)\>”<1_)\>k

nk k! n n
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Itt a négy tényez6 hatarértékeit egyenként vizsgilva konnyen lathatjuk, hogy
azok rendre 1, \¥/k!, e=* és 1. Innen méar adodik a tétel Allitasa. O

Ez a gyakorlatban azt eredményezi, hogy nagy n értékekre és kicsi p értékekre
a binomialis eloszlés jol kozelithet6 a Poisson-eloszlassal,

k
Nk e AT
<k)pn(1 —pa)" TR ﬁe
barmely 0 < k < n természetes szamra.

18.7 Példa. Tegyiik fel, hogy annak valosziniisége, hogy egy Gjonnan gyartott
Suzuki Vitara gépkocsiban hibés a légzsak 0.002 egymastol fiiggetleniil. A gyar
visszahivast rendel el, ha egy adott hénapban legyartott 2000 gépkocsiban leg-
aldbb 10 esetben hibas a légzsak. Mi a valészintisége, hogy nem kell visszahivast
elrendelni?

Jelolje X a hibas gépkocsik szaméat egy adott honapban. Mivel a kisérletiink
egy Bernoulli-kisérlet (hiszen a meghibdsodas valoszintisége minden autoban
0.002 egymastol fiiggetleniil), ezért X binomialis eloszlasu n = 2000 és p = 0.002
paraméterekkel. Tehat a keresett valoszintiség pontos értéke

P(X<9) =) (20]?0

) 0.002%0.9982000—F
k=0

amelynek kiszamitasa elég reménytelen feladat. Fenti tételiink értelmében azon-
ban koézelits értéket adhatunk a Poisson eloszlas hasznalataval, hiszen "n elég
nagy és p elég kicsi", tovibba A = np = 4, igy

9 9
2000 4k
§ ( L >0.002k0.9982000_k%§ Ee—4zo.9919
k=0 k=0

Ez utobbi értéket a Poisson-eloszlasra vonatkozo tablazat alapjan allapithatjuk
meg, amely a Feladatgytijtemény-2 332-ik oldalan talalhaté.

Annak vizsgalata, hogy ez a kozelités mennyire pontos, meghaladja e konyv
kereteit.

Otthoni tanulashoz
1. A Feladatgytjtemény-2 VI/1, VI/2, VI/3, VI/4, VI/5 és VI/6 szakaszai-
nak feldolgozésa.

2. Hazi feladatok: a VI/1 szakasz 533, 534, VI/2 szakasz 546, 558, 559, VI/3
szakasz 566, 568, 572, VI/4 szakasz 581, 582, 583, VI/5 szakasz 588, 598,
600, 603, VI/6 szakasz 622, 624, 630 és 632 feladatai. feladatai.

3. Tankonyv-2 4.8 és 4.9 szakaszai.



19. fejezet

Nevezetes folytonos eloszlasok

19.1. Egyenletes eloszlas

Legyen [a,b] adott intervallum. Tekintsik azt az X valoszindségi valtozot,
amelynek siiriiségfiiggvénye:

b—a

0 kiilonben

f(ac)z{ L haa<ax<bd

Ekkor az X valtozot az [a,b] intervallumon egyenletes eloszldsinak nevezzik.
Az elnevezés onnan ered, hogy ilyenkor az [a,b] valamely részintervallumaba
esés valoszintisége a részintervallum hosszaval aranyos.

19.1 Tétel.

e Az eloszlds paraméterei: a és b, a < b.

o Az eloszlds vdrhato értéke:

b
B(X) ="
2
e Az eloszlds variancidja:
(b—a)®
Var(X) =
ar(X) B

Bizonyitas. Allitasaink azonnal kivetkeznek a 17.10 és 17.15 Paldak ered-
ményeibdl. (]

19.2 Példa. Legyen X olyan egyenletes eloszlasu valtozo, amelyre E(X) =5
és Var(X) = 3. Hatérozzuk meg a P(4 < X < 10) valoszintséget!
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Az intervallum ismeretlen a és b végpontjaira a feltételek szerint az

a+b
5 = 5
(b—a)® _
12 =3
adodik, amelynek megoldéasai a = 2 és b = 8. Tehéat
2
P(4<X<10):P(4<X<8):g

hiszen a [4, 8] intervallumon talnyalé rész 0 valészintseégt.

19.2. Exponencialis eloszlas

Legyen A > 0 adott valos szam. Tekintsiik azt a valdszintiségi valtozot, amelynek
strtségfiiggvénye
fz) = { Xe ™™ haxz >0
0 kiilbnben

Ekkor az X valtozot exponencidlis eloszldsinak nevezziik. A 9.3 Példaban el-

mondottak szerint f valoban siriségfiiggvény.

19.3 Tétel.

o Az eloszlds paramétere: A > 0.
o Az eloszlds vdrhato értéke: E(X) =1/X,

o Az eloszlds variancidja: Var(X) = 1/)2.

Bizonyitas. Tételiink kozvetleniil kovetkezik a 17.12 és 17.14 Példak egyen-
16ségeibdl. O

19.4 Példa. Tekintsiink egy X adott A > 0-paramétert exponenciélis eloszlasi
valtozot. Hatarozzuk meg a P(X > FE(X)) valoszintiséget!
Mivel tételiink szerint E(X) = 1/, azért
° S 1

P(X>EX)) =P (X > i) = /1/A e A dy = [764%]1/A =

Az exponencialis eloszlast memdria nélkiilinek nevezziik az alabbi értelem-
ben. Ha X valamely A-paraméterti exponencidlis eloszlasa valtozé, tovabba
t,s > 0 tetsz6legesek, akkor

P(X>t+s/X>t)=P(X >s).
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Valoban, az {X > t + s} eseményb6l kovetkezik {X > t}, ezért a bal oldalon
all6 feltételes valosziniiség a kovetkezGképpen irhatd

P(X>t+s) 1— [ XeMdo
P(X > 1) 1— [} de= dx

PX>t+sX>t) =

ef)\(tJrs)

= — :e*AS:]__/ Ae*)\mdx:P(X>s).
e 0

Ha példaul X a varakozési id6t jelenti két bekovetkezés (pl. két telefonhivas,
vagy két ligyfél, stb) kozott, akkor a memoria-nélkiiliség azt jelenti, hogy a
tovabbi varakozas ideje nem fiigg attol, hogy el6zetesen mennyit vartunk.

Forditva, az is igazolhato, hogy ha egy folytonos eloszlas memoéria nélkiili,
akkor az sziikségképpen az exponencialis eloszlés.

Erdekes kapcsolat van a Poisson-eloszlas és az exponencialis eloszlas kozott.
Nevezetesen, ha a bekovetkezések kozotti varakozéasi idsk fiiggetlen, azonos
A-paramétert exponencidlis eloszlasu valtozok, akkor egy egységnyi idGinter-
vallumban a bekovetkezések szama Poisson-eloszlasti ugyanazon paraméterrel.
Ezekkel a kérdésekkel a 22. fejezetben foglalkozunk részletesebben.

19.3. A standard normadlis eloszlas

A standard normaélis eloszlas centralis jelentGsége miatt a valdsziniiségi valtozo-
ra, annak stirtiség, illetve eloszlasfiiggvényére kiilon jelolést hasznalunk.

19.5 Definicié. Azt mondjuk, hogy a Z valdszintiségi valtozd standard nor-
madlis eloszldsi, ha a stirtiségfiiggvénye

1 2

<P($):E B

i

e —oo<r<x

A (9.2) egyenlGség mutatja, hogy ¢ valoban strtségfiiggvényt definial. Gya-
korlasképpen vizsgaljuk meg a ¢ fliggvényt, és mutassuk meg, hogy rendelkezik
a kovetkezd tulajdonsagokkal.

tovabba ¢ szigortian monoton nové a (—oo, 0) intervallumon, szigoruan monoton
fogyo a (0, 00) intervallumon, és globalis maximuma van az x = 0 helyen.

A maésodik derivalt vizsgalata alapjan ¢ konvex a (—oo, 1) és (1, 400) inter-
vallumokon, valamint konkav a (—1, 1) intervallumon, és inflexiés pontjai vannak
az x = —1 és x = 1 pontokban. KESZITSUNK ABRAT!
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19.6 Tétel.

o Az eloszlds paramétere: nincs paraméter,
o Az eloszlis vdrhatd értéke: E(Z) =0,

o Az eloszlds variancidja: Var(Z) = 1.

Bizonyitas. A 9.6 Példa szerint egyrészt E(Z) = 0, masrészt a (9.3) egyen-
16ség alapjan a méasodik momentum E(Z2) = 1. Tehét

Var(Z) = E(Z*) - E(Z)* = 1.

amit igazolnunk kellett. O
Jelolje a tovabbiakban @ a standard normalis eloszlasfiiggvényt, azaz

O(x) = /9’3 o(t)dt.

— 00

Ez a fiiggvény rendelkezik az eloszlasfiiggvények tulajdonsagaival, de érdekessé-
ge, hogy nem lehet elemi fiiggvényekkel, vagy azok véges kombinacidival explicit
alakban elgallitani.

FIGYELEM! Lasd a 9. fejezetben mondottakat a ¢ primitiv fliggvényérsl!

Vegyiik észre, hogy ¢ paros fliggvény, azaz szimmetrikus az y-tengelyre.
Ebbdl adodik, hogy ®(0) = 1/2, valamint

B(—z) =1 B(2) (19.1)

barmely x valés szamra.

19.7 Példa. A statisztikdban és tovabbi alkalmazasokban betoltott kozponti
szerepe miatt a ¢ eloszlasfiiggény étékeire tablazatokat talalhatunk a legtobb
valoszintiségszamitassal foglalkozé tankdnyvben, illetve feladatgytijteményben,
tovabba a tablazatkezel§ programokban, mint példaul az MS Windows Office
Excel alkalmazasban is. Lasd a Feladatgytdjtemény-2 338-339-ik oldalain talal-
hato tablazatokat!

Ha példéul Z standard normélis eloszlasi valoszintségi valtozo, ugy hata-
rozzuk meg a
P(-2<Z<2)

valoszintiséget. A Feladatgytjtemény-2 339-ik oldalén taldlhato tablazatot hasz-
nalva

P(-2<Z<2) = ®(2)—d(-2) =d(2) — (1 - D(2)) =2(2) — 1 =
= 2-0.9772—-1=0.9544

ahol kihasznaltuk a (19.1) alatti szimmetriatulajdonsagot is.
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19.4. Normadlis eloszlas

19.8 Definicié. Legyenek m és o adott valds szamok, ahol ¢ > 0. Legyen Z
standard normalis eloszlasi véltozo, ekkor az

X=0Z+m
valoszintiségi valtozot (m, o)-paraméterd normdlis eloszldsunak nevezziik.
A standard normalis eloszlas, valamint a varhato érték és szoras tulajdon-

sagaibol (lasd a 17.11 Tételt) adodnak az (m, o)-paraméterd normalis eloszlasu
X véltozo6 tulajdonsagai.

19.9 Tétel.

o Az eloszlis paraméterei: m € R és o > 0.

o Az eloszlds vdrhatd értéke: E(X) =m,

o Az eloszlds variancidja: Var(X) = o2.

Vajon hogyan allithatjuk el§ ennek az X véltozénak az eloszlas, és siri-
ségfiiggvényét? Jelolje F' az X eloszlasfiiggvényét, és legyen x tetszdleges valds
szam. Ekkor

F(x)P(X<x)P(aZ+m<x)P<Z< zam> q,<f'fam)

FIGYELEM! Fontos, hogy ¢ > 0, hiszen igy pozitiv szammal osztunk, ezért az
egyenl6tlenség irdnya nem valtozik.

Az X valtozo f stirtiségfiiggvényét derivalassal kapjuk: barmely = € R esetén

e 202

f(w)F'(x)¢<m—m> 1 o2

o 2ro

a lancszabaly alapjan. Ennek a fliggvénynek globalis maximumhelye van az
x = m pontban, tovabba inflexiés pontjai vannak az x =m —oc ésx =m+ o
helyeken. KESZITSUNK ABRAT!

19.10 Példa. Egy (m,o)-paraméterd normalis eloszlast X valtozo esetén
valamely intervallumba esés valoszintisége mindig kifejezhets a @ eloszlasfiigg-
vénnyel.

Legyenek ugyanis a < b tetsz6leges valos szamok. Ekkor

P(a<X<b):F(b)—F(a):<I>(b_m> —@(“_m> .

g g
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Peéldaul egy m = 10, 0 = 2 paraméterekkel rendelkez6 X normaélis eloszlastu
valtozdra

P(T<X <13) = F(13)—F(7) = ®(1.5) — ®(—1.5) = 2&(1.5) — 1 =
= 2.0.9332—1=0.8664

ahol felhasznaltuk ® szimmetriajat, és a Feladatgydjtemény-2 339-ik oldalan
talalhato téablazatot is.

Otthoni tanulashoz
1. A Feladatgydjtemény-2 VI/1, VI/2, VI/3, VI/4, VI/5 és V1/6 szakaszai-
nak feldolgozésa.

2. Hazi feladatok: a VI/1 szakasz 533, 534, VI/2 szakasz 546, 558, 559, VI/3
szakasz 566, 568, 572, VI/4 szakasz 581, 582, 583, VI/5 szakasz 588, 598,
600, 603, VI/6 szakasz 622, 624, 630 és 632 feladatai. feladatai.

3. Tankdnyv-2 4.8 és 4.9 szakaszai.



20. fejezet

Egyuttes eloszlasok

20.1. Egyiittes eloszlasfiiggvény

20.1 Definicié. Legyenek X és Y valoszintségi valtozok (nem feltételeniil
ugyanazon az eseménytéren). Tetsz6leges x és y valos szdmokra az

F(z,y)=P(X <=z,Y <y)
fliggvényt az X és Y egyiittes eloszldsfiigguényének nevezzik.
A definiciobol adodik a kovetkezs allitas.

20.2 Allitas. Ha F egyiittes eloszldsfiigguény, akkor

T—>—00

m F(z,y)= lim F(z,y)=0

barmely rogzitett y illetve x valds szam mellett, tovdbbd

lim F(z,y)=1

x,y—-+o00

Az egydimenzits esethez hasonléan itt is kiilon foglalkozunk a diszkrét és a
folytonos eloszlasokkal.

20.2. Diszkrét egyiittes eloszlasok

20.3 Definicié.  Tegyiik fel, hogy az X valtozo értékkeészlete {x1,xa,...},
illetve az Y valtozo értékkészlete {y1,ya,...}. Ekkor X és Y egyiittes eloszlasa

pik = P(X =2;,Y = yi) 1=1,2,... k=1,2,...
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Ezeket az értékeket a kovetkez§ tablazattal adhatjuk meg:

y\z ‘ T X2 Z3
Y1 P11 P21 P31
Y2 P12 P22 P32
Ys P13 P23 P33

Vilagos, hogy mindegyik p;, > 0¢és >, >, pir = 1.

Legyen A a sik valamely részhalmaza. Vajon hogyan hatarozhatjuk meg a
P((X,Y) € A) valoszintiséget? Gytjtsiik Gssze mindazon x; és yi értékeket,
amelyekre (z;,yx) € A, ekkor

P(X,Y)eAd) = > pu

(zi,y)€EA

20.4 Példa. Példaul az alabbi egyiittes eloszlés esetén

x| 0 1 2 3

Y\
0 | 0.1 008 013 0.04
1
9

0.04 0.2 008 0
0.03 0 0.05 0.25

az A= {(z,y) € R? : z +y > 3} tartoményba esés valoszintisége:

P(X +Y >3)=0.04+0.08+ 0.05 + 0.25 = 0.42

Felmeriil a kérdés, hogy az egylittes eloszlas ismeretében hogyan hatarozhato
meg X és Y eloszlasa? A definiciobdl lathato, hogy

pi:P(X:xi):Zpik:ZP(X:xi,Y:yk) i=1,2,...
k k

Nevezetesen a p; = P(X = x;) valoszintiség az i-ik oszlop elemeinek Gsszegeként
nyerhet. Tehat az oszlopdsszegek az X valtozo eloszlasat adjak.

Teljesen analég modon
Qk:P(Y:ka):Zpik:ZP(X:Ii,Y:yk) k=1,2,...
azaz Y eloszlasa a sorok Osszegeként kaphato.

20.5 Definicié. X és Y eloszlasait az egyiittes eloszlas peremeloszldsainak
nevezzik.
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20.3. Folytonos egyiittes eloszlasok

20.6 Definicio. Azt mondjuk, hogy X és Y egyiittes eloszasa folytonos, ha
létezik olyan f nemnegativ integralhato fiiggvény a sikon, amelyre minden z és
y valés szamok mellett

F(z,y) :/; /_yoo f(t,s)dsdt

ahol F' az X és Y valoszintiségi valtozok egylittes eloszlasfiiggvénye. Ezt az f
fliggvényt az X és Y egyiittes siriségfiigguényének nevezziik.

Vilagos, hogy ha f egyiittes sirtségfiiggvény, akkor nemnegativ a sikon,

tovabba e
//f(a:,y)dxdy=1

20.7 Példa. Legyen A a sik valamely részhalmaza. Hogyan hatirozhatd meg
a P((X,Y) € A) valoszintiség? Ha f az X és Y egylittes strtségfiiggvénye,
akkor

P((X,Y)GA)://Af(x,y)dydx

Példéaul az alabbi egyiittes strtiségfiiggvény esetében

2(x+2y) ha0<z<l,0<y<l1
— 3 )
J@.y) = { 0 iilonben (20-1)
az A= {(z,y) e R? : 2 < 1/2, y < 1/2} tartoményba esés valosziniisége
9 [1/2 172 1
P(X<1/2,Y<1/2):§/ / (x+29) dy da =
o Jo

Felmeriil a kérdés, hogy az egyiittes siiriiségfiiggvény ismeretében hogyan
hatarozhato meg X és Y strtségfiiggvénye? Belathatd, hogy ha fx az X strt-
ségfiiggvénye, akkor minden x pontban

Fx(z) = [ T ) dy

és teljesen anal6g modon

Fr(y) = / 7 ey de
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barmely x és y pontokban.

20.8 Definicié. Az fx és fy fliggvényeket az egyiittes eloszlas peremsiriség-
fligguényeinek nevezziik.

20.9 Példa. Példaul az elézd példaban vizsgalt egyiittes strtiségfiiggvény
esetén

B 0o B f()l%(x—'_zg)dy had0<zx<1
fx(z) —/_OO f(z,y) dy—{ 0 kiilonben

Analog modon éllithaté el az Y peremstirtségfiiggvénye:

t4y+1) ha0<y<l1
_ 3( Y Yy
frly) = { 0 kiilénben

20.4. Filggetlenség

20.10 Definicié. Legyenek X és Y valoszintiségi valtozok, amelyek egyiittes
eloszlasfiiggvénye F'. Jelolje Fx illetve Fy az X illetve az Y eloszlasfiiggvényét.
Azt mondjuk, hogy X és Y fiiggetlenek, ha

Fz,y) = Fx(x) - Fy (y)

barmely x,y valés szamokra.

A definiciénk ugy is megfogalmazhato, hogy X és Y fiiggetlenek, ha
PX<z,Y<y)=PX<z) PY <y)

tetszoleges x,y valos szamokra. Ennek a definicionak konnyen ellenérizhetd
ekvivalens alakjait fogalmazzuk meg az alabbiakban diszkrét illetve folytonos
eloszlasokra

Legyenek X és Y diszkrét valosziniiségi valtozok, amelyek egyiittes eloszlasa
P(X =z;,Y =y) = pir 1=1,2,... k=12,...
Tekintsiik az X és Y peremeloszlasait:

PX=x)=p; i=12,... PY=y)=aq k=1,2,...
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20.11 Tétel. X ésY akkor és csak akkor figgetlenek, ha
Pik = Pi " 4Gk
minden i és k indexekre.
Tételiink azt fogalmazza meg, hogy fliggetlen valtozokra az egyiittes eloszlas

a peremeloszlasok szorzataként all el6. Példaul a 20.4 Példaban szerepl$ valtozok
nem fiiggetlenek, hiszen rogton az egyiittes eloszlas els6 elemére

0.17-0.35 =P1-q1 751711 = 01,

ellendrizziik!

Legyenek most X és Y folytonos eloszlasu valtozok, amelyek egyiittes stiri-
ségfiiggvénye f. Jelolje fx az X, illetve fy az Y peremstrtségfiiggvényét.

20.12 Tétel. X ésY akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha barmely x és y valds
szamokra

flx,y) = fx(x) - fy(y)

Bizonyitas. Koénnyen adodik az F(z,y) = Fx(z) - Fy (y) egyenldségbsl. O

20.13 Példa. Példaul a (20.1) alatti példaban szerepld valtozok nem fiigget-
lenek, hiszen

fx (@) fr(y) # f(=z,y),

azaz a peremsirtségfiiggvények szorzata nem éallitja el6 az egylittes sidrtség-
fliggvényt.

Ko6nnyen lathaté azonban, hogy ha X és Y egyiittes stirtiségfiiggvénye

_J 4y hal<z<1l,0<y<l1
/ (“’y){ 0 kiilsnben

akkor X és Y fiiggetlenek. Valoban, ekkor

o 1
fX(“T):[ f(ﬂf,y)dy/ozlxydy{gx ha0<z<1

kiilonben .
és f szimmetridja miatt fy ugyanilyen alaka az y valtozoban. Ezért

f(z,y) = fx(x) - fy(y)

minden x és y valos szamra.
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20.5. Feltételes eloszlasok

Tekintsiik az X és Y diszkrét valoszintségi valtozdkat, amelyek egyiittes elosz-
lasa P(X = x;,Y = yi) = pix, ahol i =1,2,...ésk=1,2,....

20.14 Definici6é. Tegyiik fel, hogy valamely k indexre P(Y = y;) > 0. Ekkor
X feltételes eloszlisin az Y = y;, feltétel mellett a

P(X:»”UmY:yk)

P(X =x|Y =) = PO = ur) )

1=1,2,...
eloszlast értjiik.

FIGYELEM! Ellendrizziik kozvetleniil a definicié alapjan, hogy valoban el-
oszlast definidltunk.

20.15 Definicié. Az X valtozo feltételes vdrhato értékén az Y = y; feltétel
mellett az

E(X|Y =yp) =) ;- P(X = z;]Y = )
=1

szummét értjik, amely véges vagy végtelen aszerint, hogy X értékkészlete véges
vagy végtelen, ezért nem jeloltiik a felsG hatart.

20.16 Példa. Tekintsiik példaul a 20.4 Példaban megadott egyiittes eloszlast.
Ekkor P(Y = 1) = 0.32, tovabba az X feltételes varhato értéke az Y = 1 feltétel
mellett

E(X]Y=1)=0-004+1-02+4+2-0.084+3-0=0.36

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-2 V/1 és V/2 szakaszainak feldolgozésa.

2. Hazi feladatok: az V/1 szakasz 411, 412, 417, 420, 424 és 427, valamint
az V /2 szakasz 435, 437 és 438 feladatai.

3. Tankdnyv-2 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, 6.5, 6.6 és 6.7 szakaszai.



21. fejezet

Kovariancia és korrelacio

21.1. Osszeg varhaté értéke

21.1 Tétel. Ha az X ésY wdltozoknak van vdrhato értéke, akkor X + Y -nak
18, €S

E(X +Y) = B(X)+E(Y)

Bizonyitas. Diszkrét esetben vazoljuk a bizonyitast, a folytonos esetben
analég moédon megy.

E(X+Y) = > ) (@i+y)P(X =2;,Y =)
i k

in Zpik + Zyk Zpik
k k i

%

ZfEiP(X =x;) +Zykp(y =y) =EX)+EY) O
: %

Tétellink természetesen tetszGleges véges Osszegre is érvényes marad.

21.2 Példa. Tegyiik fel, hogy n szamu papirlapra felirtuk egyenként az 1,...,n
szamokat, majd a lapokat egy kalapba tettiik. Taldlomra egymas utén, visszate-
véssel kivesziink m szamu lapot. Jelentse X a huzott szamok Gsszegét. Mennyi
E(X)?

Kiprobalhatjuk, hogy X eloszlasat igen komplikalt elgallitani.

Jelentsék X, ..., X,, rendre a kihdazott szamokat. A visszatevéses mintaveé-
tel miatt mindegyik X azonos eloszlasd, nevezetesen
1
P(Xy=1i)=— i=1,...,n
n



140 21. FEJEZET. KOVARIANCIA ES KORRELACIO

Ez azt jelenti, hogy

E(X’“):Zi'ﬁ: 2 n 2

i=1
Masrészt nyilvan X = Xy + ... + X, ezért

n+1
2

E(X)=E(X))+...+ E(X,) =m

Teh&t F(X) megadhato az X eloszlasanak ismerete nélkiil is!

21.2. Szorzat varhato értéke

Ha X és Y diszkrét valtozok, amelyeknek van varhaté értékiik, akkor
E(XY) = Z Z!Czyk “Pik
ik

ahol X értékkészlete {x1,xo,...}, Y értékkészlete {y1,ya,...} és pi jeloli az
egyiittes eloszlast.

Teljesen analég médon, ha X és Y folytonos eloszlasu valtozok, amelyeknek
létezik varhato értékiik, és egyiittes siiriiségfiiggvényiik f, akkor

E(XY)= /Z /nyf(x,y)dmdy

21.3 Tétel. Ha X ésY figgetlenek, akkor

E(XY) = E(X)-E(Y)

Bizonyitas. Vizsgiljuk meg a folytonos esetet, a diszkrét eset ugyanigy
megy.

B(XY) /_Z/_ny-f(x,wdwdy=/_Z/_O;xy-fx<x>~fy<y)dmdy

[ rfy () dz- / ufy (v)dy = E(X) - E(Y)

ugyanis a fiiggetlenség miatt az egyiittes striségfiiggvény az f(x,y) = fx(x) -
fy (y) szorzat alakban all eld. O
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21.3. Osszeg varianciaja

21.4 Tétel. Tegyiik fel, hogy X ésY fiiggetlenek, és mindkettének van vari-
ancidja. Akkor
Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y)

Az dllitds tetszdleges véges Gsszegre is érvényes.

Bizonyitas. Valoban, a szorzat varhaté értékére vonatkozé tételiink alap-
jan:

Var(X +Y) = B(X+Y - E(X +Y))?)
= BICC BCOP) BV~ B
+2E((X - E(X))(Y — E(Y)))

(
= Var(X ) +Var(Y)+2(E(XY) - E(X)E(Y))
= Var(X)+Var(Y). O

21.5 Példa. Vajon miért gondoljuk, hogy egy kisérlet tobbszori elvégzésekor
az eredmények atlagolasaval varhatéan pontosabb eredményt kapunk?

Tegyiik fel, hogy egy ismeretlen m mennyiség meghatarozasira n szamu
megfigyelést végziink, amelyeknek eredményei X7,..., X, valdsziniségi valto-
z0k. Feltessziik, hogy a valtozok fiiggetlenek, és azonos eloszlasiak, amelyekre

E(Xy) =m, D(Xk) =0, k=12,....,n

Az a feltevésiink, hogy a valtozok azonos eloszldstuak, azt jelenti, hogy a megfi-
gyeléseket (méréseket) azonos koriilmények kozott végezziik. Ilyenkor o jelenti
a varhat6 hibat. Atlagoljuk az eredményeinket, azaz vezessiik be az

Xi+...+ X,
n

Y, =

valoszintségi valtozot. Ekkor vilagos, hogy E(Y,,) = m, tovabba a fenti tételiink
értelmében
1 2 o?

1
Var(Y,) = Var(n(Xl—&-...—i—Xn)):nQn ot =

a fiiggetlenség miatt. Innen az Y, szorasara az adodik, hogy

o
D(Y,) = —
)=
tehat n — oo esetén D(Y,) — 0, azaz az n novelésével a varhato hiba nulldhoz
tart.
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21.4. Kovariancia és korrelacid

Valoszintségi valtozok kozotti Osszefiiggés mérésére hasznéljuk az alabbi fogal-
makat.

21.6 Definicié. Az X és Y valtozok kovariancidja
Cov(X,Y) = E((X — E(X)) - (Y — E(Y)))
és korreldcids egyitthatdja

Cov(X,Y)

Corr(X,Y) = DX) - DY)

Ko6nnyen lathato, hogy
Coo(X,Y)=EXY-EX)Y-EY)X+EX)EY))=EXY)-E(X)E(Y),

és altalaban ezt az egyszeriibb alakot hasznaljuk a kovariancia meghatarozasara.

Megjegyezziik, hogy a kovariancia nem ad abszolut mérGszamot az Gsszefiig-
gés mérésére, hiszen barmely « # 0 valos szam esetén

Cov(aX,Y) = aCou(X,Y)

azaz a mérték fiigg a dimenzi6tél. Gondoljunk arra, hogy ha X és Y egy fel-
adatban Euréban szamitott koltségeket jelentenek, akkor Forintra attérve a ko-
variancia kb. 350%-szeresére valtozik. A korrelacios egyiitthaté azonban mar
fliggetlen a dimenziétol, hiszen barmely a # 0 és 8 valos szamokra

Corr(aX + 5,0Y + ) = Corr(X,Y)

azaz a korrelacio invarians a linearis transzformaéciora. FIGYELEM! Ellendriz-
ziik ezt az egyenlGséget kozvetleniil a definicio alapjan!

21.7 Tétel.
1. -1 <Corr(X,Y) <1
2. Ha X ésY figgetlenek, akkor Cov(X,Y) =0

Bizonyitas. Az elsg allitas bizonyitasdhoz legyen t € R tetszsleges, és
tekintsiik a
W=[X-EX)+tY—-EY))?

valoszintiségi valtozot. Mivel W nemnegativ, ezért varhaté értéke is nemnegativ.
Ez azt jelenti, hogy

E(W)=FE(X — E(X))?) +2tCou(X,Y) +*E((Y — E(Y))?) >0
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minden ¢ valos szamra. Ez a kifejezés t-ben masodfoku, ezért csak tgy lehet
nemnegativ, ha a diszkriminansa nempozitiv. Tehéat

4Cov(X,Y)? —4B((X — BE(X))>)E((Y — BE(Y))?) <0.

A jobb oldalon éppen a variancidk szorzata all. Rendezve és mindkét oldalbol
négyzetgyokdt vonva azt kapjuk, hogy

Cou(X, )| < D(X)D(Y)
amibdl azonnal kovetkezik az allitas.

A maésodik éllitdsunk a 21.3 Tétel kozvetlen kévetkezménye. d

21.8 Példa. FIGYELEM! Az aldbbi példank mutatja, hogy a tételiink méaso-
dik allitdsa nem fordithaté meg. Feldobunk egy érmét kétszer egymaés utén, és
legyen

1 ha a k-ik dobas irés

(k =1,2). Tekintsiik az Y7 = X7 + X3 és Yo = X; — X,. valtozokat. Ekkor

X = { 0 ha a k-ik dobas fej

2\Yi| 0 1 2
-1 0 025 0
01025 0 025
1| 0 02 0

Az egylittes eloszlas vizsgalataval lathato, hogy Y; és Yo nem filiggetlenek, de
kénnyen kiszamolhato, hogy Cov(Y1,Y2) =0

21.5. Teljes varhaté érték tétel

Tekintsiikk az X és Y diszkrét valtozokat, amelyek egyiittes eloszlasa P(X =
i, Y =yp)=pi s P(Y =y,) >0azi=1,2,... és k =1,2... indexekre.

21.9 Definicié. Képezziik az X feltételes varhato értékeit az Y = yy, feltételek
mellett, azaz

my = B(X|Y =y) = > 2;P(X = z;]Y = )
i=1

minden k£ = 1,2... esetén. Ezt a sorozatot az X véltozé Y-ra vonatkozo felté-
teles vdrhato értékének nevezziik. Jelolése E(X|Y).

Vegyiik észre, hogy itt egy valdsziniiségi valtozot definidltunk, nevezetesen

E(X|Y):mk, ha Y:yk,]f:LQ,...
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Az aldbbiakban megadjuk ennek a valtozonak a varhato értékét. Ezt az ered-
ményiinket a Teljes valosziniiség tétel altalanositasanak tekinthetjiik.

21.10 Tétel. (Teljes varhato érték tétel) E(E(X]Y)) = E(X).

Bizonyitas. Valoban,

E(E(X|Y)) = kap(y =y) = > 2P(X = x|V = y)P(Y =)
k=1 i=1
- Zl'lzp —J?»L, —yk sz =T; —E(X)
1=1
hiszen a mésodik sorban éppen X peremeloszlésat kapjuk. O

FIGYELEM! Vajon a mésodik sorban miért cserélhetd fel a két szumma?

21.11 Példa. Néha konnyebb E(X) elsallitasa a fenti tételbdl, mint kozvet-
lenill, amint azt az aldbbi példdban lathatjuk. Egy biztositéhoz egy év alatt
beérkez6 karigények szdma Poisson-eloszlast adott A > 0 paraméterrel. Egy
karigényt a biztosité adott p > 0 valdszintiséggel elutasit (egyméstol fliggetle-
niil). Adjuk meg egy adott évben az elutasitott karigények szaméanak varhaté
értéket.

Jelentse X az elutasitott karigények szamat, és Y az Osszes beérkezd karigény
szaméat. Vildgos, hogy adott n € N esetén az Y = n feltétel mellett éppen a
Bernoulli-kisérlettel allunk szemben, ezért

illetve P(X = k|Y =n) =0, ha n < k. Tehét a feltételes varhato érték
m, =E(X|Y =n)=np, n=12,...

Innen a Teljes varhato érték tétel alapjan
E(X)=E(EX|Y)) an—e A= )p

FIGYELEM! Allitsuk el6 a varhato értéket kozvetleniil X eloszlasa alapjan is
(lasd a Gyakorlatok kozott)!

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgydjtemény-2 V /4 és VI/5 szakaszainak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a V/4 szakasz 471, 473, 482, 485, 489, 504, 509, valamint
a VI/5 szakasz 608, 609 és 6.10 feladatai.

3. Tankdnyv-2 6.14 és 8.3 szakaszai.



22. fejezet

Valtozok osszegének eloszlasa

22.1. Diszkrét valtozdok 6sszegének eloszlasa

Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlen Poisson-eloszlast valtozok, rendre A\ > 0,
illetve p > 0 paraméterekkel. Hatarozzuk meg X + Y eloszlasat. Ekkor tetsz6-
leges k nemnegativ egész szamra a fiiggetlenség miatt

k k
P(X+Y=k) = Y PX=iY=k—i)=) P(X=i)P(Y=k—i)
1=0 1=0
E o\ ; k
_ ALy —u e~ kN i ki
- ;ue k-9 ~ & Z:; i )M

Q4+ m)* oo
K¢

Ez az eredményiink azt mutatja, hogy a két fiiggetlen valtozé Osszege is Poisson-
eloszlast A + p paraméterrel.

Ezt az allitasunkat indukcidval tetszéleges véges szami véaltozéra is kiter-
jeszthetjiik.

22.1 Tétel. Tegyiik fel, hogy X1,...,X, figgetlen Poisson-eloszlisi valdszi-
niségi valtozok rendre A1, ..., \, pozitiv paraméterekkel. Akkor az

Y,=X1+...+ X,

valtozo is Poisson-eloszlasi, amelynek paramétere A\y + ...+ \,.

22.2. Folytonos valtozok 6sszegének eloszlasa

Legyenek most X és Y folytonos eloszlasu fiiggetlen véltozok, amelyek sirtiség-
fliggvényei f illetve g. Jeldlje F illetve G az eloszlasfiiggvényeket. Jelentse H

145
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az X +Y eloszlasfiiggvényét. Ennek elGallitasdhoz valasszunk egy tetszéleges
z € R szamot. Abra készitésével lathatjuk, hogy

// dtds—/J t)dtds
t+s<z
= /oof(S)(\/woo dt>ds/ f(s)G(x —s)ds

Innen az integral derivilasaval az X +Y valtozo h siirtiségfiiggvényére az adodik,

hogy .
[ fs)gta - s)as

és ezt az f és g strtségfiiggvények konvolicids integraljanak nevezziik.

H(x)

FIGYELEM! Az integral derivalésa a fenti levezetésben nem egyszerd. Vizs-
galjuk meg ezt a szabalyt néhany egyszert, konnyen kiintegralhaté esetben!

22.2 Példa. Tekintsiink most azt a példat, ahol X és Y fiiggetlen, egyenletes
eloszlast valtozok a [0, 1] intervallumon. Ekkor (X,Y") egyenletes eloszlast a sik
egységnégyzetén. Abra készitésével mutassuk meg, hogy ha h jelenti az X +Y
valtozo strtségfiiggvényét, akkor

T ha0<zx<1
h(z)=< 2—2 hal<z<2
0 kiilonben.

22.3 Példa. Legyenek most X és Y filiggetlen, azonos A-paraméterd exponen-
cialis eloszlasu valtozok, és tekintsiik az X +Y véltozo h sirdségfiggvényét. Ha
f jelenti az exponencidlis eloszlas striségfiiggvényét, akkor az el6bbiek szerint
a konvoluciés integréal

/ F(8)f(z — s)ds

alaki. Az exponencialis eloszlas striségfiiggvénye zérus a negativ félegyenesen,
ezért ez az integrandus akkor csak akkor nem nulla, ha s > 0és z —s > 0, azaz
0 < s <z. Tehat

T x
h(z) = / AZeAseAME=9) g — )\2/ e M ds = N2ge N
0 0

barmely = > 0 esetén, hiszen az integrandus nem fiigg az s valtozo6tol.
Teljes indukciéval igazolhatjuk a fenti eredményiink alabbi kiterjesztését.

22.4 Tétel. Tegyiik fel, hogy X1,...,X, figgetlen exponencidlis eloszldsi
valdszindségi vdltozok ugyanazon X > 0 paraméterrel. Akkor az

Y, =X, +...+ X,
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valtozé h, stridségfiiggvénye

hn(x) = )] 1)!39”7167)@

ha x>0, és h,(x) =0, ha z <O0.

22.3. A Poisson-folyamat

Ebben a szakaszban az exponencialis eloszlas és a Poisson-eloszlas egy mélyebb
Osszefiiggésére vildgitunk ra.

Tekintsiik a 71, T5, . . . valészintiségi valtozokat, amelyek egymés utani vara-
kozéasi idGket jelentenek egymas utani "bekovetkezések" kozott.

Gondoljunk példaul egymas uténi gépjarmidvek kozotti idétartamra egy au-
touton, egy biztositohoz egymas utan beérkezs karesemények kozotti idére, iigy-
félablaknal egymést kovets varakozasi idSkre, call center-be beérkezd hivasok
kozotti idGkre, stb.

Tegyiik fel, hogy a T1,T5, ... valtozok fiiggetlenek és azonos A > 0 paramé-
terii exponencialis eloszlastak. A varhato értékre tekintettel minél kisebb a A,
annal hosszabbak a varhato varakozasi id6k. Megjegyezziik, hogy az exponenci-
alis eloszlas memoria-nélkiili tulajdonsagabdl adodik, hogy az eltelt varakozéasi
idotol fiiggetlen a tovabbi varakozas idGtartama.

Jeldlje a tovabbiakban Sy = 0 és
S,=T1+...+T,

amely a teljes varakozasi id6t jelenti az n-ik bekévetkezésig. Adott t > 0 esetén
az

{Sn <t}
esemény azt jelenti, hogy az n-ik bekovetkezés a ¢t idépont el6tt tortént. Ez azt
jelenti, hogy a [0, ¢] idSintervallumban a bekovetkezések szdma legalabb n.

Jelentse tehat N(t) a bekovetkezések szamat a [0, t] idSintervallumban, ekkor
az

{N(t) = n} ={S, <t}
események megegyeznek. Minden ¢ > 0 esetén N(¢) egy valoszintségi valtozo,
ezt a hozzarendelést Poisson-folyamatnak nevezziik.

Kérdés, hogy adott ¢t > 0 mellett hogyan hatarozhatjuk meg az N (t) valtozo
eloszlasat? Az az esemény, hogy a [0, t] intervallumban pontosan n bekovetkezés
torténik

{N(@t) =n} ={S <t} N {1 <t} ={9 <t < Shp1}.
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Mivel {S,+1 <t} C {S, <t}, innen a valoszintiségre azt kapjuk, hogy
P(N(t) = n) = P(Sx < t) — P(Su1 <1).

Jelolje most h,, az S, valtozo, illetve h, 11 az S,y1 valtozo siiriiségfiiggvényét.
Mivel T1,T5, ... fiiggetlen, azonos A-paraméterd exponencialis eloszlasiu valto-
70k, azért a megel6z6 szakasz 22.4 Tétele alapjan

An+1

l,ne—)\zr

hn(x) = 2"l lletve  hpyq(z) = '
n!

minden x > 0 esetén. Tehat
t t
P(N(t)=n)=P(S, <t)— P(Sp4+1 <t)= / hn(x) dx —/ By (z) dx .
0 0

Szamitsuk ki a jobb oldalon all6 els6 integralt parcialis integréalassal.

‘ A" ‘ 1 A
hy(x)de = " e M dx
[ o i,

n n t n t ,..n
= A |:33€_)\x:| + /\7'/ i/\e—Az dr
! Jo

n—1!|n n—1 n
0
)\t n )\n+1 t
_ ( ') e—)\t + ' / :L,ne—)\x dr .
n. mn. 0

Vegyiik észre, hogy a legutolsé integralban éppen h,, ;1 szerepel! Innen

22.5 Tétel. A Poisson-folyamatban a [0,t] iddintervallumban torténd beko-

vetkezések szama At-paraméteri Poisson-eloszldsi valdsziniiségi vdltozo.

22.4. Normalis eloszlasok 6sszege

Legyenek Z; és Z fliggetlen, standard normalis eloszlast valoszintségi valtozok,
és hatarozzuk meg az

Y=7,+2,

valtozo eloszlasat. A konvolucids integral ebben az esetben
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ahol h az Y siriségfiiggvénye. Ekkor

1 o 1 22 ©°
h(z) = o e e @92 gg = 2—6_7 / e ds
™ J_so ™ —0o0
= ie_% /00 e~ (s=2/2)%e2®/4 gg — ie_% /00 e~ (=2/2* gg
27 . 21 oo

A legutolso integrél éppen a Gauss-integral, amelynek értéke /7, tehét
h(r)=—=e"T —oco<z<o0

Ez éppen annak a normélis eloszldsnak a siirtiségfiiggvénye, amelynek paramé-
terei m = 0 és o0 = /2.

Teljesen hasonlé gondolatmenettel a kiovetkezd eredményt fogalmazhatjuk
meg.

22.6 Tétel. Legyenek Z1,..., 7, figgetlen, standard normdlis eloszldsi valo-
sziniségi vdltozok. Akkor azY = Z1 + ...+ Z, vdltozé is normdlis eloszldsi,
amelynek paraméterei m =0 és o = y/n.

22.5. Centralis hatareloszlas-tétel

Képzeljiik el, hogy valamilyen (ismeretlen) m mennyiség értékének meghatéro-
zésara n szamu fliggetlen kisérletet végziink. Az ismeretlen mennyiség kozelité-
séhez a kisérletek kimeneteleinek szamtani atlagat hasznaljuk.

Jelolje a kisérletek kimeneteleit rendre X7,..., X, és tegyiik fel, hogy ezek
fliggetlen, azonos eloszlésu valtozok, amelyekre

E(Xy)=m, D(Xp)=0, k=12,...,n
Vezessiik be a kovetkezs jelolést a valtozok standardizalt atlagara:

v LXi+...+X,)—-m
" a/vn

Tételeink szerint ennek az Y, viltozonak a varhato értéke 0 és a szorédsa 1.

Alekszandr Ljapunov orosz matematikus és a korabeli (XX.szd eleje) ma-
tematika csodalatos felismerése volt, hogy a fenti Y, véltozd eloszlasa tart a
standard normalis eloszlashoz.

22.7 Tétel. (Centralis hatareloszlas-tétel) A fenti feltételek mellett jellje
F,, az 'Y, eloszldsfiigguényét. Ekkor minden x € R esetén

lim F,(z) = ().

n—oo
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22.8 Példa. Egy kisforgalmu {izletbe egy adott napon 100 latogaté érkezik.
Mindegyik latogato (egymaéstol fliggetleniil) p = 0.2 valoszintiséggel vasarol va-
lamit. Mi a valdszintisége, hogy az adott napon az iizletben vasarlék szama 15
és 25 kozott lesz?

Jelolje X a vasarlok szamat. Ekkor X binomidlis eloszlast n = 100 és p = 0.2
paraméterekkel. Ha a k-ik vasarlora bevezetjiik az

X, — 0  ha nem véasarol
71 1 ha véasarol

jelolést, akkor X = X7 + ...+ Xj90. Konnyen lathaté, hogy minden k esetén
E(Xy) =0.2 és Var(Xy) = 0.16, és igy D(X)) = 0.4. Tehat

5 X-20 5
P(4< 1 <4)

5 a5 (X1 + ...+ Xi100) — 0.2 5)

P(15 < X < 25)

I
)
/l—\
=~

0.4/10 <1
A centralis hatareloszlas-tétel alapjan

P (15 < X < 25)

Q

®(1.25) — B(—1.25)
26(1.25) — 1 = 0.7888

adodik a standard normalis eloszlas tédblazata alapjan, a Feladatgyijtemény-2
339-ik oldalan.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-2 V /3 és VI/5 szakaszainak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a V /3 szakasz 445, 446, 447, 452, 453, 457, 468, valamint
a VI/5 szakasz 608, 609 és 6.10 feladatai.

3. Tank6nyv-2 6.10, 6.11 és 8.3 szakaszai.



23. fejezet

A nagy szamok torvénye

23.1. Csebisev-egyenlétlenség

Az eddigiekben szamos esetben kellett meghataroznunk
Pla< X <b)

alaku valészintiségeket. Ez konnyen megtehets, ha ismert az X valoszintségi
valtozo eloszlasa. Nevezetesen diszkrét valtozéd esetében

Pla<X <b)= Y PX=u)

a<xp<b

mig egy f strtségfiiggvénnyel rendelkezd valtozora

b
Pla< X <) :/ f(z)dx
Vannak esetek, amikor igy nem jarhatunk el, példaul:

1. az X valtozo6 eloszldsa nem ismert,

2. az X eloszlasa ismert, de tul bonyolult a fenti valdszintiség meghatarozasa.

Ilyen esetekben is megelégedhetiink azonban egy, a feladat szempontjabol
megfeleld becsléssel a fenti valoszintiségre. Erre a kérdésre ad valaszt a Csebisev-
egyenl6tlenség. Tekintsiink egy olyan X valészintségi valtozot, amelynek van
varhaté értéke és szorasa.

23.1 Tétel. (Csebisev-egyenl6tlenség) Legyen az X wvaldszindségi vdltozo
vdrhato értéke E(X) =m és szordsa D(X) = o. Ekkor

1
P(X —m| <k-0)>1-

151
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birmely k > 0 szdm esetén.

Bizonyitas. A bizonyitast folytonos esetre mutatjuk meg, diszkrét esetben
teljesen hasonléan végezhets el. Legyen tehat f az X strtségfiiggvénye, ekkor

o’ = /O;(x—m)Qf(m) dx

Ha most & > 0 adott, akkor a jobb oldalon all6 integral értéke nem néhet, ha
kihagyjuk az [m — ko, m + ko] intervallumot az integralasi utbol. Nevezetesen

m—ko 00
o? > [ (x —m)?f(x)dx + / , (x —m)? f(x) dx (23.1)

hiszen az integrandus nemnegativ. Masrészt a (—oo, m — ko] intervallum bar-
mely z pontjaban (z —m)? > k202, ezért

m—ko m—ko
/ (x —m)?f(z)dx > / k202 f(x)dx = k*0*P(X <m — ko).
Teljesen hasonlé modon lathatod, hogy az [m + ko, o) intervallum barmely x
pontjaban (z —m)? > k2?02, és ezért
/ (x —m)?f(z)dx > / k2o f(z)dr = K*0?P(X > m + ko).
m-+tko m-+tko

Ha ezt a két utobbi egyenlGtlenséget 6sszevetjiik a (23.1) alatti egyenlStlenséggel,
akkor az adodik, hogy

0? > kK*0*P(X <m — ko) + k*0?P(X > m + ko).

Mindkét oldalt elosztva a k20?2 pozitiv kifejezéssel

1
ﬁzP(XSm—ka)—i—P(XZm—i—ka):PﬂX—m\zka).

Innen az ellentett eseményre térve adodik a tételiink allitasa. O

Megjegyezziik, hogy a tételiink irrelevans eredményt ad, ha k < 1, ezért az
egyenlGtlenséget csak a k > 1 esetben fogjuk hasznalni.

23.2 Példa. Peéldaul, ha egy X valtozo eloszlasa nem ismert, de azt tudjuk,
hogy a varhato értéke E(X) = 8 és szorasa D(X) = 2, akkor

1
P(2<X <14)>1- 5~ 038889

hiszen ekkor k = 3.
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23.2. Csebisev-egyenlstlenség ekvivalens alakban

Néha kényelmesebb lehet a Csebisev-egyenlGtlenséget a kovetkezs alakban hasz-
nalni:
Var(X)

o2
ahol € > 0. Valoban, ez az alak ekvivalens a tételiinkkel, hiszen ha k- D(X) =
e > 0, akkor

P(X —E(X) <e)>1-

1 Var(X)
BT e

Fogalmazzuk meg ezt az ekvivalens tételiinket a kovetkezd alakban.

23.3 Tétel. Tegyiik fel, hogy az X valdsziniiségi vdltozd vdrhaté értéke E(X) =
m, és szorasa D(X) = o. Akkor barmely adott € > 0 esetén

02

P(I X —m|<e)>1-— = (23.2)

23.4 Példa. Képzeljiik el, hogy egy forgalmas telefonkézpontba egy o6ra alatt
2000 hivas érkezik. Mindegyik hivas (egymaéstol fiiggetleniil) 0.002 valoszintiség-
gel téves. Mi a valoészintsége, hogy legfeljebb 8 téves hivas érkezik?

Jelolje X a téves hivasok szamat. Vilagos, hogy X binomilis eloszlasu,
amelynek paraméterei n = 2000 és p = 0.002. A kérdéses valosziniiség tehat:

8
2000
P(X<8) =) ( )0.002’“ - 0.9982000—F
k
k=0
aminek kiszamitésa elég reménytelen feladat (béar az eloszlas ismert).

Adhatunk azonban becslést a Csebisev-egyenlétlenséggel. Itt m = 4 és 02 =
4-0.998 = 4, ezért,

4
P(X <8)=P(X —4[<5)>1— - =084

23.3. Poisson-approximacio

23.5 Példa. Egy 2000 agyas kozponti kérhazban annak valészintsége, hogy
egy adott napon egy betegnek intenziv kezelésre van sziiksége (a tobbiektdl
fiiggetleniil) 0.002. Az igazgatd egy 0j intenziv osztalyt kivan létrehozni gy,
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hogy annak valészintsége, hogy egy olyan beteg, akinek intenziv apolasra van
sziiksége, nem kap agyat az intenziv osztalyon, kisebb legyen, mint 0.01. Hany
agyas legyen a minimalis koltségl intenziv osztaly?

Jelentse NV az agyak szamat és X azon betegek szamét, akiknek intenziv
kezelés sziikséges az adott napon, akkor (mivel X nyilvanvaléan binomialis el-
oszlast m = 4 varhato értékkel, és 02 = 4 - 0.998 ~ 4 variancidval),

P(X<N)=)_ L

N (2000
k=0

)0.002’“0.9982000_’“ > 0.99

és ez az egyenlGtlenség megoldand6 az egyenlStlenség a legkisebb N-re (amely
a legkisebb koltséget jelenti).

Ez az az eset, amikor ugyan X eloszlasa ismert, de kezelhetetleniil bo-
nyolult ahhoz, hogy eredményre jussunk. Ehelyett hasznéalhatjuk a Csebisev-
egyenl6tlenséget:

4
P(X -4 <e)>1- 5 =099

ahonnan ¢ = 20 és igy NV = 23 adddik az 4j intenziv osztaly adgyainak szadmara.

Altaldban a Csebisev-egyenl6tlenségtél (hiszen minden eloszldsra érvényes)
nem véarhatunk pontos becslést. Sokkal pontosabb eredményt kaphatunk, ha
a Poisson-approximéciot hasznaljuk. Az approximéciot leiro tételt lasd a 18.5
szakaszban. Nevezetesen

N N
2000 k 2000—k
E < i )0.002 0.998 NE
k=0

k=0

‘ —

-
o
!

o~

hiszen "n = 2000 elég nagy és p = 0.002 elég kicsi", tovibba np = 4. A
Poisson-eloszlas tablazatat vizsgalva (lasd Feladatgytjtemény-2, 332-ik oldal)
azt lathatjuk, hogy a jobb oldali szumma N = 9-nél 1épi at a 0.99 értéket.
Ezért ezen approximacié alapjan a feladatra az N = 9 megoldas adodik. (Azt
nem vizsgaljuk, hogy ez mennyire pontos kozelités.)

23.4. Nagy szamok torvénye

Képzeljiik el, hogy egy kisérletet elvégziink egymas utdn n esetben, egyméas-
tol fiiggetleniil, és minden esetben megfigyeljiik, hogy egy bizonyos A esemény
bekovetkezik-e, vagy sem (Bernoulli-kisérlet).

Tegyiik fel, hogy az A esemény valdszintsége P(A) = p (ahol 0 < p < 1) és
jelolje X, azon kisérletek szamat, amelyekben A bekovetkezik. Vildgos, hogy
ekkor X, /n az A esemény relativ gyakorisagat jelenti.

Azt szeretnénk megvizsgalni, hogy a relativ gyakorisag kozelit-e a valodi
valészintiséghez, ha noveljiik a kisérletek szamat, azaz n — oco?
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Ez a kérdés elvi jelent&ségi, hiszen a pozitiv vilasz azt mutatja, hogy az axi-
6mainkbol egy tapasztalati tényt vezethetiink le. Ez azt jelenti, hogy az eddig
felépitett axiomatikus elméletiink a valosagot tiikrozi, tehat helyesen valasztot-
tuk meg az axiémaéinkat.

Vilagos, hogy X, binomidlis eloszlast n és p paraméterekkel. Valasszunk
egy € > 0 szamot és hasznéljuk fel a Csebisev-egyenlGtlenséget.

Xn
P(‘n p‘ z€> _ P(|X, — np| > ne)

Mivel E(X,,) = np és Var(X,,) = np(1—p), ez a Csebisev-egyenlStlenség alapjan
agy is irhato, hogy
np(1 —p)

P(|X,, —np| > ne) < e

Mivel p(1 — p) < 1/4 barmely p valés szamra, innen
Xn
P ( — - p‘ > €> <

n
ha n — co. Ezt az eredményiinket az alabbi tételben fogalmazhatjuk meg.

—0

4ne?

23.6 Tétel. (Nagy szamok Bernoulli-féle torvénye)

Xn
lim P(‘—p’ <5> =1
n—oo n

birmely € > 0 mellett.

23.7 Példa. Egy kozvéleménykutato cég valasztési elérejelzést készit egy part
szamara. Valasztok megkérdezésével kivannak becslést adni a part szazalékos
tamogatottsigara. Hany valasztot kell megkérdezniiik, hogy a felmérésbdl adodo
arany a valodi ardnytol 90% valoszintséggel legfeljebb 1%-kal térjen el?

Jelolje 0 < p < 1 az ismeretlen valodi aranyt (a part valosagos tamogatottsa-
ga), erre kivanunk becslést kapni. Tegytik fel, hogy a minta (egyel6re ismeretlen)
nagysaga n és jelentse ezek koziil X,, az adott part tdmogatoinak szamat.

Vildgos, hogy kisérletiink egy Bernoulli-kisérlet, ezért X,, binomidlis elosz-
lasu, igy E(X,,) = np és Var(X,,) = np(1 — p). Tehat a nagy szamok torvénye

szerint
1

4n - 104

A felmérésbdl adodé X, /n ardnyra ezért a feltételiink miatt

"—p‘go.m) >1-—
n

p(X

1

1~
4n - 104

=0.90

teljesiil, azaz n = 25000.
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Tehat a cégnek a kivant pontossag eléréséhez ekkora mintat kell valasztania a
felméréshez. Természetesen a gyakorlatban bonyolultabb statisztikai médszerek
alkalmazasaval ennél kisebb minta is elegendd lehet. Ugyanakkor nehéz garan-
talni, hogy a megkérdezett valasztok halmaza homogén és reprezentativ legyen,
abban az értelemben, hogy a mintabél adédé arany tiikrozze a teljes vélasztoi
aranyt.

A 23.6 Tétel (amelyet a nagy szamok gyenge torvényének is neveznek) fel-
tételei mellett az alabbi erésebb allitas is igazolhato.

23.8 Tétel. A 23.6 Tétel feltételei mellett

P(lian:p)zl

n—o00 N

Szemléletesen megfogalmazva a 23.6 Tétel azt allitja, hogy a relativ gyako-
risdg nagyon valdszinien egyre kozelebb lesz a p valoszintiséghez. Azt azonban
nem zarja ki, hogy barmilyen nagy n index folétt is lehetnek nagyobb kilen-
gések, csak annyit mond, hogy ezek valdszintisége kicsi. A 23.8 Tétel viszont
azt mondja, hogy az ilyen kilengések valoszintsége nulla. (A bizonyitas Ljapu-
novtol, illetve altalanosabb formaban Kolmogorovtél szarmazik a mult szédzad
harmincas éveibdl.)

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-2 IV /3 szakaszanak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a IV /3 szakasz 396, 397, 398, 402, 403, 404, 408 és 409
feladatai.

3. Tankonyv-2 5.1, 5.2 és 5.3 szakaszai.



24. fejezet

A statisztika nevezetes
eloszlasai

24.1. Kétdimenzioés normalis eloszlas

24.1 Definicié. Legyen r olyan adott valos szam, amelyre |r| < 1. Ha az X
és Y valtozok egyiittes strtségfiiggvénye

1 _ 22 —2ray+y?
h N ) 24.1

akkor azt mondjuk, hogy X és Y normaélis egyiittes eloszlast r paraméterrel.

24.2 Tétel. Ha X ésY egyiittes striségfigguénye a (24.1) alatti figgvény,
akkor X ésY peremeloszldsai eqyardnt standard normdlis eloszldsok.

Bizonyitas. Mivel a stirtségfiiggvény a két valtozoéban szimmetrikus, ezért
elég az allitast az X valtozo peremstriségfiiggvényére igazolni.

Ha f jelenti az X stirtiségfiiggvényét, akkor

0o 1 oo 22 2ray iy
x) = WMz, y)dy = ——= e 20- (g
f(z) /_Oo(y)y 27Tﬁiﬂ/_oo y

Teljes négyzetté alakitassal az integral mogotti exponencialis fiiggvény ugy ir-
hato, hogy
o —2rzy4+y?  2® (y—rx)?
21 —12) 2 2(1—r2)°

157
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Ha az integralbol kiemeljiik az y-tol nem fiiggd részt, akkor azt kapjuk, hogy

_ (y—rz)?

2(1—r2) dy

1 k2 [
5@ = = [ e

Vezessiik be ebben az improprius integralban a

Yy—rx

Vv1—r2

t:

helyettesitést, akkor az adodik, hogy

1 v o0
f(x):727r 1_T26_72/ e_tz/z-\/l—Tth

A /1 — r2? kifejezéssel egyszertisitve lathatjuk, hogy az utolsé integral éppen a
Gauss-integral, amelynek értéke /2w, tehat

T)= e 2 —oo<r<oo
(@) Ver
ami éppen a standard normalis strtségfiiggvény. g

24.2. Korrelalatlan normalis eloszlasok

24.3 Definicié. Az X ésY valoszintiségi valtozokat korreldlatlannak nevezzik,
ha Corr(X,Y) = 0.

Amint lattuk, a fiiggetlen véltozok korrelalatlanok, de példan lattuk, hogy
ennek az allitasnak a megforditasa dltalaban nem érvényes. Normalis eloszlast
valtozok esetében azonban a két fogalom ekvivalens.

Tekintsiik ebben a szakaszban tjra a

1 _ 2?2 —2ray+y?
hz,y) = ——F=—=e 0=

21v1 —r2

kétdimenzios normalis strtségfiiggvényt, és hatarozzuk meg az X és Y valtozok
Corr(X,Y) korrelacios egyiitthatojat. Az eléz6 szakaszban lattuk, hogy X és
Y peremeloszlasai standard normélis eloszlasok, ezért

EX)=EY)=0 é DX)=DY)=1
A szorzat varhato értékét az

> 1 % a?arayty?
E(XY)= zyh(z,y)dedy = ——— zye 2= dxd
( )/_Ooy(y) y%m/_wy y
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integral szolgaltatja. Ezt az integralt kétvaltozos helyettesitéssel lehet kiszamol-
ni, ez az eljaras azonban tulmegy a tankdnyviink keretein. A részletes szamitést
megtalaljuk a Tankonyv-2 198-ik oldalan. Eszerint F(XY') = r, és innen azon-
nal kovetkezik, hogy

Corr(X,Y)=r.

Mivel r = 0 esetén a h egyiittes strtségfiiggvény lathatdéan két standard nor-
maélis strtiségfiiggvény szorzatara bomlik, azaz X és Y fiiggetlenek, megfogal-
mazhatjuk a kdvetkezs allitast.

24.4 Tétel. Ha az X ésY wvdltozdk egyiittes eloszldsdt a (24.1) alatti egyiittes
striségfiigguény szolgdltatja, igy X és'Y akkor és csak akkor figgetlenek, ha
korreldlatlanok.

24.3. Normalisbé6l szarmaztatott eloszlasok

24.5 Példa. Allitsuk el a standard normalis eloszlasi Z valtoz6 négyzetének
eloszlasat. Jeldlje H, illetve h a Z? eloszlas, illetve stirtségfiiggvényét.

Ekkor tetszéleges x > 0 mellett
H(z)=P(Z* <z)=P(|Z| < vVz) = P(-Vx < Z < V2) =2®(Vx) - 1

tovabba H(xz) = 0, ha = < 0. Innen derivalassal adédik, hogy

1 1 ®
= 72\/5290(\/@ = —QWx*%eff ha z >0,

h(zx)
és h(xz) =0, ha = < 0. Ennek az eloszlasnak a varhato értékére és szorasara
E(Z*) =1, Var(Z*) =2

adodik.

24.6 Példa. Legyenek most Z; és Zs fiiggetlen, standard normélis eloszlasa
valoszintiségi valtozok, és tekintsiik a

X =28+ 23
Osszeget. Jelentse h a Z?2 és Z2 valtozok siirtiségfiiggvényét, tovabba k a x? stiri-

ségfiiggvényét. Ekkor az el6z6 példa alapjan a konvolicids integral a kovetkezs
alakot olti:
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Az integrandus akkor és csak akkor nem nulla, ha s > 0 és x — s > 0, azaz ha
0 < s < z. Tehat a konvolucids integrél agy irhato, hogy

k(z) 1 /x -3 —5( )—% -4 1 —%/x( 2)—%(1
x) = — sT2e72(x—s) 2e s=—c¢ sr— s s
271— 0 271— 0
Ez utébbi integrél elég komplikalt, kiszamitasa az ugynevezett Euler-féle béta-
fiiggvényhez vezet (lasd a Tankonyv-2 247-ik oldalat), és az értéke 7. Ennek
alapjan
1
k(z) ==e”
() = 3¢

és k(x) = 0, ha = < 0, ami éppen az 1/2-paraméterii exponencialis eloszlas.
Ezért

[N}

ha >0

E(x*) =2, é Var(x*)=4

adodik a varhato értékre és a varianciara.

24.4. A y’-eloszlas, a t-eloszlas és az F-eloszlas

24.7 Definici6é. Tekintsiik a 71, ... Z, fiiggetlen, standard normélis eloszlasa
valészintiségi valtozokat. Ekkor a

Xo=Zi+...+ 2}
valtozot n-szabadsdgfoki x2-eloszldsinak nevezziik.
Ennek a valtozénak a varhato értéke és varianciaja
E(x2)=n ¢é Var(x%)=2n

az el6z6 szakasz példaja alapjan.

24.8 Definicié.  Tekintsiik a 7;,... 7, és Z fiiggetlen, standard normélis
eloszlasu valdszintségi valtozokat. Ekkor a

Zn
V234 ...+ 722

valoszintiségi valtozot n-szabadsdgfoki t-eloszldsnak nevezziik.

t, =

Ennek az eloszlasnak n = 1 esetén nem létezik varhatd értéke, mig n > 2
mellett F(t,) = 0. Az is megmutathato, hogy n < 3 esetén a variancia nem

létezik, tovabba
n

Var(t,) = —
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ha n > 3.

24.9 Definicié. Legyenek most Xq,...,X,, és Y1,...,Y,, fiiggetlen, standard
normalis eloszlast valészintiségi valtozok. Ekkor az

1 m 2

F m Zk:l Xk
m,n = "1 D) b)
n 2k=1 Vi

valtozot (m,n)-szabadsdgfoki F-eloszldsnak nevezziik.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-2 VI/5 és VI/6 szakaszainak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a VI/6 szakasz feladatai. Egész féléves ismétlés és az
internetes oldalon kijeldlt minta vizsgafeladatok gyakorlasa.

3. Tank6nyv-2 6.15, 9.5, 9.6 és 9.7 szakaszai.
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I11. rész

Harmadik félév: Linearis
algebra
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25. fejezet

Vektorterek és alterek

25.1. Az R" vektortér

Legyen n adott természetes szam. Az R™ halmazt az Gsszes valos szam n-esek
halmazaként értelmezziik, azaz:

R"=<x= 1x1,...,xn €ER

E halmaz elemeit vektoroknak, a komponenseit koordinataknak nevezziik. A
szokasos koordindtakra gondolva ez a halmaz n = 2 esetén a sikot, n = 3 esetén
a haromdimenziés teret adja.

A tovabbiakban a vektorokat altalaban kis latin betiikkel, a valos szamokat,
vagy mas néven skalarokat, kis gérog betiikkel jeloljiik.

Az R™ vektoral kozott az alabbi midveleteket értelmezzik:

Vektorok Gsszege

x Y1 1+ Y1
T = ésy = esetén x +y = e R"

Vektor szorzasa skalarral

I axy
a€Résx= : esetén ax = : e R"

Tn axy,

165
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Ezekkel a mitiveletekkel ellatva az R™ halmazt vektortérnek nevezziik.

25.1 Definicié. Legyenek aq,...,a; vektorok a vektortérben, és oy, ..., ax
tetszbleges valos szamok (skalarok). Az

a1a1 + ...+ arag

vektort az ay, ..., ar vektorok egy linedris kombindcidjinak nevezziik.

25.2 Példa. Legyenek példaul

2 3
a; = | —1 ésar=1| 0 tovabba a; = 3 és ag = —2
3 4
akkor
0
a1a1 + ot = -3
1

25.2. Alterek

25.3 Definicié. Az R" vektortér egy M részhalmazat altérnek nevezziik, ha
e barmely =,y € M esetén z +y € M, és

e barmely z € M és a € R esetén ax € M.

A definiciébol vilagos, hogy egy altér a 0 vektort mindig tartalmazza. A
legsziikebb altér az egyelemi {0} altér, a legbGvebb az egész vektorter.

25.4 Tétel. Ha M altér, akkor birmely a1, ...,ar € M vektorok és bdarmely
aig,...,ar € R skaldrok esetén

aral + ... +toagap € M

Koénnyen lathato, hogy példaul az R? vektortérben az origon dtmend egye-
nesek illetve sikok egyarant alterek.

25.5 Példa. Tekintstik az R™ vektortér kovetkezs részhalmazét:
T
M=_z= : ER" 21 +29=0
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Mutassuk meg, hogy M altér.

Valéban, ha z,y € M, akkor x1 + 292 = 0 és y; +y» = 0, ezért az x + y
vektor els6 két koordinatajara is (1 + y1) + (v2 + y2) = 0. Ez azt jelenti, hogy
r+ye M.

Teljesen hasonléan, ha x € M és o € R, akkor az x1 + x2 = 0 egyenl&ségbdl
adodik, hogy a(xy + x2) = 0, tehat ax € M.

Konnyen elképzelhets, hogy n = 3 estén a fenti M altér egy olyan, az alap-

sikra meréleges sik, amely tartalmazza a harmadik tengelyt, és az alapsikot a
—45°-0s egyenesben metszi. KESZITSUNK ABRAT!

értékének barmilyen nullatol kiillonb6dz6 szamot irtunk volna els, akkor az M
nem lett volna altér. Ekkor az 0sszeadas és a skalarral valo szorzas is kivezetett
volna az M halmazbol.

25.6 Tétel. Alterek metszete is altér.

Bizonyitas. Elég az allitast két altérre igazolni, a bizonyitas tetszéleges
szamu altérre hasonléan megy.

Legyenek L és M alterek. Ha x,y € LN M, akkor x +y € Lésxz+y € M,
mert mindketten alterek. Tehat o +y € LN M.

Teljesen hasonléan, ha x € LN M és o € R, akkor ax € L és ax € M, mert
mindketten alterek. Ezért ax € LN M. (]

25.3. Generalt altér

A 25.6 Tétel alapjan beszélhetiink adott vektorokat tartalmazé legsziikebb alt-
érrél. Ezt fogalmazza meg a kovetkezd definicio.

25.7 Definicié. Az aq,...,ax vektorokat tartalmazo legsziikebb alteret, jelo-
lésben:
lin{ay,...,ar}

ezen vektorokat tartalmazé Gsszes altér metszeteként értelmezziik, és az adott
vektorok altal generdlt altérnek nevezziik.

Mivel egy altér a vektorainak Osszes lineédris kombinéci6it tartalmazza, és
ezek mar onmagukban is alteret alkotnak, megfogalmazhatjuk az alabbi tételt.

25.8 Tétel. Azay,...,a; vektorok dltal generdlt altér ezen vektorok dsszes
a1a1 + ...+ arag

linedris kombindcidinak halmaza, ahol o, ..., o, € R.
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25.9 Példa. Példaul, ha az R? vektortérben tekintjiik az

1 0
a; = 0 és a9 = 1
0 0
vektorokat, akkor
Ty
lin{a,a} =< o= | 22 | ER¥:23=0
T3

azaz mindazon vektorok halmaza, amelyek harmadik koordinataja nulla. Gon-
doljuk meg, hogy ez a halmaz val6ban altér!

25.4. Linearis fliggetlenség

25.10 Definicié. Az R" vektortér ay, ..., ar vektorait linedrisan figgetlennek
nevezziik, ha valamely aq, ..., a; skalarokra
a1+ ... +tagar =0=>a;=...=q;=0.

Ellenkezs esetben a vektorokat linedrisan dsszefiiggdknek nevezzik.

A linearis fliggetlenség az algebra egyik legfontosabb alapfogalma, azt fogal-
mazza meg, hogy a vektorok egy linearis kombinacidja CSAK tugy lehet 0, ha
minden egyiitthaté 0.

FIGYELEM! A definici6 nem azt mondja, hogy ha minden egyiitthat6 0,
akkor a linearis kombinacio is 0, ez ugyanis nyilvanvald! Az implikécio6 forditott
iranyu!

Fiiggetlen vektorok koziil egyik sem fejezhets ki a tobbi lineédris kombinéci-
0jaként. Ezt fogalmazza meg a kovetkezd tételiink.

25.11 Tétel. Az ay,...,a; vektorok akkor és csak akkor linedrisan dsszefig-
g0k, ha valamelyik kifejezhetd a tobbi linedris kombindcidjaként.

Bizonyitas. Ha valamelyik vektor, példaul a; kifejezheté a tobbi vektor
linearis kombinéciéjaként, akkor

a; = agao + ...+ arag .
Ezt atrendezve azt kapjuk, hogy

—a1 + asas + ... +agap =0.
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Ez azt jelenti, hogy a linearis kombinacié tgy nulla, hogy az els6 egyiitthato
nem nulla. Tehat a vektorok nem fiiggetlenek.

Forditva, tegyiik fel, hogy a vektorok osszefiiggék. Ekkor van olyan linearis
kombinéaci6, amelyre
arja; + ...+ agar =0,

de nem minden egyiitthaté nulla, példaul éppen «; # 0. Akkor

azaz ay kifejezhets a tobbi vektor linearis kombinaciéjaként. [J

25.12 Példa. Tekintsiik a kovetkezs vektorokat az R3 térben

2 3 1
ay = -1 ag = 0 az = —2
3 4 2

és dontsiik el, hogy linearisan fliggetlenek-e.

Egyszert szamolassal lathatjuk, hogy as = 2a; — aq, ezért a fenti vektorok
Osszefiiggok.

Az alabbi egyszeri allitasok konnyen ellendrizhetSk a definicié alapjan.

25.13 Tétel. Tekintsik az ay,...,ax vektorokat az R™ vektortérben.

e Ha a vektorok linedrisan figgetlenek, akkor barmely részhalmazuk is az.
e Ha a vektorok kézdtt szerepel a 0, akkor linedrisan dsszefiiggdk.
e Ha a vektorok kézdtt szerepel két azonos, akkor linedrisan dsszefiiggdk.

e Ha a vektorok dsszefiiggdk, akkor barmilyen vektorral bévitve is dsszefiig-
gok.

Bizonyitas. Csak dtmutatot adunk a bizonyitas elvégzéséhez, a részletek
kidolgozésa hézi feladat.

e Tekintsiik a részhalmaz egy linearis kombinaciojat, és szerepeltessiik a
hidnyz6 vektorokat nulla egyiitthatoval.

vektor az 1, az Osszes tobbi vektor nulla egyiitthatoval szerepel.
e Tekintsiik a vektorok egy olyan linearis kombinéci6jat, amelyben a két

azonos vektor +1 illetve —1 egyiitthatoval, az Gsszes tobbi vektor nulla
egyiitthatoval szerepelnek.
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e Tekintsiik a vektorok egy olyan linearis kombinaci6jat, amely nulla, de
nem minden egyiitthaté nulla, és szerepeltessiik a kibgvitett vektorokat
nulla egytitthatoval.

25.14 Példa. Tegyiik fel, hogy az a, b és ¢ vektorok lineérisan fiiggetlenek.
Vajon igaz-e, hogy az a + b, b+ ¢, ¢ + a vektorok is linearisan fliggetlenek?

Irjuk fel az adott vektorok egy lineéaris kombinacidjat, amelyrdl tegyiik fel,
hogy nulla:
ar(a+b)+asb+c)+as(c+a)=0.

Rendezve az egyenl&séget

(a1 +agz)a+ (a1 + a2)b+ (as + az)c=0
A fliggetlenség miatt innen az addédik, hogy

art+az3=0 ag+ay=0 as+a3=0

Ennek egyetlen megoldasa a3 = as = a3 = 0, azaz aza+b, b+césc+a
vektorok is linearisan fliggetlenek.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-1 II/1 és I1/3 szakaszok kidolgozott példainak fel-
dolgozéasa.

2. Hazi feladatok: a II/1 szakasz 1.1.3, 1.1.4, 1.2.2, 1.2.3, tovabba a II/3
szakasz 3.1.3, 3.1.4, 3.2.3, 3.2.4, 3.3.2 és 3.3.4 feladatai. feladatai.

3. Tankdnyv-1 12.1, 12.2, 12.3, és 12.4 szakaszai.



26. fejezet

Linearis fuggetlenség és bazis

26.1. Generatorrendszer

26.1 Definicié. Az R™ vektortérben az a4, ..., ar vektorrendszert gemerdtor-
rendszernek nevezziik, ha

lin{ay,...,ar} =R",

azaz a tér minden vektora elGall az adott vektorok linearis kombinaciojaként.

26.2 Példa. Tekintsiik a kovetkez6 vektorokat az R® térben

1 0 3
ay = as = 1 as = -2
0 0 0

és dontsiik el, hogy generatorrendszert alkotnak-e.

Konnyd meggondolni, hogy nem alkotnak generatorrendszert, hiszen egyet-
len olyan vektort sem tudunk kifejezni, amelyiknek a harmadik koordinataja
nem nulla. Ezek a vektorok nem is fiiggetlenek, hiszen as = 3a; — 2as.

Ugyanakkor a kdvetkezs vektorrendszer

1 0 0
€1 = 0 €y = 1 €3 = 0
0 0 1

generatorrendszert alkot, hiszen barmely x vektor elallithaté az alabbi médon:
T =xi1e1 + x2e2 + T3€3,

171



172 26. FEJEZET. LINEARIS FUGGETLENSEG ES BAZIS

ahol x1,x9,x3 az x vektor koordinatai. Egyszerten ellenérizhets, hogy ezek a
vektorok egyébként linearisan fiiggetlenek is.

Teljesen hasonléan értelmezhetjiik az R™ valamely M alterének generator-
rendszerét is.

26.3 Definicié. Azt mondjuk, hogy az ay, ..., ar vektorok az M altér generé-
torrendszerét alkotjék (vagy az M alteret generéljak), ha az M barmely vektora
elgallithato az aq, ..., ar vektorok linearis kombinaci6jaként.

26.2. Bazis

26.4 Definicio. Az R" vektortérben az a1, ..., a;, vektorrendszert bdzisnak
nevezziik, ha

e linearisan fiiggetlen rendszer, és

e generatorrendszer.

Analog modon értelmezziik valamely altér bazisat is.

26.5 Példa. Ahogy az el6z6 példankban lattuk, az R? vektortérben az

1 0 0
€1 = 0 €y = 1 €3 = 0
0 0 1

vektorrendszer bazis, hiszen egyszerre linearisan fiiggetlen és generatorrendszer.
Teljesen hasonléan lathato, hogy az

1 0 0
ai=1| 1 a= | 1 az=1| 0
1 1 1

vektorrendszert ugyancsak bazist alkot. (Ellendrizziik!) Ugyanakkor a

2 0
a; = 0 a9 = -1
0 0

vektorrendszer nem béazis, hiszen nem alkot generatorrendszert (bar linearisan
fiiggetlen).

A definici6ja alapjan ellendrizhetjiik a bazis kovetkezs tulajdonsigait.
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e FEgy bazis maximélis elemszamu linearisan fiiggetlen rendszer.
e Egy bazis minimalis elemszamu generatorrendszer.

e Egy vektortérben minden bézis azonos elemszami. (FIGYELEM: NEM
NYILVANVALOQ!)

e Egy vektortérben barmely vektor egyértelmiien irhaté fel a bazisvektorok

linearis kombinaciéjaként.

26.6 Definicio. Az R™ vektortérben az alabbi vektorrendszert standard
bdazisnak nevezzik:

1 0 0
1 0

e = . €y = . en —
0 0 1

ezekre a vektorokra a tovabbiakban mindig az ey jelolést hasznaljuk (k =
1,...,n).

Ellendrizziik, hogy ezek a vektorok valoban béazist alkotnak! Bizonyos ér-
telemben a vektortérben ez a "legegyszeriibb" bézis, hiszen barmely x vektor
esetében

r=x11+...+xTn€p .

ahol z1,...,x, az x vektor koordinatait jelolik.

26.3. Dimenzi6
A bazis tulajdonsigai alapjan bevezethetjiik az alabbi definiciot.

26.7 Definicio. Egy vektortér vagy altér dimenzidjan a benne taldlhato
maximalis linedrisan fiiggetlen rendszer (azaz bazis) elemszamat értjiik.

26.8 Példa. A 26.6 Példa értelmében barmely n természetes szamra

dimR" =n
hiszen az ey, ..., e, fiiggetlen rendszer maximalis, azaz tovabb nem bd&vithets.
26.9 Példa. Tekintsiik most az
2 1 5
a; = 2 a9 = -1 asz = 3

-3 1 -5
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vektorok altal generalt M alteret, és hatarozzuk meg a dimenziojat!

Konnyen ellendrizhetd, hogy a1 és as linearisan fiiggetlenek, de a1, as, ag mar
nem, hiszen
2@1 +as =as.

Ezért a generalt altér dimenzidjara az adodik, hogy
dim M = dimlin{a;, az,a3} = 2.

Az el6z6 megallapitasunk szerint persze az is igaz, hogy dimlin{a;,as} = 2.

26.10 Definicié. Valamely aq,...,a; vektorok altal generélt altér dimenzidjat
a vektorrendszer rangjdnak is nevezziik, jel6lésben:

rank{ai,...,ar} = dimlin{ay,...,ar}.

26.4. Elemi bazistranszformacio

Ebben a szakaszban egy nagyon egyszeri és széleskortien hasznalhaté eljarést
mutatunk be, amellyel gyorsan ellendrizhetd, hogy egy adott vektorrendszer
linearisan fiiggetlen-e.

Tekintstink az R™ vektortérben egy a vektort, amely a standard béazissal az
a=aoie1+...+ape, (26.1)

alakban irhato fel. Tekintsiink egy méasik b vektort is, amelynek elGallitasa

b=pie1+...+ Bpe, ahol [ #£0. (26.2)
KERDES: Milyen linearis kombinéciéval adhat6 meg az a vektor, ha a standard
bazis helyett a b,eo,...,e, bazist tekintjiik, azaz az e; vektort a b vektorra
cseréljiik?

MEGJEGYZES: Konnyen lathato, hogy a 1 # 0 feltétel miatt a b, es, . . ., e,
rendszer bazis, hiszen egyrészt n-elemd, mésrészt b fiiggetlen a tobbi vektortol
(hiszen b elsallitasahoz sziikség van az e; vektorra is).

Fejezziik ki az e; vektort a (26.2) egyenlséghbdl:
1 Ba Bn

e1=—b— ——ey— ..

.= —"en
B b fe31

majd helyettesitsiik ezt be e; helyére a (26.1) egyenlGségbe. Rendezés utén azt

kapjuk, hogy

a= %b + (Oéz - 252) e+ ...+ (Oén - 25n> €n - (26.3)
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Ez az eljaras, amelyet elemi bdzistranszformdcionak neveziink, megadja az a
vektor elallitasat az 4j b, eq, ..., e, béazisban.

26.11 Példa. Az elemi béazistranszforméacié hasznalataval vizsgaljuk meg,
hogy az

1 2 3
a = 71 b: 1 CcC = 3
2 -1 —4

vektorok lineédrisan fiiggetlenek-e. Az eljaras a kovetkezd:

(1] 2 3| 2 3|1
-1 1 3|[3] 6| 2

2 -1 —4|-5 -10 0

Ez a szamolas azt mutatja, hogy a vektorok nem linearisan fiiggetlenek,
nevezetesen a c¢ vektor kifejezhets az a és b vektorok segitségével, éspedig ¢ =
—a + 2b. Ekkor az a, b, ¢ vektorrendszer rangja 2, azaz

dimlin{a,b,c} = 2.

26.12 Példa. Tekintsiik az R?* tér kovetkezd vektorait

1 9 1 1
0 1 ) 1
=1 “2=1 9 =1 _3 =1
2 1 8 3

és hatarozzuk meg, hogy az R* vektortérben hiny dimenziés az a;,as,as, as
vektorok altal generalt
M =lin {al, as, as, a4}

altér!

Végezziik el az elemi bazistranszformaciét a megadott vektorokra, akkor azt
kapjuk, hogy

1] 2 -1 1| 2 -1 1| 3 -1
0 1 -2 1([1] 2 1]-2 1
-1 0 -3 1| 2 -4 2/ 0 0
2 -1 8 -3|-5 10 -5 0 0

Innen azt lathatjuk, hogy az a3 és a4 vektorok lineédrisan fiiggnek az a; és as

vektoroktodl, nevezetesen
az = 30,1 - 2(12

illetve
a4 = —ai + as
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Tehat az aq,as,as, ay vektorrendszerben maximalisan két linearisan fiiggetlen
vektor van, ilyen pl. a; és ao. Innen adédik, hogy

dim M = dimlin {a1, as,as,a4} = 2.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemeény-1 I1/3 szakasza kidolgozott példainak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a IT/3 szakasz 3.1.4, 3.1.5, 3.2.4, 3.2.5, 3.3.2, 3.3.5 felada-
tai.

3. Tankdnyv-1 14.1 szakasza.



27. fejezet

Linearis leképezések és
matrixok

27.1. Linearis leképezések

Legyenek n és m természetes szamok, és tekintsiik az R™ és R™ n, illetve m-
dimenziés vektortereket.

27.1 Definicié. Az A : R™ — R™ leképezést linedris leképezésnek nevezziik,
ha

e A(zx+vy) =Ax+ Ay
o Alazx) = aAx

barmely z,y € R™ vektorok és o € R skalar esetén.

Ha n = m, azaz a leképezés a vektorteret onmagaba képezi, akkor linedris
transzformdciorél beszéliink.

Konnyen ellendrizhetjiik egy linearis leképezés kovetkezd tulajdonségait:

e A(azx + By) = aAzx + fAy barmely z,y vektorokra és «, 8 skalarokra.

e A0 =0, azaz a 0 vektor képe mindig a 0 vektor.

27.2 Példa. Az aldbbiakban megadunk olyan leképezéseket, amelyek az R?
sikot dnmagéba képezik.

1. Legyen A az a leképezés, amely barmely x vektorhoz a A-szorosat rendeli,
azaz Ar = \x.
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2. Legyen A az a leképezés, amely barmely x vektorhoz a vizszintes tengelyre
vonatkozo tiikorképét rendeli.

3. Legyen A az a leképezés, amely barmely vektorhoz az y = x 45°-o0s egye-
nesre vonatkozo vetiiletét rendeli.

4. Legyen A az a leképezés, amely barmely x vektorhoz az origo koriil ¢
szoggel pozitiv irdanyba torténd elforgatottjat rendeli.

Mutassuk meg, hogy a fenti példak mindegyikében A az R? sik egy linearis

stink a4brakat!

27.2. Leképezések matrixa

Az alabbiakban azt vizsgaljuk meg, hogy ha egy linearis leképezés esetén is-
merjiik a bazisvektorok képeit, akkor méar tetszéleges vektor képét els tudjuk
allitani.

Legyen ugyanis A : R™ — R™ linearis leképezés, tovabba legyen eq, ..., e,
a standard bazis az R™ vektortérben. Ha most z € R™ egy tetsz6leges vektor,
akkor x felirhaté a standard béazis linearis kombinaciojaként:

r=x1€1+ ...+ ITpey.

Alkalmazzuk mindkét oldalra az A leképezést, akkor a linearitas tulajdonsagét
felhasznalva
Ax = x1Ae1 + ...+ xpAey,

azaz. Ar megadasidhoz csak az Aeq, ..., Ae, vektorokra van sziikség.

Tegyiik fel ezért, hogy fi,..., fmn a standard bazis az R™ vektortérben, és
irjuk fel az Aey,..., Ae, vektorokat a béazis linedris kombinécioiként ebben a
térben:

Aey = anfitanfot+...+amifm
Aey = aipfi+afot ...+ am2fm
Ae, = alnfl + a2nf2 + ...+ amn.fm

Ezekben az egyenlGségekben 4116 egyiitthatokat egy tablazatba gytjtve az alabbi
m X n-es mdtrizhoz jutunk, amelyet az A leképezés mdtrizdnak neveziink.

a1 a2 ... Qin
a21 as2 e a2n

m1 Am2 ... Qmn
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amelynek m sora és n oszlopa van. A matrix j-ik oszlopa az Ae; elGallitasa az
R™ tér f1,..., f, bazisdban. Ezaltal egy = vektor Ax képét ugy allithatjuk eld,
hogy az A matrixat megszorozzuk az x vektor koordinatéival az alabbi médon:

a1 a2 ... Qin X1 a11T1 + ...+ a1nTp
a1 Q22 ... Q9n T2 211 + ...+ a2pTy

Az = . . . = . (27.1)
Aml Am2 .- Qmn Tn Am1T1 + ... + GmnTn

azaz, az Ax szorzat egy m-koordindtaju R™ térbeli vektor lesz.

Vil4dgos, hogy minden linearis leképezés az adott bazisban métrix-alakban
irhat6 fel. Ugyanakkor forditva, az is vilagos, hogy a (27.1) egyenlGséggel a
vektortéren egy linearis leképezést értelmeziink. Tehét koleséndsen egyértelmi
megfeleltetést talaltunk a lineéris leképezések és a métrixok kozott.

FIGYELEM! A tovabbiakban nem tesziink kiilonbséget a lineéris leképe-
zések és matrixaik kozott.

27.3 Példa. Tekintsiik a 27.2 Példaban értelmezett linearis transzformaciokat,
akkor azok matrixai sorrendben:

a-[38] eaefs 4] e[ 3

A A— { cosyp —sing }
sin ¢ cos

Készitslink abrat, és azon ellendrizziik!

27.3. Matrix rangja és szabadsagfoka

27.4 Definicié. Tekintsiink egy A : R® — R™ linearis leképezést (azaz
m X n-es matrixot). Az A értékészletét

imA={y €R™: van olyan z € R", hogy y = Az}
az A képterének, mig a
kerA:{,{CERnAfL‘:O}

halmazt az A magterének nevezziik. Vilagos, hogy ker A, illetve im A egyarant
alterek az R" illetve R™ vektorterekben.

A definici6 szerint az im A altér nem méas, mint azon vektorok altere, amelyek
kifejezhet6k az A oszlopainak linearis kombinécioiként. Ha tehat aq,...,a,
jelolik az A oszlopvektorait, akkor

imA =lin{ay,...,an}.
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Teljesen hasonloan a ker A altér azon x vektorokbol all, amelyekre
Ar =xz1a1 + ... +xpa, =0,

ahol z1,...,x, az x vektor koordinétait jelentik.

27.5 Példa. Tekintsiik példaul a kdvetkezd A matrixot:
1 3 1

A= -2 1 5

2 2 =2

és oszlopait jeldlje rendre aq, as és as. Elemi bazistranszformécioval lathatjuk,
hogy az oszlopok nem fiiggetlenek, hiszen as = —2a; + as. Ezért A képtere,
azaz az oszlopvektorok altal generalt altér:

im A =lin{a,as}.
Masrészt az el6z6 egyenlGséget rendezve azt kapjuk, hogy
—2a1+as —az=0.

Ez azt mutatja, hogy

-2 -2
ker A = lin 1 =<t 1 |eRP:teRy
-1 -1

azaz mindezen vektorokat A-val szorozva a nulla vektort kapjuk.

27.6 Definicié. Az A m X n-es matrix rangjdin a képtér dimenzidjat értjik:
rank A = dimim A

azaz az A lineéarisan fiiggetlen oszlopainak maximalis szamat. Az A szabadsdg-
foka
deg A = dimker A.

Példaul a 27.5 Példaban vizsgalt A matrix esetében rank A = 2 és deg A = 1.

27.7 Tétel. Barmely A R™-en értelmezett linedris leképezésre rank A +
degA=n

Bizonyitas. Legyenek aq,...,a; a ker A altér, illetve Aby, ..., Ab,, az im A
altér bazisvektorai. Megmutatjuk, hogy az

al,...,ak,bl,...,bm
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vektorok egyiittesen az R™ tér bazisat adjak. Egyrészt linearisan fiiggetlenek,
mert az
aray + ...+ agap + G161+ ...+ Bbm =0

egyenlGséget A-val szorozva a

BLAby + ...+ B Aby = 0

egyenlGséghez jutunk, és innen 81 = ... = (5, = 0 adédik. Ebbdl kovetkezik,
hogy a; = ... =y, = 0.

Masrészt generatorrendszert is alkotnak, ugyanis, ha x € R” tetsz6leges,
akkor Ax € im A, és igy kifejezhets az Aby, ..., Ab,, vektorokkal:

Ax = B1Aby + ...+ B Aby,
Ekkor @ — (B1b1 + ... + Bmbm) € ker A, ezért kifejezhets az aq, . .., ar vektorok
lineéris kombinéciéjaval, azaz
x—(ﬁlbl—i—...—l—ﬁmbm) =oa1 + ...+ arag .-

Kovetkezésképpen k + m = n. O

27.4. Matrixok szorzasa

Tekintsiik az alabbiakban az A : R* — R™ és B : R™ — R linearis leképezé-
seket. Ekkor képezhetjiik a B o A : R® — R* kompozicié leképezést, amelyet
linearis leképezések esetén szorzatként jeloliink:

BA=DBoA.

Konnyti ellenérizni, hogy BA : R® — RF is linearis leképezés, tehat a standard
bézisban a matrixa k x n méretd. Vajon hogyan allithato el ez a métrix?

Valamelyik j indexre tekintsiik az Ae; vektor képét a B leképezésnél, azaz
a B(Ae;j) vektort. Ennek a vektornak az i-ik koordinatéja:

bﬂalj + ...+ bimamj s

ami a BA szorzatmétrix i-ik soraban és j-ik oszlopaban all6 elem lesz. Te-
hat a két matrixot ugy szorozzuk Gssze, hogy B sorait a fenti szabaly szerint
megszorozzuk A oszlopaival.

FIGYELEM! A sorrend fontos, a BA szorzat nem egyezik meg AB-vel,
s6t el6fordulhat, hogy a forditott sorrend nincs is értelmezve!

27.8 Példa. A fenti szabély szerint ellendrizziik a kovetkezs matrixszorzast:

23 10 _}_f_‘ll 1 4 -7
-1 0 21 0 3 o |=|2 5 -1
11 -1 1 1 -1 -1

1 1 0



182 27. FEJEZET. LINEARIS LEKEPEZESEK ES MATRIXOK

azaz a szorzatmatrix 3 x 3 méretd.

Matrixok szorzasat leképezések kompozicidjaként tekintve azonnal adédik a
kovetkezs asszociativitési tulajdonsag:

C(BA) = (CB)A (27.2)

mindazon esetekben, amikor a szorzas elvégezhetd.

27.9 Példa. Tekintsiik az o paraméterrel megadott

1 2 5
A= 2 -1 0
-3 1 «

maétrixot, és hatarozzuk meg a rangjat és szabadsagfokat. Elemi bézistranszfor-

macioval
2 5] 2 5 1
2 -1 0 ~10 2
-3 1 « 7T a+15|a+1

Innen azt a kdvetkeztetést vonhatjuk le, hogy

3 haa#-1

rankA:{ 9 hao— 1

és ennek megfelelGen, a 27.7 Tétel értelmében

[/ 0 haa#-1
degA—{ 1 haa=-1.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-1 1I1/2 és I11/3 szakaszai kidolgozott példainak fel-
dolgozéasa.

2. Hazi feladatok: a II/2 szakasz 2.1.2, 2.1.3, tovabba a I1/3 szakasz 3.4.4,
3.4.6, 3.4.7, 3.4.8, 3.5.2, 3.6.2, 3.7.6, 3.7.7 feladatai.

3. Tankonyv-1 12.6, 12.7, 12.8 és 14.2 szakaszai.



28. fejezet

Linearis egyenletrendszerek

28.1. Homogén linearis egyenletrendszerek

Homogén linearis egyenletrendszeren az alabbi rendszert értjiik:

a11x1 + ...+ a1y, = 0

Am1T1+ ...+ amnty, = 0

ahol az a;; egyiitthatok adott valoés szdmok. Megoldandé az egyenletrendszer
az xi,..., T, ismeretlenekre.

Ha 6sszeallitjuk az egyiitthatok A méatrixat és az ismeretlenek x vektorat a
kovetkezs modon:

a1 . QA1n T
A= . €T =
am1 .-+ OGmn T

akkor a fenti homogén rendszer a kévetkezs egyszert alakban irhato fel:
Az =0 (28.1)

amely megoldasainak halmaza éppen a ker A altér. Az z = 0 vektor mindig
megoldas, ha nem ez az egyetlen, akkor végtelen sok megoldas van.

28.1 Példa. Allitsuk el6 az alabbi homogén linearis egyenletrendszer altalanos
megoldasat (azaz az Osszes megoldast).

(E1+3$2—3£L'3 = 0
2I1 +I2+4CE3 =

Ty + 2w —x3 =

183
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Ekkor az egyenletrendszer egyiitthat6-matrixa

1 3 -3
A=1|2 1 4
1 2 -1

és az egyenletrendszer az Az = 0 alakban irhato fel. Alkalmazzuk az A métrixra
az elemi bazistranszformaciot:

1] 3 -3] 3 -3| 3
2 1 4|[-5] 10|-2

1 2 -1 -1 2 0

Ez azt jelenti, hogy A oszlopai linearisan Gsszefiiggdk, az oszlopokat az aq, as, as
vektorokkal jelolve

az = 3a1 — 2a2, azaz 3a; —2a3 —az=20.

Ezért x1 = 3, xo = —2 és x3 = —1 nyilvanvaléan megoldast szolgaltatnak, az
altaldnos megoldas pedig az

3

zr=t-| —2
-1

, teR

alakban adhaté meg. Vilagos, hogy ebben az esetben
degA=1 és rankA=2.

28.2. Inhomogén linearis egyenletrendszerek

Tekintsiik az A m x n-es matrixot, és legyen b € R™ adott nem nulla vektor.
Ekkor az
Ax =10 (28.2)

rendszert inhomogén linedris egyenletrendszernek nevezziik.

28.2 Allitas. A (28.2) rendszer akkor és csak akkor megoldhaté, ha b € im A,
azaz a b vektor elddllithaté az A oszlopainak linedris kombindcidjaként.

A rendszer megolddsa csak akkor egyértelmi, ha az A oszlopai linedrisan
fiiggetlenek, azaz a szabadsdgfoka nulla.

Bizonyitas. Csak az egyértelmiiséget kell igazolnunk. Indirekt médon, ha
lenne két kiilonb6z6 megoldas, x és y, akkor

Alx—y)=Ax—Ay=b-0=0,
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ekkor azonban A oszlopai linearosan Osszefiiggék. [

Tegyiik fel, hogy ismerjiik az inhomogén rendszer valamely Z partikularis
megoldasat. Ekkor a rendszer barmely megoldasat elGéllithatjuk a homogén
rendszer megoldasainak ismeretében. Ezt fogalmazza meg a kdvetkezd tételiink.

28.3 Tétel. Legyen T az inhomogén rendszer valamely megolddsa. Ekkor az
inhomogén rendszer barmely megolddsa eldallithato az

=2+ xg
alakban, ahol xo a homogén rendszer valamely megolddsa. Forditva, ha zo a

homogén rendszer tetszdleges megolddsa, akkor T + xq kielégiti az inhomogén
rendszert.

Bizonyitas. Valoban, ha z az inhomogén rendszer valamely megoldasa,
akkor tekintsiik az o = x — T vektort. Erre a vektorra

Arg=Alx — ) =Ax— Az =b—-b=0,

azaz x( kielégiti a homogén rendszert, és x = T + xg.

Forditva, ha o a homogén rendszer egy tetszéleges megoldasa, akkor az
T = T + xo vektorra

Ar = AT +29) = AT+ Azg=b0+0=0,

azaz x az inhomogén rendszer megoldéasat adja. [

28.4 Példa. Adjuk meg az aldbbi inhomogén rendszer altalanos megoldasat:

1 — 29+ 3x3+3x4 = 1
T — 20+ T3 — T4 =
20y + a9 —x3+ 5y = 6.

Ekkor a korabbi jeloléseinket hasznalva

1 -1 3 3 1
A=1|1 -2 1 -1 és b= 4
2 1 -1 ) 6

Mivel az A matrixnak 3 sora és 4 oszlopa van, ezért a szabadsagfoka legaldbb
1, azaz a megoldas biztosan nem lesz egyértelmi. Elemi bazistranszforméciéval

1] -1 3 3|1 -1 3 3|1 5 7|-2|2] 3
2

1 -2 1 —1|4|[-1] -2 —4]3 41 -3 2] -1

2 1 -1 5|6 3 =7 —1|4||-13| —-13| 13| 1] -1
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Tehat az A matrix rangja 3, és a szabadsagfoka 1. Ha az A matrix oszlopaira
rendre az aq, as, as, as jelolést hasznéljuk, akkor ez a szamolés azt mutatja (lasd
az utolso két oszlopot), hogy

as = 2a1 + 2a2 + a3  tovdbbad b =3a; —as — as.

Igy megadhatjuk az inhomogén rendszer és a homogén rendszer egy-egy megol-
dasat:

3 2

I I I 2

=1 _ és my= 1

0 -1

Tehat a fenti tételiink értelmében az inhomogén rendszer altalanos megoldésa:
3 2
T=T 4t x0= j +t- f teR.

0 -1

28.5 Példa. Tekintsiikk az a és § valés paraméterekkel megadott Ax = b
inhomogén rendszert, ahol

1 -1 0 1
A= 2 1 3 és b= | 2
-1 1 « B

Vizsgéaljuk meg, hogy a paraméterek milyen értékei mellett oldhaté meg az
egyenletrendszer. Végezziik el az elemi bazistranszforméciot:

1] -1 of1] -1 o 11 1
2 1 3[2|[3] 3 0l 1 0

-1 1 al|p 0 a|f+1l|a|B+1
Ennek alapjan az alabbi kovetkeztetést vonhatjuk le:
e pontosan egy megoldas van, ha « # 0 és 5 tetszGleges
e végtelen sok megoldas van, ha a =0és = —1
e nincs megoldas, ha a =0¢és 5 # —1
Az A matrix rangjara és szabadsagfokara az adodik, hogy

3 haa#0

rankA:{ 9 hamoa=0

illetve
0 haa#0

degA{ 1 haa=0.
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28.3. Inverz matrix

Jelolje F azt az n x n méretd matrixot, amelynek f6diagonalisdban minden elem
1, azon kiviil minden elem 0. Ezt a matrixot n x n-es egységmdtriznak nevezzik.
Vilagos, hogy E mint linearis leképezés, az identikus leképezés, hiszen minden
z vektorra Fx = .

28.6 Definici6é. Tekintsiink egy n x n-es A négyzetes matrixot. Azt mondjuk,
hogy A invertalhat6, ha van olyan n x n-es A~! matrix, amelyre

A-A'=F.

Ezt az A~ matrixot az A inverzének nevezziik.

Kénnyen lathato, hogy A~! az inverz leképezés, azaz AA~'z = x minden
xz € R” esetén. Az is vilagos, hogy ilyenkor A~'A = E is érvényes.

Az inverz létezésének sziikséges és elégséges feltétele, hogy a leképezés kol-
csonosen egyértelmii legyen. Ezen az észrevételen alapul a kovetkezd tétel.

28.7 Tétel. Egy A n X n-es mdtrizra a kévetkezd dllitdsok ekvivalensek:

1. A invertdlhato

az A oszlopai linedrisan fiiggetlenek
ker A = {0}

imA=R"

rank A =n

S S e

degA=0.

A paronkénti ekvivalencidk ellenérzése helyett az ilyen allitasokat a matema-
tikdban agy szoktak bizonyitani, hogy sorrendben igazoljuk a kovetkezs impli-
kaciokat:

1=22=3=4=5=06=1
Gondoljuk végig, hogy ezek az implikaciok valoban konnyen ellenérizhetdk, és
ezekbdl valoban kovetkezik a fenti dllitasok ekvivalenciaja.

Invertalhaté matrixok esetében az inhomogén linearis egyenletrendszerek
megoldasat nagyon egyszertien lehet megadni.

28.8 Tétel. Legyen A n x n-es invertdlhaté mdatriz. Akkor az

Az =D
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inhomogén linedris egyenletrendszer egyértelmien megoldhato, és a megoldds az
xr=A"1b

alakban adhato meg.

Erdemes megjegyezni, hogy ennek ellenére az egyenletrendszer megoldasa az
el6z6 szakaszban tanult elemi bazistranszformacioval altaldban kevesebb szamo-
lassal jar, mint az inverz meghatarozisa. Az inverz kiszamitasa akkor elényds,
ha az inhomogén egyenletrendszert tobbszor, méas és mas b vektorral a rendszer
jobb oldalén kell megoldani.

28.4. Az inverz matrix meghatirozasa

Tekintsiink egy A n X n-es invertalhaté matrixot. Az inverz matrix meghata-
rozasat ugy képzeljiik el, hogy keressiik azt az X n X n-es matrixot, amelyre
AX = E. Ha az ismeretlen X matrix oszlopait rendre z1, ...z, jeloli, akkor
ez az n-szamu

Adfk = €k

(k =1,...,n) inhomogén linearis egyenletrendszer megoldasat jelenti. Ezt az
eljarast az alabbi példan szemléltetjiik (ahol egyszerre oldjuk meg az egyenlet-
rendszereket).

28.9 Példa. Invertalhato-e az alabbi A matrix? Ha igen, allitsuk el6 az
inverzét:

1 11
A=10 11
1 01

Az Ax = ey, Az = es, Ax = e3 egyenletrendszereket egyszerre megoldva:

1] 1 1|1 0 0] 2 1] 10 0] of] 1 -1 0 -1 0
01 1[0 1 offt] 1] o1of 1|0 1o0] 1 0 -1
10 1{00 1|-1o0[-10 1|[1]-1 1 1)-1 1 1
Azt kaptuk, hogy
1 -1 0
At = 1 0 -1 |,
-1 1 1

amirél kozvetlen szorzéassal ellendrizhetjiik, hogy AA™! = E.

28.10 Példa. Legyenek A és B n x n méretd invertalhatéo matrixok. Az A és
B leképezéseket tekintve vilagos, hogy az AB leképezés is invertalhato.



28.4. AZ INVERZ MATRIX MEGHATAROZASA 189

FIGYELEM! Gondoljuk at, hogy ilyenkor az AB kompozicié leképezés is
kolcsonosen egyértelmii!

Vajon hogyan hatarozhaté meg az (AB)~! leképezés matrixa? Megmutat-
juk, hogy
(AB)™' =B7'A!.

Valoban, a jobb oldalon &ll6 méatrix az AB szorzat inverze, hiszen
(ABYB™'A ™' = A(BB YA ' = AEA ' =E

a (27.2) asszociativitési tulajdonsag miatt.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgydjtemeény-1 II/4 és I1/5 szakaszai kidolgozott példainak fel-
dolgozéasa.

2. Hazi feladatok: a I1/4 szakasz 4.1.5, 4.1.6, 4.2.2, 4.2.3, 4.3.4 tovabba a
I1/5 szakasz 5.1.3, 5.2.2, 5.3.6, 5.3.7, 5.4.2 feladatai.

3. Tank6nyv-1 12.1, 13.7 és 14.2 szakaszai.
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29. fejezet

Sajatérték, sajatvektor

29.1. Sajatérték, sajatvektor

29.1 Definicié. Tekintsiik az A : R — R” linearis transzforméaciot, azaz
n X n-es matrixot. Azt mondjuk, hogy a A szam az A sajdtértéke, ha van olyan
v # 0 vektor, amelyre

Av =M.

Tlyenkor a v vektort a A sajatértékhez tartozo sajdtvektornak nevezziik.

29.2 Példa.  Tekintsiik példaul az R? tér alabbi A transzformaciojat és a v
vektort, ahol

2 1 -1 2
A=10 1 1 és v= |1
2 0 =2 1

ekkor konnyen ellenérizhets, hogy
Av =2
azaz A = 2 az A sajatértéke, és v egy hozza tartozd sajatvektor. Az is lathato,

hogy az
1

vektorra

tehat A = 0 is sajatérték, és u egy hozza tartozo sajatvektor. Ellenérizziik, hogy
A = —11is az A sajatértéke, és keressiink hozza tartozo6 sajatvektort is!

191
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FIGYELEM! Valamely A sajatértékhez tartozd sajatvektor soha nem egy-
értelmii. Gondoljuk meg, hogy ha v sajatvektor, akkor annak barmely a # 0
skalarszorosa is az. Valoban,

A(av) = adv = a - dv = Aav) .

29.3 Példa. Vizsgaljuk most meg a 27.2 Példadban ismertetett sikbeli transz-
forméciokat.

1. Ha A az a-szoros nyujtés, akkor a az A egyetlen sajatértéke, és a sik
minden vektora sajatvektor.

2. Ha A a vizszintes tengelyre vonatkozo tiikrozés, akkor \; = 1 sajatérték,
és az e; vektor egy megfelel§ sajatvektor, tovibba Ay = —1 is sajatérték,
és eo egy hozzé tartozé sajatvektor.

3. Ha A a 45°-os szogfelezére torténs merdleges vetités, akkor a sajatértékek
és a megfelel§ sajatvektorok a kovetkezsk:

)\1:1 és ’U1:|:1:| illetve )\2:0 és U2:|:_1:|

4. Ha A az orig6 koriili 0 < ¢ < 27 sz0ggel torténd elforgatas, akkor ¢ = 0
esetén A = 1, mig ¢ = 7 esetén A\ = —1 az egyetlen sajatérték. Mindkét
esetben a sik minden vektora sajatvektor.

Mas ¢ szogekre az A elforgatasnak nincs valds sajatértéke.

29.2. Sajataltér

29.4 Definicié. Tekintsiik az R™ tér valamely A lineéris transzformécidjat,
és tegyiik fel, hogy A az A sajatértéke. Ekkor mindazon v vektorok, amelyekre
Av = )l alteret alkotnak, amelyet az A transzformacié A sajatértékéhez tartozo
sajdtaltérnek neveziink. Jelolésben

Sa(A) ={veR": Av = \v}

29.5 Példa. Vizsgéljuk meg példaul a kdvetkezé matrixot

1 00
A=1[1 2 0
0 0 2
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Egyszerii szamolassal ellenérizhetjiik, hogy A = 2 az A sajatértéke, és az eq, e
vektorok egyarant sajatvektorok, és linearisan fliggetlenek.

Az is vilagos, hogy tovéabbi fiiggetlen sajatvektorokat ehhez a sajatértékhez
nem taldlhatunk, ezért a sajataltérre

dim S4(2) = 2

tovabba ey és es ennek az altérnek a bazisat szolgéltatjik.

29.3. Sajatvektorok meghatarozasa

Tegyiik fel ebben a szakaszban, hogy A olyan n xn-es métrix, amelynek a A szam
sajatértéke. Vajon hogyan hatarozhaté meg az Osszes megfelels sajatvektor?

Jeldlje E az n x n-es egységmatrixot, és tegyiik fel, hogy v valamelyik, a A
sajatértékhez tartozo sajatvektor. Ekkor

Av = v = AEv
illetve az egyenlGséget atrendezve
(A=AE)v=0

tehat a v vektorra egy homogén lineéris egyenletrendszer adédik. Fogalmazzuk
meg tételben ezt az észrevételiinket.

29.6 Tétel. Legyen A egy n X n-es mdtriz, és A\ az A sajdtértéke. Ekkor
Sa(A\) =ker (A — \E)

azaz a sajdtaltér eqy homogén linedris egyenletrendszer dltaldnos megolddsa.

Kiilon érdekes a A = 0 eset. Ha ugyanis ez sajatérték, akkor az Av = 0
homogén linearis egyenletrendszernek van nem nulla megoldasa, azaz A rangja
nem lehet n. Ezt egy kiilon tételben is megfogalmazzuk.

29.7 Tétel. A akkor és csak akkor invertdlhato, ha A = 0 nem sajdtérték.

Altalaban joval nehezebb feladat azonban egy A linearis transzformaci6 sa-
jatértékeinek megtalélasa.
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29.4. Linearisan fiiggetlen sajatvektorok

Tekintsiik az A transzforméciot az R™ téren, és tegyiik fel, hogy a A1,..., Ak
kiilonbo6z6 szamok az A sajatértékei, tovabba vy, ..., v, az azonos indext sajat-
értékekhez tartozd nem nulla sajatvektorok. Megmutatjuk, hogy ezek a vektorok
lineérisan fiiggetlenek.

29.8 Tétel. Kuiilonbozd sajdtértékekhez tartozo nem nulla sajatvektorok lined-
risan figgetlenek.

Bizonyitas. A tételt teljes indukcidval igazoljuk. Az allitas k = 1-re nyil-
vanval6. Tegyiik fel, hogy az allitas k — 1-ig igaz, és indirekt médon tegyiik fel,
hogy v1, ..., v, Osszefliggk. Ezt jelenti, hogy van olyan linearis kombinacidjuk,
amelyre

avr + ...+ agu, =0 (29.1)

de nem minden egyiitthaté nulla, pl. az egyszertiség kedvéért a; # 0. Alkal-
mazzuk mindkét oldalra az A transzformaéciot, akkor

a1Avi + ...+ apAv, = g Av1 + .o apAgv =0

Ha ez utobbi egyenlGséghdl kivonjuk a (29.1) egyenlség Ag-szorosat, akkor utol-
sO tag kiesik, és azt kapjuk, hogy

ar(Ar — Ao+ .o+ a1 (Ak—1 — Ap)ug—1 = 0.

Mivel a sajatértékek mind kiillonbozGek, azért «; # 0 miatt itt a vy egyiitt-
hatoja nem nulla, ami azt jelentené, hogy a wvy,...,v;x—1 vektorok linearisan
Osszefiigglk. Ez azonban ellentmond az indukcios feltevésnek. g

29.9 Példa. Tekintsiik a 29.2 Példdban vizsgalt A matrixot. Egyszeri sza-
moléssal lathatjuk, hogy Ay = 2, Ao = 0 és A3 = —1 egyarant az A sajatértékei,
és hozzajuk tartozo sajatvektorok rendre

2 1 1
vp=|11[, wvg=| —1 és wyg=| —1
1 1 2

Elemi bézistranszformécioval konnyen ellendrizhetjiik, hogy a v1, va, v3 vektorok
valéban linearisan fliggetlenek.

29.5. Transzformacidk diagonalis alakja

Egy matrixot diagonalis alakunak neveziink, ha a f§diagonalisan kiviil csak nul-
la elemei vannak. Az ilyen matrixok kezelése (pl. szorzas, hatvényozés) igen
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egyszerd, ezért hasznosak lehetnek a lineéris algebraban, és az alkalmazéisaiban
is. Erdekes kérdés tehat, hogy egy adott matrixhoz talalhatunk-e olyan bézist,
amelyben az diagonélis alaku lesz. Latni fogjuk, hogy ez éppen a sajatvekto-
rokbol allé bazis (amennyiben ez létezik).

Tegyiik fel, hogy az n x n-es A matrix sajatértékei A1, ..., \, (nem feltétleniil
mind kiilénbo6zéek), és a hozzajuk tartozéd sajatvektorok vy, ..., v,, amelyekrsl
tegyiik fel, hogy linearisan fiiggetlenek. Mivel a szimuk n, ezért ezek a vektorok
ilyenkor az R™ bazisat alkotjak.

Irjuk most fel az A transzforméacié matrixat a sajatvektorok bazisaban. Je-
16lje A a méatrixot az 0j bazisban. Mivel a sajatvektorokra

Avp =X, k=1,...,n

azért A a kovetkezd alakot olti:

At ... O
A = -,
0 ... M\
Vizsgéaljuk meg, hogy milyen Osszefiiggés van az A transzformacié eq,..., e,
bézisban, illetve a vy, ..., v, béazisban felirt matrixai kozott. Jelentse S azt az
n X n méretd matrixot, amelynek oszlopai rendre a vy, ...,v, sajatvektorok,
azaz,
Sek = VL

Vilagos, hogy S invertalhatd, hiszen a feltételiink szerint az oszlopai linearisan
fliggetlenek. Tovabba

Avy, = SAey,
minden k = 1,...,n esetén. Mindkét oldalt az S~' métrixszal szorozva
S~ ASey, = Aey
minden k index mellett, ezért
A=57148

Ezt az eredményiinket a kévetkezd tételben foglaljuk Gssze.

29.10 Tétel.  Tegyiik fel, hogy A olyan n x n-es mdtriz, amelynek sajdtérté-
kei A1, ..., \n €s a hozzd tartozo vy,...,v, sajdtvektorok a tér bdzisdt alkotjdik.
Akkor a sajdtvektorok bdzisiban A olyan A diagondlis alaki mdtriz, amelynek
fddiagondlisiban a sajdtértékek dllnak, tovdabbd

A=8"148

ahol az S mdtriz oszlopai a vy, ...,v, sajdtvektorok.
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29.11 Példa. Tekintsiik Gjra a 29.2 Példaban megadott A transzforméciot.
Ekkor a \; = 2, Ay =0 és \3 = —1 sajatértékekhez tartozo

2 1 1
v = 1 , Uy = -1 és V3 = —1
1 1 2

sajatvektorok linedrisan fliggetlenek, ezért az R3 tér bazisat alkotjak. Tehat a
sajatvektorok altal alkotott bazisban az A transzformécié matrixa diagonalis
alaku lesz. A tételiink szerint az

2 11 R 2 0 0
S=11 -1 1 és A=[10 0 O
1 -1 2 0 0 -1
jelolésekkel )
A=S"1AS

Ellenérizziik ezt az egyenlséget kozvetleniil is, az S~! inverz méatrix meghaté-
rozéaséval, és a kijelolt miiveletek elvégzésével!

29.12 Példa. Figyelem! Nem minden transzformaciénak létezik diagondlis
alakja. Ennek az az oka, hogy a sajatvektorok nem feltétleniil alkotjak a tér
bazisat. Példaul a kétdimenzids esetben az

A=[o 1]

transzformécionak egyetlen sajatértéke van: A = 1, de ehhez csak egyetlen
fiiggetlen sajatvektor tartozik (pl. e;). ELLENORIZZUK!

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemeény-1 I1/6 szakasza kidolgozott példainak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a II/6 szakasz 6.4.1, 6.4.2, 6.4.3, 6.4.4, 6.4.5, 6.4.8, 6.4.9
és 6.4.10 feladatai.

3. Tankonyv-1 14.4 és 14.5 szakaszai.



30. fejezet

Determinans

30.1. Permutacidok

Tekintsiik az els6 n természetes szam H = {1,...,n} halmazat.

30.1 Definicié. Egy p : H — H kolcsontsen egyértelmi leképezést a H

Szemléletesen egy permutéicié a H halmaz elemeinek egy sorrendbe rakasét
jelenti. A H halmaz Gsszes permutacidinak szama n! (n faktorialis).

30.2 Definicié. Tekintsiik a H halmaz valamely p permutaciojat, amelyre
p(1) =41, ... pn)=i,

azaz az {i1,...,i,} sorrendet. Azt mondjuk, hogy az i; és i; elemek inverzidt
alkotnak, ha j < k és i; > i.

30.3 Példa. Példaul n = 5 esetén az
{1,3,2,4,5}

permutacié egyetlen inverziét tartalmaz, mig a
{2,3,1,5,4}

permutacioban hiarom inverzié talalhato.

30.4 Definicié. A H halmaz p permutéciojat pdratlannak nevezziik, ha az
inverziok szdma pératlan, ellenkezs esetben a permutaciot pdrosnak nevezziik.

197
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30.2. A determinans fogalma

Tekintsiik a kovetkezd n x n méretdi A matrixot

a1 ai12 N A1n

a1 asz ... agn
A =

an1  Aap2 ceo Qpp

30.5 Definicié. Az A matrix determindnsdn az alabbi kifejezést értjiik:

detA - Z(_l)Pa1i1a2i2 T a’nin

ahol az Osszegzést az {1,...,n} halmaz Gsszes {i1,...,i,} permuticidjara vé-
gezziik, tehat a szumma n! tagbol all. A (—1) kitevGje aszerint péaros vagy
paratlan, hogy az adott {iy,...,i,} permutaci6 paros vagy paratlan.

Szokésos még az alabbi jelolésmod is:

aiq a12 N A1n

a1 a922 . agn
det A= |A| =

An1 Ap2 ... GQpn

Lathato a definiciobol, hogy a szumma mogotti szorzatokat ugy allitjuk Gssze,
hogy a maétrix minden sordbol és minden oszlopabdl pontosan egy tényezét
tartalmazzanak.

30.6 Példa. Ellendrizziik kozvetleniil a definicié alapjan, hogy az

2 1 -1
A_B _H és B=|0 1 3
1 0 -2

métrixokra det A = 11 és det B = 0.

30.3. A determinans tulajdonsagai

30.7 Allitas. det A = det AT
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Valoban, ha a méatrix oszlopait és sorait felcseréljiik, akkor az inverziok pa-
ritdsa nem valtozik.

30.8 Allitas. Ha egy mdtriz valamely sora csupa nulldbdl dll, akkor a deter-
MINAnsa z€rus.

Valéban, ekkor a szumma mogott mindegyik tagban szerepel zérus tényezs.

30.9 Allitas. Ha eqy mdtriz két sordt felcseréljiik, akkor a determindnsa
eldjelet vdlt.

Valéban, ilyenkor mindegyik tagban az inverzidk szdmanak paritasa megval-
tozik.

30.10 Allitas. Ha egy mdtrizban két sor azonos, akkor a determindnsa zérus.

Valéban, a két azonos sort felcserélve egyrészt a determinans elGjelet valt,
masrészt természetesen nem véltozik, azaz det A = —det A, és igy det A = 0.

30.11 Allitas. Ha egy mdtriz valamely sordt \-val szorozzuk, akkor a deter-
mindnsa is A-val szorzodik.

Valéban, ilyenkor a szumma mogdtt minden tag A-val szorzodik, hiszen min-
den tag minden sorb6l pontosan egy tényezét tartalmaz.

30.12 Allitas. Ha egy mdtrizban valamelyik sor eqy mdsik A-szorosa, akkor a
determindnsa zérus.

Valéban, ha a A\ szorzét az adott sorbol kiemeljiik, akkor olyan matrixhoz
jutunk, amelyben két azonos sor talalhato.

30.13 Allitas. Ha egy mdtrizban egy sor minden eleme Gsszegként dll eld,
példdul

aij:bij—l—cij j=1...,n
akkor a determindnsa azon két determindns 6sszege, amelyeknél az i-ik sor rend-
re a b illetve a c;; elemekbdl dll.

Valoban, a sz7umma mogott minden szorzat pontosan ilyen Gsszegre bomlik.

30.14 Allitas. Ha egy mdtriz valamely sora a tobbi sor linedris kombindcidja,
akkor a determindnsa zérus.
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Valoban, bontsuk fel a determinénst dsszegre a megelezs allitas értelmében.
Ha most a skalar egyiitthatokat mindegyik determinansbol kiemeljiik, olyan de-
terminansokhoz jutunk, amelyekben rendre két sor megegyezik, ezért mindegyik
z€érus.

30.15 Allitas. Ha egy mdtrizban valamely sorhoz hozzdadjuk eqy mdsik sor
A-szorosdt, akkor a determindnsa nem vdltozik.

Valéban, ekkor a determinéns két olyan determinéans Gsszegére bomlik, ahol
a méasodik tag zérus.

30.16 Allitas. Ha A ds B n x n-es mdtrizok, akkor det (AB) = det A - det B.

Ez az allitas az el6z6 allitasaink felhasznélasaval, a matrixszorzas lépésen-
kénti elvégzésével ellendrizhetd.

Végezetiil allitasaink kvetkezményeként az aldbbi fontos tételt fogalmazhat-
juk meg.

30.17 Tétel. Az A négyzetes mdtriz oszlopai akkor é€s csak akkor linedrisan
dsszefliggdk, ha det A = 0.

A sziikségesség a 30.14 Allitas kozvetlen kovetkezmeénye. Az elégségesség
abbol adodik, hogy ha A oszlopai linearisan fliggetlenek, akkor A invertalhato,
és ezért AA~! = E. Tehat

det (AA™Y) =det A-det A~ =det E =1

kovetkezésképpen det A # 0.

30.4. A determinans kiszamitasa

A definici6 alapjan vilagos, hogy egy 2 x 2-es matrix determinénsa
det A = a11a22 — ar2a21
Teljesen hasonléan egy 3 x 3-as matrix determinansa a kovetkezd alakban irhaté

a1 a2
agzyp  as2

a1 Aag3
asz1 ass

a2 A23

det A= ail
az2 ass

— a2

+ a3

Ha ezt az észrevételt induktivan t6bbszor alkalmazzuk, akkor a kévetkezs ered-
ményhez jutunk.

30.18 Tétel. Tekintsik az A n x n-es matrizot, és jelentse Ayj azt az (n—1) X
(n — 1)-es mdtrizot, amelyet az A elsé sordnak és j-ik oszlopinak elhagydsdval
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nyerink. Ekkor
det A = Z(—l)j+1a1jdet Alj
j=1

Ezt az eljardst aldetermindnsokra torténd felbontdasnak nevezzik.

30.19 Példa. Hasznaljuk az aldeterminédnsokra torténd felbontasi eljarast az

— ks O W
N GO —= Oy
O W N O
O O = N

métrixra. Ellenérizziik lépésenként el6szor 3 x 3-as, majd 2 x 2-es aldetermi-
nénsokra valé felbontassal, hogy det A = —6.

30.5. Sajatértékek meghatarozasa

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy A egy n x n-es matrix, amelynek \ sajatértéke,
és v # 0 egy hozza tartozo sajatvektor, azaz Av = \v. Ezt agy is irhatjuk, hogy

Av—X v =(A—-AE)v=0.

Ez az egyenlGség azt jelenti, hogy az A — A\E matrix oszlopai linearisan Gssze-
fliggok, hiszen a homogén linearis egyenletrendszernek létezik nemtrividlis meg-
oldasa. Tehat a 30.17 Tétel értelmében a kovetkezs eredményt fogalmazhatjuk
meg.

30.20 Tétel. A \ szam akkor és csak akkor az A sajdtértéke, ha det (A—AE) =
0.

Ez a sziikséges és elégséges feltétel egy n-edfoku egyenletet ad az A sajatér-
tékeire.

30.21 Példa. Tekintsiik a kdvetkez6 matrixot
0 1 1
A=1]1 0 1
1 10
és keressiik meg a sajatértékeit. Allitsuk el6 az A — \E métrix determinansat:

det (A —AE) = (A +1)*(A—2)
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Ennek a harmadfoku polinomnak a gySkei A\; = —1 (kétszeres gyok), illetve
Ao = 2, amelyek az A sajatértékei. Gyakorlasképpen keressiik meg a megfelelé
sajatvektorokat is. Ekkor az

(A= AE)v =0

homogén linearis egyenletrendszer lineariasan fiiggetlen megoldasaira példaul
A = —1 mellett

-1 -1
v = 1 és Vg = 0
0 1
illetve A = 2 mellett
1
V3 = 1
1

diagonalis alakot Olti.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemeény-1 1I1/2 és I11/6 szakaszai kidolgozott példainak fel-
dolgozéasa.

2. Hazi feladatok: a I1/2 szakasz 2.3.2, 2.3.3 és 2.3.6, tovabba a I1/6 szakasz
6.4.1, 6.4.2, 6.4.3, 6.4.4, 6.4.5, 6.4.8, 6.4.9 és 6.4.10 feladatai.

3. Tankonyv-1 13.1, 13.2, 13.3, 13.4 és 13.5 szakaszai.



31. fejezet

Skalaris szorzat

31.1. Skalaris szorzat

31.1 Definicié. Az x és y R"-beli vektorok skaldris szorzatdn az

(T, y) =191 + ... + Tp¥Yn

kifejezést értjiik, ahol a jobb oldalon a vektorok koordinatai szerepelnek.

Gondoljuk meg, hogy ez az értelmezés n = 2 esetében pontosan megegyezik
a kozépiskolaban tanult fogalommal.

31.2 Definicié. Az x € R"™ vektor normdjin (vagy abszolut értékén) a
kovetkezot értjiik:

1/2
Izl = (2, &) "? = /a3 +... +a2

amelyet a vektor hosszanak is neveziink.

Konnyen lathato, hogy a Pitagorasz-tétel értelmében ez a megfogalmazasunk
Osszhangban van az eddigi geometriai szemléletiinkkel. Az is vilagos, hogy ||z|| =
0 akkor és csak akkor all, ha z = 0.

31.3 Definicié. Az x és y vektorok tdvolsdgdn az ||z — y|| kifejezést értjiik.

31.4 Példa. Példaul az

2 4
r=| =2 | ésy=| =3
1 0

vektorokra (x,y) = 14, tovabba ||z| = 3, illetve ||y|| = 5. A két vektor tavolsa-
géara ||z — y|| = v/6 adodik.

203
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31.2. Vektorok szoge, merdSlegesség

31.5 Tétel. Cauchy-Schwarz-egyenl6tlenség Bdrmely z,y € R™ vekto-
rokra

[z, o) < llzll - Nyl

Bizonyitas. Legyen t tetszdleges valos szam, és tekintsiik az aldbbi mésod-
fokt polinomot:
g(t) = {z+ty,x + ty)
El6szor is a skaléris szorzat értelmezése alapjan
g(t) = llzl|* + 2¢(z, y) + £[|y]|?
mésrészt ez a kifejezés az x + ty vektor normanégyzete, tehat nem negativ, azaz

g(t) > 0 minden ¢ esetén.

Ha egy masodfokt polinom nem negativ, akkor a diszkrimindnsa nem pozitiv,
azaz
4 ((w,9)* < 4ll)® - lly)®
4-gyel egyszertsitve, és mindkét oldalbdl négyzetgyokot vonva éppen azt kapjuk,
hogy
(@, y) < flzll - NIyl

amit igazolnunk kellett. O
31.6 Tétel. (Haromszdg-egyenldtlenség) ||z + y|| < ||z| + ||y]-

Bizonyitas. Valoban, a Cauchy-Schwartz-egyenlGtlenség folytan

lz+yl* = (e+yo+y) =2l +20y) + |yl
<l + 2wl -yl + yll* = (il + llylh)?

ahonnan négyzetgyokvonassal adodik a tétel allitasa. g
31.7 Definicié. Az x és y nem nulla vektorok altal bezéart szogbén azt a
0 < p < 7 szdget értjiik, amelyre
cosp = )
[l - llyll

Azt mondjuk tovabbé, hogy x és y egymasra ortogondlisak (vagy merslegesek),
jelolésben z 1y, ha

<$7 y> =0
hiszen ilyenkor cosp = 0, azaz ¢ = w/2. A 0 vektor minden méas vektorra
merGleges.

FIGYELEM! Gondoljuk meg, hogy a vektorok szogét jol definidltuk, ugyanis
a Cauchy-Schwartz-féle egyenlétlenség értelmében —1 < cosp < 1.
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31.3. Ortogonalis vektorok

31.8 Definici6é. Azt mondjuk, hogy az R™ térben az aq, ..., a vektorok orto-
gondalis rendszert alkotnak, ha egyikiik sem nulla vektor, és a vektorok paronként
merGlegesek, azaz

(ai,aj> =0

barmely ¢ # j indexekre.

31.9 Tétel. Minden ortogondlis rendszer linedrisan fiiggetlen.

Bizonyitas. Tekintsiikk az aq,...,a; ortogondlis rendszert, és tegyiik fel,
hogy
a1+ ... +agar =0.

Szorozzuk meg skaldrisan mindkét oldalt az a; vektorral. Ekkor a paronkénti
ortogonalitas miatt az i-ik tag kivételével mindegyik szorzat nulla, azaz

allag]|* =0

adodik. Mivel a; # 0, innen azt kapjuk, hogy a; = 0. Ezt a gondolatot
mindegyik ¢ = 1,...,k indexre alkalmazhatjuk, ezért oy = ... = ap = 0. Ez
éppen azt jelenti, hogy az aq, ..., ar vektorok linedrisan fiiggetlenek. O

Ez a tételiink azt mutatja, hogy az R™ térben maximum n-elemd ortogonalis

rendszer taldlhaté. Egyuttal egy n-elemi ortogonélis rendszer a tér bazisat
alkotja.

31.10 Definicié. Az R™ tér egy ortogondlis bazisin egy aq, ..., a, ortogonalis
rendszert értiink. Azt mondjuk, hogy ez a bazis ortonormdlt, ha a bazisvektorok
egységnyi normajuak, azaz ||a;|| = 1 minden i = 1,...,n esetén.

Analog modon értelmezziik egy tetszéleges M altér ortonormalt bézisét is.

31.11 Példa. Konnyen ellenérizhets példaul, hogy az

7 % o
a1 = 0|, a= 0 , a3z = -1
_1 V3 0

2 2

vektorok az R3 tér ortonormalt bazisat szolgaltatjak.
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31.4. Gram-Schmidt-féle eljaras

Ortonormalt bazisban felirt vektorokkal nagyon kénnyt szidmolni, ezért termé-
szetes kérdésként meriil fel, hogy vajon minden altérben létezik-e ortonormalt
bézis. Erre ad pozitiv vilaszt a Gram-Schmidt-médszer, amelynek segitségével
elg is tudjuk allitani ezt a bézist.

Tekintsiik az R™ tér egy tetszGleges M alterét, amelynek aq, ..., a; bazisa.
Megmutatjuk, hogy ebbdl kiindulva megszerkeszthetiink egy ortonormalt bazist.

Legyen b; = a;. Ezutan legyen bs = as + ayby, ahol az ismeretlen a;
egyitthatot agy vélasztjuk meg, hogy bo merdleges legyen a by vektorra. Tehat

(b2, b1) = (ag,b1) + ay(b1,b1) =0
Ebbdl az egyenlGségbdl azt kapjuk, hogy

. <b17 (12>
1612

a1 =

ahonnan
_ <b17 a2> |
[brl>

Teljesen hasonlé gondolatmenet alapjan a bs vektort a

bgzag

bs = a3 + B1b1 + Pa2bo

alakban keressiik ugy, hogy bs ortogonélis legyen a by és by vektorok mindegyi-
kére. Ekkor a két feltételbdl az egyiitthatdokat meghatarozva

(b1,a3) (b2, az)
(6117 (62|

b3:a3— blf b2-

adodik. Az eljarast folytatva az M altér egy ortogondlis bazisahoz jutunk. Ezt
az eredményt a kovetkezs tételben fogalmazzuk meg.

31.12 Tétel. (Gram-Schmidt) Az R™ tér barmely alterében van ortonormdlt
bdzis.

Bizonyitas. A fenti eljarasban mindegyik b, bazisvektort osszuk el a ||b;]]
pozitiv szdmmal, akkor egy ortonormélt bazishoz jutunk. O

31.5. Az ortogonalis komplementer
Tekintsilink egy tetszéleges M alteret az R™ vektortérben.

31.13 Definicié. Az M altér 6sszes vektorara merdleges vektorok halmazat,
jelolésben

M+ ={y € R": (y,z) = 0 minden = € M esetén }



31.5. AZ ORTOGONALIS KOMPLEMENTER 207
az. M ortogondlis komplementerének nevezziik.
Kénnyen ellenérizhetd, hogy M~ is altér az R™ térben.

31.14 Példa. A héarom dimenzids térben egy origon dtmend egyenes merdle-
ges kiegészitGje az origobn adtmend, az egyenesre merdleges sik. Forditva, a sik
merdleges kiegészitGje a ra merdGleges egyenes.

Ha példaul az M altér két adott vektor altal generalt altér, példaul

-1 1
M =lin 0f,| 2
1 1

akkor a merdéleges kiegészitGje az alabbi egyetlen vektor altal generalt altér:

1
Mt =1lin -1
1

Ez forditva is igaz, ezt fogalmazza meg a kovetkezs tétel.

31.15 Tétel. Bdrmely M altérre (M+)* = M.
Az allitast kénnyen ellendrizhetjiik kozvetleniil a definicio alapjan.

31.16 Tétel. Legyen a € R™ és M eqy tetszdleges altér. Akkor van pontosan
egy olyan uw € M wvektor, amelyre

a—ue Mt

Bizonyitas. Valasszunk egy by, ...,b; ortonorméalt béazist az M altérben.
Keressiik az u vektort az M altérben az

u=oa1by + ...+ arbs

alakban. Az ismeretlen egyiitthatokat ugy kell megvalasztanunk, hogy a — u
mindegyik bazisvektorra ortogonalis legyen. Ez azt jelenti, hogy

(biya —u) = (bj,a) —a; =0

minden i = 1,..., k indexre, amivel az ismeretlen egyiitthatokat meghatéaroztuk.
O
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Ezt az u vektort az a ortogondlis vetiiletének nevezziik az M altérre.

31.17 Tétel. Legyen M az R"™ eqy tetszdleges altere. Akkor bdrmely a € R™
vektor egyértelmien irhatd fel
a=u-+v

alakban, ahol uw € M ésv € M*.

Bizonyitas. Jelentse u € M az a ortogonalis vetiiletét az M altérre. Ekkor
a v = a — u ortogonalis az M altérre, ezért v € M+,

Az egyértelmiiség abbol kovetkezik, hogy ha
a=1u +v

is ilyen eldéllitas lenne, akkor a két egyenletet kivonva v — v’ = v — v’ ad6dna.
Ez azt jelentené, hogy u—u' € M és u—u' € M~*. Tehat u—u' merdleges lenne
sajat magéara is, azaz

0= (u—u',u—) = Ju—u|?

és ez csak ugy lehetséges, ha u — v’ = 0 és ugyanigy v — v’ = 0. O

31.18 Tétel. Legyen M az R™ tér egy tetszéleges altere. Akkor

dimM +dim M+t =n.

Bizonyitas. Tekintsiik az M valamely uq,...,u; ortonormaélt bazisat, il-
letve az M~ valamely vy, ..., v,, ortonormalt bazisat. Ekkor az eléz6 tételiink
szerint az

Ulye ooy Uk, Vg v sy Um

vektorrendszer a tér minden vektorat elGallitja, tehét generatorrendszer, ezért
k 4+ m > n. Maéasrészt a vektorrendszer elemei paronként ortogonélisak, ezért
linearisan fiiggetlenek, ezért k + m < n. Koévetkezésképpen k + m = n. O

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemeény-1 IT/1 szakasza kidolgozott példainak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a II/1 szakasz 1.3.2, 1.3.4, 1.4.3, 1.4.4, 1.5.3, 1.5.4, 1.6.3,
1.7.3, 1.8.4, 1.9.2, 1.9.8, 1.10.2 és 1.10.3 feladatai.

3. TankOnyv-1 12.4 és 12.5 szakaszai.



32. fejezet

A spektraltétel

32.1. Transzponalt matrix

32.1 Definicio. Az A transzpondltjin azt az AT transzformaciot értjiik,
amelyre
(ATy, ) = (y, Az)

minden z,y € R™ esetén.
Vajon milyen alakt az AT matrix? Irjuk fel a definiciét specidlisan a bazis-

vektorokra, akkor
<AT€Z‘, €j> = <€i7 A@j)

barmely i és j indexekre. Az egyenl@ség jobb oldaldn a;; azaz A i-ik sordnak
j-ik eleme 4ll, a bal oldalon AT j-ik sordnak i-ik eleme. Tehat az AT métrixot
az A sorainak és oszlopainak felcserélésével kapjuk.

Ugy is fogalmazhatjuk, hogy az A” matrix az A elemeinek a fédiagonalisra
tiikrdzésével nyerhetd. Nyilvanvaloan (AT)T = A.

32.2 Tétel. Bdrmely A n x n-es mdtrizra

ker A = (im AT)J_

Bizonyitas. Egyrészt, ha az = vektor ortogonalis az im A7 altérre, akkor
0= (ATy,z) = (y, Az)

minden y vektor esetén. Ez csak ugy lehetséges, ha Ax = 0, azaz x € ker A.

209
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Forditva, a fenti egyenléség miatt ker A minden eleme ortogonélis az im AT
altérre. 0

Ebbdl az észrevételbdl konnyen kovetkezik a métrixok rangtétele.

32.3 Tétel. (Matrixok rangtétele) Bdarmely A n x n-es mdtrizra

rank A = rank AT

Bizonyitas. Valéban, az el6zé tételiink és a 31.18 Tétel szerint
dimker A 4+ dimim AT =n

és innen a 27.7 Tétel alapjan dimim A = dimim A7, ami az 4llitadsunkat igazolja.
O

Ezt a tételiinket tgy is megfogalmazhatjuk, hogy egy négyzetes matrixban
a linearisan fliggetlen oszlopok szdma megegyezik a linearisan fliggetlen sorok
szamaéval.

32.2. Ortogonalis matrixok

32.4 Definicié. Az R” tér egy S transzforméaciojat ortogondlisnak nevezzik,
ha invertalhato, és S~! = ST.

Vajon milyen alakt S matrixa? Az STS = E egyenl6ség azt jelenti, hogy az
S i-ik oszlopdnak 6nmagéval vett skaldris szorzata 1, tovabba ¢ # j esetén az
i-ik és a j-ik oszlopok skalaris szorzata nulla. Teh&t mindegyik oszlop egység-
nyi normaji, és a kiilénb6z6 oszlopok paronként ortogondlisok. Innen ered az
elnevezés is.

32.5 Példa. Jelentse példaul S a sik vektorainak origd koriili elforgatasat
o szoggel pozitiv irdnyba. Amint mar lattuk, ennek a transzformacionak a
matrixa
g [ cos ¢ —sing }
sin cos
amelyrsl konnyen lathato, hogy ortogonélis, hiszen az oszlopok egységnyi nor-
majuak, és a két oszlop skalaris szorzata nulla. Tehat

g1 cosp sin
" | —sing cosy

ami éppen a —y szoggel torténd elforgatas matrixa. Ellendrizziik ezt kozvetleniil
az STS szorzatméatrix kiszamolasaval is.
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32.6 Tétel. Egy ortogondlis transzformdcié megtartja a vektorok hosszit.

Bizonyitas. Valéban, ha S ortogonélis transzformécio, akkor
|Sz|* = (Sz, Sz) = (ST Sz, ) = (z,2) = ||

minden x vektor esetén. O

32.7 Tétel. Egy ortogondlis transzformdcié minden sajdtértéke egységnyi
abszolut értéki.

Bizonyitas. Ha A az S ortogonalis transzformaécio sajatértéke, és v # 0 egy
hozza tartozo sajatvektor, akkor

AP Jlvll? = (A, M) = (Sv, Sv) = (ST Sv,v) = ||v]]?

ahonnan adodik, hogy |A|? = 1. O
32.3. Szimmetrikus matrixok

32.8 Definicié. Az R" tér egy A transzforméaciojat szimmetrikusnak nevez-
ziik, ha A = AT,

Vilagos, hogy az A matrixa ilyenkor szimmetrikus (innen a név) a fédiago-
nalisra, azaz a;; = aj; minden ¢ és j indexre. A 32.2 Tétel specidlis eseteként
adodik az aldbbi allitas.

32.9 Tétel. Ha A szimmetrikus mdatriz, akkor

ker A = (im A)*

Mit mondhatunk egy A n x n-es szimmetrikus transzformacioé sajatértékeirsl
és sajatvektorairél? Jelentse

P()\) =det (A — \E)
az A (n-edfoku) karakterisztikus polinomjat.
32.10 Tétel. A P polinomnak van valds gyéke. Ezért az A szimmetrikus

transzformdcionak létezik valds sajdtértéke, és hozzd tartozé nem nulla sajdt-
vektora.
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A tétel bizonyitasa elég komplikilt szamolést igényel, ezért azt elhagyjuk.
Megjegyezziik, hogy az is igazolhat6, hogy a P polinomnak multiplicitassal sza-
molva pontosan n valés gyoke van.

32.11 Tétel. Ha A szimmetrikus transzformdcid, akkor az R™ térnek létezik
az A sajdtvektoraibol d@llé ortonormdlt bdzisa.

Bizonyitas. A bizonyitast teljes indukcioval végezziik az 1 < k < n érté-
kekre. Az el6z6 tétel alapjan, ha k = 1, akkor az A transzformaciénak van egy
A1 valos sajatértéke, és egy hozza tartozod vy sajatvektor, amelyre |lvi]| = 1.

Tegyiik fel, hogy mar taladltunk vq,...,vr—1 ortonormalt sajatvektort, és
jelolje M az altaluk generalt alteret. Ekkor A az M alteret 6Snmagéaba képezi
(invarians), ha ugyanis * € M~ tetszdleges vektor, akkor

(vs, Ax) = (Av;, ) = (Av;,x) =0

minden i = 1,...,k — 1 esetén, tehat Az € M~+. Ha most az A szimmetrikus
transzformaciot az M+ altérre leszikitve tekintjiik, akkor az el6z6 tételiink sze-
rint itt is van legalabb egy valds Ay sajatértéke, és hozza tartozo vy sajatvektora,
amelyre ||vg|| = 1.

A konstrukcio folytan ez a vy sajatvektor ortogonalis a vq,...,v,_1 sajat-
vektorokra, ezért vy, ..., v, ortonormélt rendszert alkotnak. O

32.4. Szimmetrikus matrixok spektraltétele

Ebben a szakaszban azt mutatjuk meg, hogy hogyan végezhets el egy szimmet-
rikus matrix diagonalis alakra transzformalasa.

Legyen tehat A egy adott n X n-es szimmetrikus matrix. A 32.11 Tétel
értelmében talalhatdé az R™ térnek olyan ortonormaélt béazisa, amely az A sa-
jatvektoraibdl all. Jelentse S azt a matrixot, amelynek oszlopai rendre ezek a
sajatvektorok.

Vilagos, hogy S ekkor ortogonalis matrix, tehat S—' = ST. A 29.10 Tételt
igy specidlisan szimmetrikus méatrixokra a kovetkezé moédon fogalmazhatjuk at.

32.12 Tétel. (Szimmetrikus matrixok spektraltétele) Legyen A n x n-
es szimmetrikus mdtrix, és tekintsik a tér eqy sajdtvektorokbol dllo ortonormdlt
bizisdt. Jelentse S a sajdtvektorokbol alkotott mdtrizot. FEkkor S ortogondlis,
tovdbbd A mdtriza a sajdtvektorok bdzisiban

A=25T4S
alaki, ahol A a kovetkezd alaki diagondlis madtrix:
Ao O
A= .
0 ... A\
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ahol a fédiagondlisban rendre a megfelelé sajatértékek dllnak.

Nézziik meg, hogy egy adott A szimmetrikus métrix esetén hogyan allithato
el6 az S matrix.

Az egyszeri eset az, amikor az A matrixnak n szadmu kiilonboz6 sajatértéke
van. Ilyenkor a megfeleld sajatvektorok automatikusan ortogonalisok egymasra.
Ezért az S matrixot ugy nyerjiikk, hogy az egymés utani oszlopokba irjuk az
egységnyi normaju sajatvektorokat.

32.13 Példa. Tekintsiik a kovetkezs szimmetrikus A maéatrixot

2 0 2
A=10 -2 0
2 0 5

Hatarozzuk meg a sajatértékeket! Az A karakterisztikus polinomja
PA) = (A =TA+6)(-2—))

amelynek gySkei \; = 1, Ao = —2 és A3 = 6. A megfelel§ sajatvektorokat
kiilénb6z6 A sajatértékekre megkapjuk az (A — AE)x = 0 homogén rendszer
megoldasaiként. Ezek pl. rendre

2 0 1
v = 0 Vg = 1 V3 = 0
-1 0 2

Ezek a sajatvektorok egymésra ortogonéalisok, amelyeket normélni kell, igy az
S ortogondlis matrix:

2 1
75 0 v . 1 0 0
S = 0 1 0 é6s A=|0 -2 0
1 2
~ 7 0 0 6

Ekkor R
A=5STAS

amelyet ellendrizziink kozvetleniil a kijelolt szorzasok elvégzésével is.

Kicsit bonyolultabb a helyzet akkor, ha egy sajatértékhez tobb linearisan
fliggetlen sajatérték is tartozik. Ilyenkor sziikség lehet a Gram-Schmidt-féle
eljarasra ahhoz, hogy ezek a sajatvektorok is ortogonalisok legyenek egymasra.

Ezt az esetet mutatjuk be egy példan keresztiil.

32.14 Példa. Modositsuk az el6z6 példat a kdvetkez6 modon:

2 0 2
A=1]10 6 0
2 0 5
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ekkor a karakterisztikus polinom a kdvetkezs alakot Olti
P(A) = (6 -\ (A2 =7\ +6)

amelynek gyokei Ay = 1 és Ay = 6, ez utobbi kétszeres gyok. A \; sajatértékhez
alkalmas sajatvektor az el¢zé példa vy sajatvektora. A Ao = 6 sajatérték ese-
tén az (A — 6E)x = 0 homogén rendszer szabadsagfoka 2, ezért két linearisan
fliggetlen megoldas van, példaul

1 1
vo=| 0 és v3= 1|1
2 2

Ez a két vektor azonban nem ortogonalis, ezért alkalmazzuk a Gram-Schmidt-
féle eljarast. Ekkor v helyett az alabbi ug sajatvektor adodik:

0
o <'U3, 'l)2> o
Uz = U3 — 52 1
fea] .
Tehat ekkor a kovetkezd matrixokhoz jutunk
2 1
7z Y A 1 00
S = 0 01 és A=|0 6 0
1 2
% w0 0 0 6
és ekkor )
A=5TAS

amelyet Gjra ellenérizziink kozvetleniil a kijelolt métrixok Osszeszorzasanak el-
végzésével is.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemeény-1 I1/6 szakasza kidolgozott példainak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a I1/6 szakasz 6.2.4, 6.3.2, 6.3.3, 6.3.4, 6.4.2, 6.4.3, 6.4.6,
6.4.7, és 6.4.10 feladatai.

3. Tankonyv-1 14.5 és 14.6 szakaszok.



33. fejezet

Kvadratikus alakok

33.1. Kvadratikus alakok

Az R™ téren értelemezett tisztan masodfoku fiiggvényt, azaz kvadratikus alakot,
az alabbi moédon értelmezziik.

33.1 Definicié. A @ : R™ — R fiiggvényt kvadratikus alaknak nevezziik, ha
Q(x) = Q(x1,...,2,) = 1123 + a12T129 + A9273 + a137123 + . . . + App2>

alaku, azaz olyan hatvanyfiiggvény, amelyben minden tag tisztan masodfoka.

Egy kvadratikus alakhoz mindig megadhatunk egy A n x n-es méatrixot ugy,

hogy @ a
Q(z) = (z, Az) (33.1)

skalaris szorzat alakjaban irhato fel, amint azt a kovetkezé példa mutatja.
33.2 Példa. Tekintsiik az R3 téren értelmezett
Q(z) = Q(z1,x9,23) = 396% —4x129 + 22123 + x% + 62023 — 5x§

kvadratikus alakot. Az egytitthatokbol allitsuk Ossze az

3 —4 2
A=10 1 6
0 0 -5

matrixot. Ellendrizziik, hogy erre az A matrixra valoban Q(z) = (z, Az). Ez
azonban nem az egyetlen ilyen tulajdonsagi matrix. Ha ugyanis a

3 =2 1
B=| -2 1 3
1 3 =5

215
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matrixot tekintjiik, akkor erre is teljesiil, hogy Q(z) = (z, Bz) minden z € R3
mellett.

Ezen észrevétel alapjan azt mondhatjuk, hogy végtelen sok olyan A matrix
talalhato, amelyre fennall a (33.1) azonossag, de csak egyetlen olyan B maétrix,
amelynek elemei a f6atlora nézve szimmetrikusak. Ezt a szimmetrikus métrixot
barmely Q(z) = (x, Az) kvadratikus alak esetén a

1
B=_(A+A"
(44 aT)
egyenldséggel adhatjuk meg, amelyre teljesiil, hogy
Q(z) = (z, Az) = (z, Bx)

minden x € R" esetén.

33.2. Kvadratikus alak matrixa

Szimmetrikus matrixokra megfogalmazhatjuk az el6z6 szakasz észrevételét kvad-
ratikus alakokra.

33.3 Tétel. Tekintsink eqy Q : R" — R kvadratikus alakot. Akkor taldlhato
pontosan eqy B n X n-es szimmetrikus mdtriz, amelyre

Q(z) = (z, Bx)

minden x € R" esetén. Forditva, barmely B szimmetrikus mdtriz a fenti ska-
larszorzattal egy kvadratikus alakot definidl.

Ez a tételiink azt fogalmazza meg, hogy a kavadratikus alakok és a szimmet-
rikus méatrixok kozott kolesondsen egyértelmid megfeleltetés van.

33.4 Példa. Tekintsiik példaul a
Q(x1, 22, 13) = 227 — 22129 + 42123 — T3 + Sxow3 + 323

kvadratikus alakot, és allitsuk el6 a neki megfelels B szimmetrikus métrixot.

Ekkor az el6z6 szakasz példédjahoz hasonldéan a vegyes szorzatok egyiitthatoéit
megfelezziik, és a kovetkezd szimmetrikus matrixhoz jutunk:

2 -1 2
B=| -1 -1 4
2 4 3

Ellenérizziik, hogy ekkor valéban Q(x) = (z, Bz) minden x € R? esetén.
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33.3. Kvadratikus alakok definitsége

A t6bbvaltozos szélsGérték megkereséséhez sziikségiink lesz arra, hogy kvadrati-
kus alakok milyen elGjeld értékeket vesznek fel. Ehhez vezetjiik be a kdvetkezd
definiciot.

33.5 Definicié. Azt mondjuk, hogy a @ kvadratikus alak

e pozitiv definit, ha @Q(z) > 0 minden = € R", z # 0 esetén,

e pozitiv szemidefinit, ha Q(x) > 0 minden x € R™ esetén, és van olyan
Zo 7é 07 hogy Q(.’Eo) = 0:

e negativ definit, ha @Q(z) < 0 minden z € R", = # 0 esetén,

e negativ szemidefinit, ha Q(z) < 0 minden x € R”™ esetén, és van olyan
Zo 7& 07 hogy Q(.’Iio) = 07

e indefinit, ha a fentiek egyike sem teljesiil.

33.6 Példa. Példaul a haromvaltozos
Q(x1, 0, 13) = 2:5% — 22129 + a:% + Smg

kvadratikus alak pozitiv definit, hiszen a kovetkezGképpen alakithato at teljes
négyzetek Osszegévé:

Q(z1, 2, 73) = 23 + (z1 — 22)* + 323,

és ez a kifejezés minden x # 0 vektor esetén pozitiv.
Ugyanakkor a

Q(x1,x2,x3) = x% — 2x129 + x% + 33:% = (r1 — x2)2 + 333%

kvadratikus alak csak pozitiv szemidefinit, hiszen egyrészt Q(z) > 0 minden x
vektor mellett, masrészt példaul Q(1,1,0) = 0, azaz taldlhaté olyan nem nulla
vektor, amelyen ) nulla értéket vesz fel.

Teljesen hasonléan a
Q(x1, 22, 13) = 227 — 22129 + T3 — 323

kvadratikus alak indefinit, hiszen egyarant felvesz pozitiv és negativ értékeket is.
Behelyettesitéssel ellendrizhets, hogy példaul Q(1,1,0) =1 > 0, és Q(0,0,1) =
-3 <0.

A tovabbiakban a definitség fogalmait ugyanilyen modon fogjuk hasznélni a
Q@ kvadratikus alaknak megfelel§ B szimmetrikus matrixra is.



218 33. FEJEZET. KVADRATIKUS ALAKOK

33.4. Teljes négyzetté alakitas

Egy kvadratikus alak definitsége nagyon egyszertien eldonthetd, ha csak tiszta
négyzetes tagokbol all (azaz nincs vegyesszorzat).
33.7 Példa. Tekintsiik példaul az R* téren a

Q(z) = 527 + 323 + 923 + 223

kvadratikus alakot. Ez nyilvan pozitiv definit, hiszen a négyzetosszeg pozitiv,
ha x # 0.
Az is konnyen lathato, hogy a

R(z) = 32% + 522 — 222

kvadratikus alak viszont indefinit, hiszen példaul az

=1 a29=1 23=0 x24=0
vektoron felvett értéke pozitiv, ugyanakkor az

1 =0 29=0 23=0 x4=1
valasztassal R negativ értéket vesz fel.

Teljesen hasonlé médon ellenérizhetjiik, hogy példaul a
P(z) = 323 + x5 + 23

kvadratikus alak (FIGYELEM, z; hidnyzik!) pozitiv szemidefinit. Egyrészt
ugyanis a négyzetdsszeg nemnegativ, masrészt talalhato olyan x # 0 vektor,
nevezetesen
1 =1 és zo=x3=24=0
amelyre P értéke nulla. Ezért P nem lehet pozitiv definit.
A fenti példa észrevételeit a kovetkezs tételben fogalmazhatjuk meg.
33.8 Tétel.  Tegyiik fel, hogy Q olyan kvadratikus alak, amely csak tisztdn
négyzetes tagokat tartalmaz, nevezetesen
Q(x) = b12? + boxs 4 ... + b2
Akkor az egyiitthatok eldjelei alapjdin a kévetkezd eseteket kilonbiztetjik meg.
e Ha minden k indexre by, > 0, akkor Q pozitiv definit.

o Ha mindegyik by, > 0, és van olyan j, amelyre b; = 0, akkor Q) pozitiv
szemidefinit.

e Ha az egyiitthaték kézott eldfordul pozitiv és negativ is, akkor Q indefinit.

Természetesen analog eseteket fogalmazhatunk meg a negativ definit, illetve
negativ szemidefinit esetekre is. Tételiink alapjan a tovabbiakban azt vizsgéljuk,
hogy egy kvadratikus alak hogyan transzformalhaté olyanné, amelyben csak
tiszta négyzetes tagok édllnak (teljes négyzetté alakitas n-dimenzioban).
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33.5. Definitség a sajatértékek alapjan

Tekintsiik a @) : R™ — R kvadratikus alakot, és jeldlje B a hozza tartozé n x n-es
szimmetrikus méatrixot.

A szimmetrikus matrixok spektraltétele (lasd el6zs fejezet) szerint az R™
térnek 1étezik a B sajatvektoraiboél allo

Viyeo.yUp
ortonormélt bazisa, amelyre
B’L)1 = )\1’01 “ee an = /\nvn .

Ebben a bazisban a B matrix a kovetkezs B diagonalis alakot 0lti:

Moo 0
B )
0 ... A
Itt A1,..., A, a B megfelels sajatértékei (nem feltétleniil mind kiilénbozsek).

Konnyen lathato, hogy ezzel a diagonélis méatrixszal a kvadratikus alak tiszta
négyzetes alaki lesz. Ugyanis a tér barmely y = yyv1 + ... + ynv, vektorara

(y, By) = \iyi + ...+ A\y2

Ezen észrevétel alapjan a kovetkezd tételt fogalmazzuk meg.

33.9 Tétel. Tekintsik a Q kvadratikus alakot, és jelentse B a hozzd tartozo
szimmetrikus mdtrizot, azaz

Q(z) = (z, Bx)
minden x € R™ esetén. Tekintsiik a B sajdtértékeit.
e Ha minden sajdtérték pozitiv, akkor Q pozitiv definit.

e Ha minden sajatérték nemnegativ, és van kéztik nulla, akkor Q pozitiv
szemidefinit.

e Ha minden sajdtérték megativ, akkor () negativ definit.

e Ha minden sajatérték nempozitiv, és van kéztik nulla, akkor Q) mnegativ
szemidefinit.

e Ha van pozitiv és negativ sajatérték is, akkor Q indefinit.
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_ Bizonyitas. Az eddigiek alapjan csak annyit kell igazolnunk, hogy B és
B definitsége megegyezik. Ha a korabbi jeloléseinket hasznalva S jelenti a B
sajatvektoraibol all6 matrixot, akkor

(y, By) = (y, ST BSy) = (Sy, BSy) = (x, Bx)

a tér barmely y vektordra. Mivel S invertalhatd, azért x = Sy a tér minden
vektorat elgallitja. O

33.10 Példa.

Allapitsuk meg a Q(z) = 22? + 5zyx3 + 523 — x321 — 22 kvadratikus alak
definitségét!
Vil4gos, hogy a hozza tartozdé B szimmetrikus matrix a kovetkezd:

2 0 2
B=]10 5 0
2 0 -1
amelynek karakterisztikus polinomja
det (B=AE)=(5-MNAN=-3)(A+2).
Ennek gyokei, azaz a B sajatértékei

)\1:5 )\2:3 és /\3:—2

Ezek k6z6tt pozitiv és negativ is eléfordul, ezért @ indefinit.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-1 II/1 és II/7 szakaszok kidolgozott példainak fel-
dolgozéasa.

2. Hazi feladatok: a II/1 szakasz 1.6.4, 1.7.3, 1.8.3, 1.8.5, 1.9.3, 1.9.4, 1.9.5,
tovabba a II/7 szakasz 7.1.4, 7.2.3, 7.3.4, 7.3.5, 7.4.4, 7.4.5 feladatai.

3. Tankdnyv-1 12.5, 15.8 és 15.9 szakaszai.



34. fejezet

Tobbvaltozo6s fuggvények
derivalasa

34.1. Parcialis derivaltak

Tekintsiink egy f : R®™ — R fliggvényt. Ezt ugy tekintjik, mint f(x) =
f(z1,...,xy,), azaz az x € R™ vektor koordinatainak n-valtozos fliggvényét.

34.1 Definicio. Azt mondjuk, hogy f parcidlisan differencidlhato a k-ik
valtozo szerint az x pontban, ha az

F(t) = f(.’)? + tek)

fliggvény a t valtozo szerint differencidlhaté a ¢ = 0 pontban, ahol ey a k-ik
standard béazisvektor. Ilyenkor jel6lésben

_or
78.7;1@

F(0) = fi(@) ()

az f k-ik valtozo6 szerinti parcidlis derivdltja az x pontban.

Vilagos, hogy a definicié azt jelenti, hogy a k-ik véltozo szerinti parcilis
meghatarozasahoz az Gsszes tobbi valtozot allandonak tekintjiik, és csak az zy
szerint derivalunk.

34.2 Példa. Tekintsiik példaul az
f(x,y) = bae 23"

fliggvényt a sikon. Ekkor
of

3,2 9 2
== (z,y) = 5e 2T _ 10ge 2" T3V

or
221
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a szorzat derivalasi szabalya alapjan, és teljesen hasonléan

of B
a—y (z,y) = 30zye

—2:v+3y2

barmely (z,y) pontban.

34.3 Példa. Egy adott pontbeli parcidlis derivalt meghatérozasahoz néha
célszertibb lehet az elGszor allandénak tekintett valtozok kozvetlen behelyette-
sitése, majd ezutan a derivalas elvégzése. Tekintsiik példaul a hdromdimenzi6s
téren az

f@,y,2) = V1422 +3y2 +222- (5 —a® —y?) - e " 2%

fiiggvényt, és szamitsuk ki a z valtozo szerinti parcialis derivéaltat a P(2,1,2)
pontban.

Természetesen megtehetjiik, hogy formalisan elGallitjuk a z-szerinti derival-
tat, majd behelyettesitjiikk az adott P pont koordinatait. Ez elég hosszadalmas
szamolassal jar.

Sokkal gyorsabban kapunk eredményt, ha elGszor beirjuk az x = 2, y = 1
értékeket, ekkor lathato, hogy az

f(2,1,2) =0
konstanshoz jutunk barmely z mellett. Tehét

of B
5, (2.1,2)=0.

Természetesen a parcidlis derivalt nulla barmely mas P(2,1, z) pontban is.

34.2. A derivalt

34.4 Definicié. Tegyiik fel, hogy az f : R® — R fiiggvénynek az x pontban
léteznek a parcialis derivaltjai (mindegyik valtozo szerint). Ekkor az

F@) = | @ g (a)

kifejezést az f derivdltjanak nevezziik az x pontban.

Ezt a vektort az irodalomban néha az f gradiensének is nevezik az x pontban.
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34.5 Példa. Példaul a harom dimenzios téren értelmezett alabbi f fiiggvény:

[y, 2) = 2zyv/a? + y? + 22
esetében a P(2,1,2) pontban

F(2,1,2) = [26 40 8]

373’3

Ellenérizziik ezt tgy, hogy el6szor kiszamoljuk az f'(z,y, z) vektort, majd be-
helyettesitjik a P(2,1,2) pont koordinatait!

34.6 Példa. Legyen B adott n x n-es szimmetrikus matrix, és tekintsiik a
Q(z) = (z, Bx) ZZb”xzm]
i=1 j=1

kvadratikus alakot, ahol b;; a B métrix ¢-ik sordnak j-ik eleme. Hatarozzuk
meg a @ kvadratikus alak xj valtozé szerinti parcialis derivéltjat! Ekkor

&L’k szkﬂ% + Zbkavj

hiszen mindazon tagok derivéltja nulla, amelyekben z; nem szerepel. Ez a kife-
jezés a B matrix szimmetridjara tekintettel (ugyanis b;; = b;; minden indexre)
agy is irhato, hogy

Txk = QZbijj

minden k£ = 1,...,n index esetén. A JObb oldalon éppen a 2Bz szorzatvektor
k-ik eleme all. Tehat a @ kavdratikus alak derivaltjara az adodik, hogy

Q'(r) =2Bx

minden = mellett. Vegyiik észre, hogy ez az eredmény teljesen analog az egy-
valtozos masodfoku fiiggvény derivaltjaval

34.3. LancszabAly

Legyen az aldbbiakban f : R™ — R olyan fiiggvény, amelynek léteznek a par-
cidlis derivaltjai, és azok folytonos fiiggvények. Legyenek tovabba gi,...,¢n
differencidlhato valds fiiggvények a szamegyenesen, és tekintsiik az

B(t) = f(91(2), .. gn(t))
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Osszetett fiiggvényt. Az egyszeriibb irasmod kedvéért vezessiik be a
91(t)
g(t) = | :
gn(t)
jelolést, akkor ez ugy is irhat6, hogy
F=fog
a szamegyenesen. Ekkor az egyvaltozos Lancszabélyhoz (lasd 4.7 Tétel) teljesen

hasonléan igazolhaté a kovetkezs tétel.

34.7 Tétel. (Lancszabaly) A fenti feltételek mellett F differencidlhato, és
F'(t) = (f'(9(t),g'(t) = > afm(g(t))gfg(t)

k=1

minden t € R pontban.

34.8 Példa. Tekintsiik példdul a sikon az
flz,y) = a® —ay —2°
fliggvényt, és legyenek
x = g1(t) = cost valamint y = go(t) =sint

Ekkor az F' = f o g fiiggvény derivaltja a Lancszabaly szerint

F'(t) = fg(g(t)) sint + g—f(g(t)) cost = —4sintcost + sin®t — cos® .
€ Y

Ellendrizziik, hogy g1 és go kdzvetlen behelyettesitésével, majd a kijelolt deriva-
las elvégzésével ugyanerre az eredményre jutunk.

34.9 Példa. Legyen ismét f : R™ — R olyan fiiggvény, amelynek léteznek a
parcialis derivaltjai, és azok folytonos fliggvények. Legyen tovibba v € R" egy
tetszéleges adott vektor, és tekintsiik a

g(t) =z +tv
ahol x adott rogzitett vektor. Hatarozzuk meg az F' = f o g derivaltjat!
Mivel nyilvanvaléan ¢'(t) = v, azért a Lancszabaly alapjan

F'(t) = (f'(z + tv),v).
Nevezetesen a t = 0 helyen

FI(0) = (f'@),0) =3 2L (@)

ahol a v konstansok a v vektor koordinatai.
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34.4. Masodrendi parcialis derivaltak

Amennyiben az f : R® — R fiiggvény i-ik valtozo szerinti parcidlis derivaltfiigg-
vénye parcialisan differencidlhato a j-ik valtozo szerint egy x pontban, akkor ott
tekinthetjiik az f masodrendd parciélis derivaltjat:

il (z) vagy fii(z) illetve i = j esetén: 82—f(gc) vagy f/(x)
O0x;0x; &Y Jij J e gy Jii

jeloléseket hasznalva. Az el6bbit vegyes, az utobbit tiszta masodrendi parcidlis
derivaltnak nevezziik.

34.10 Példa. Példaul az
flx,y) = a® = 3a*y* + 24
fliggvény esetében

f
dxdy

o0 f

(z,y) = —12zy illetve

minden x és y mellett.

34.11 Példa. Vizsgéljuk meg tjra a 34.9 Példaban definialt F fliggvényt, és
adjuk meg az F"(x + tv) masodik derivalt értékét.

Mivel

PO =+ )0 =3 L@,

Ez éppen egy olyan kvadratikus alak a v valtozéban, amelynek matrixa

9 f of 9 f
69:? (J)) 0x10T2 (Jf) e Ox10x, (33)
*f *f 2*f

A= Oxo0x1 (:E) O3 (l’) Tt Qxolxy, (:E)

a2 a? 92 '
8:1:"6];1 (.’L‘) awngmg (aj) e g (.’17)
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Ennek a méatrixnak a segitségével a fenti masodik derivalt a kovetkezs alakba
irhaté

F"(0) = (v, Av)

minden v vektor mellett.

34.12 Definicié. A fenti n X n-es A matrixot az f mdsodrendi derivdltjanak
nevezziik az x pontban, jeldlése:

%f i 82f
5270 mom (8 gmaen (@)
9%f i 8%f
f.,/(z) . Oxo0x1 (x) 87;8::,’(1') e Ox20xy, x)
82f‘ an. 02f-
O0x,0x1 (.I) O0x,0x2 (.13) tet ox2 (l‘)

Az f”(x) méatrixra hasznalatos a Hesse-mdtrixz elnevezés is.

34.5. Young-tétel

34.13 Példa. Koénnyen lathato, hogy példaul az f(z,y) = 222 +52%y> —In(xy?)
fliggvény esetében

%(as,y) = 62°+10zy° — 1/z
%(% y) = 15z —1/y

o> f 3 2
@(x,y) = 120+ 10y° —1/x
gjj;(x, y) = 3027y —2/y°
;;gy(x, y) = aa;gx (,y) = 30xy?

A fenti példankban azt lathatjuk, hogy az f fliggvény vegyes mésodrendii
parcidlis derivaltjai megegyeznek. A kovetkezd tétellink azt fogalmazza meg,
hogy ez nem véletlen, viszonylag altalanos feltételek mellett ez mindig érvényes.

34.14 Tétel. (Young) Ha az f n-vdltozds fiigguény mdsodrendd parcidlis
derivdltfiiggvényei léteznek és folytonosak, akkor az f"(x) Hesse-mdtrix szim-
metrikus, azaz
o f _ 0 f
6xi8xj = 81‘18331 :E)
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bdrmely i,5 = 1,2,...,n indexekre.

Bizonyitas. Nyilvan elég a bizonyitast a kétvéltozos esetre elvégezni. Te-
gyiik fel, hogy f : R? — R a feltételeknek megfelels. Legyen v € R rdgzitett, és
tekintsiik az

F)=fty+o) = fty), GO = flzt+ot) = flat)

fiiggvényeket. A feltevésiink szerint ezek differencidlhatok az x, illetve az y pont
egy kornyezetében, és

Flz4+v)—F(x)=Gly+v)—G(y) . (34.1)
A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint talalhato olyan 0 < ¢ < 1 szdm, amelyre
F(x +v) — F(x) = F'(z + tv)v,

Flz+v)—F(x) = (filz+to,y+o)— filz+to,y))v
= (Diaf(z+tv,y)v+o(v)v.

Innen a masodik derivalt folytonossiga alapjan

_ 2
lim F(z+v)— F(x) _ o°f
v—0 v2 0x0y

(z,y) -

Teljesen hasonlé gondolatmenettel az adoédik, hogy

. Gly+v) -Gy _ f
31_% UQ - 8y8x(x’y) .

Ezért a (34.1) egyenl6ségbdl azonnal kévetkezik, hogy

OF oy = 2 ()
Ox0y »Y) = Oydx ©Y

azaz a masodik derivalt szimmetrikus matrix. O

34.15 Példa. Legyen példaul f: R® — R az
[y, 2) = 2%y + 2yz — y?2°

formulaval értelmezett fiiggvény. Ellendrizziik, hogy a maéasodik derivalt az
(z,y, z) helyen az

4y dor + 2 Y
f'(w,y,2)=| dox+2 =222 x—4dyz
y r—4yz —2y°
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szimmetrikus matrix.

34.16 Példa. Tekintsiink egy B n X n-es szimmetrikus matrixot, és hatarozzuk
meg a

Q(z) = (z, Bx)
kvadratikus alak méasodik derivaltjat.

Mivel @Q'(z) = 2Bz, amelyben mindegyik koordinata els6fokon szerepel,
ezért konnyen lathatd, hogy a Hesse-matrix a

Q"(r) =2B

szimmetrikus matrix minden x pontban.

Otthoni tanulashoz
1. A Feladatgytjtemeény-1 II1/1 és I11/2 szakaszai kidolgozott példainak fel-
dolgozéasa.

2. Hazi feladatok: III/1 szakasz 1.1.4, 1.1.5, 1.1.6, 1.1.7, 1.4.3, 1.4.4, 1.4.5,
1.5.3,1.5.4, 1.6.3, 1.6.5 feladatai, tovabba a I1T/2 szakasz 2.2.2, 2.2.3, 2.2.4,
2.2.6, 2.2.8, 2.2.10, 2.2.11, 2.2.14, 2.2.15, 2.2.16 feladatai.

3. Tankonyv-1 15.3, 15.4, 15.6, 16.1 és 16.2 szakaszai, valamint a 17. fejezet.



35. fejezet

Tobbvaltozo6s fuggvények
sz€lsbértéke

35.1. Lokalis szélsGérték

35.1 Definicié. Az R"™ tér origd kdzéppontu egységgémbjén a
B={zeR":|z| <1}

halmazt értjiik. Vilagos, hogy valamely a € R™ pont koriili » > 0 sugara gémb
az

a+rB={zeR": ||z —a| <r}

formuléval adhaté meg.

Tekintsiink egy f : R™ — R fiiggvényt. Azt mondjuk, hogy az értelmezési
tartomany valamely a pontja az f lokilis minimumbhelye, ha taldlhaté olyan
€ > 0, hogy

f(x) = f(a)
az értelmezési tartomany minden olyan x pontjaban, amelyre = € a + ¢B, azaz
|z —al <e.

Hasonléan értelmezziik a lokalis maximum fogalmét, és értelemszertien fo-

229
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35.2. Elsérendi sziikséges feltétel

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy az f : R® — R fiiggvény parcialis derivaltjai
léteznek és folytonosak az a pont egy kdrnyezetében.

35.2 Tétel. Ha az a € R™ pont az f lokdlis minimumbhelye, akkor

o (o

axl(a):...— axn(a)zO.

Bizonyitas. Tekintsiik ugyanis az e, € R™ egységvektorokat, és jeldlje
F(t) = f(a+teg).

A lokalis minimum definicioja alapjan az F' fiiggvénynek lokalis minimumbhelye
van a t = 0 pontban, masrészt a Lancszabaly szerint F differencialhato is,
éspedig

F'(t) = (f'(a+tex), ex) -

Innen adédik, hogy minden k£ = 1,...,n indexre:

or

0= F(0) = {f(a).ex) = 5-(0)

A fenti tétel szerint a parcialis derivaltakra felirt egyenletrendszer megol-
désai kozott kereshetjiik a fliggvény szélsGértékhelyeit. Ez az egyenletrendszer
azonban (az egyvaltozos esethez hasonléan) csak sziikséges feltételt fogalmaz
meg. Példaul az

fla,y) =2y
fiiggvény esetében az fi(x,y) = f4(x,y) = 0 egyenletrendszer egyik megoldasa
(xz,y) = (0,0). Ekkor
f(0,0)=0
de ez nem lehet szélsGérték, hiszen f az origd koriili barmilyen sugari gémb
belsejében felvesz pozitiv és negativ értékeket is.

Sziikségilink van tehat masodrendd (sziikséges, illetve elégséges) feltételekre.

35.3. Masodrendii sziikséges feltétel

A tovabbiakban feltessziik, hogy f : R™ — R kétszer folytonosan differencialhato
az a pont egy kornyezetében.

35.3 Tétel. Tegyiik fel, hogy a az f lokdlis minimuhelye. Akkor az f Hesse-
mdtriza az a helyen pozitiv szemidefinit.
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Bizonyitas. Legyen v € R”™ tetszéleges, és vezessiik be a korabbiakban

vizsgalt
F(t) = f(a+tv)
fiiggvényt. A feltételiink szerint F' kétszer differencidlhaté, és ha a az f lokalis
minimumbhelye, akkor 0 az F' lokilis minimumbhelye, ezért F”/(0) > 0. Ez azt
jelenti, hogy
0< F"(0) = (f"(a)v,v)

Mivel v € R™ tetszsleges volt, ez éppen azt jeleneti, hogy a Hesse-matrix pozitiv
szemidefinit. O

Ez a tételiink még nem ad elégséges (csak sziikséges) feltételt a szélsGértékre,
elég, ha az

fla,y) =2 +y*
fiiggvényre gondolunk. A (0,0) pontban a parcialis derivaltak nulldk és a Hesse-

matrix is a nulla méatrix (tehat egyszerre pozitiv és negativ szemidefinit), de ez
a pont nem szélsGérték.

Termeészetesen a tételiinkkel analog allitast fogalmazhatunk meg lokalis ma-
ximumhely esetére is, ilyenkor a Hesse-métrix negativ szemidefinit.

35.4. A széls6érték elégséges feltétele

Tegyiik fel, hogy az f : R® — R filiggvény mésodrendd parcidlis derivaltjai
léteznek, és folytonosak az a pont egy kornyezetében.

35.4 Tétel. Tegyiik fel, hogy az a pontban az f parcidlis derivdltjai nulldk, és
itt az " (a) Hesse-mdtrix pozitiv definit. Akkor a az f lokdlis minimumhelye.

Magatol értet6dden az f”’(a) negativ definitsége lokalis maximumot jelent.

A tétel bizonyitasa egy kicsit tulmegy a megtargyalt anyagon, ezért azt el-
hagyjuk. Megjegyezziik azért, hogy természetes lenne arra gondolni, hogy az

F(t) = f(a+ tv)

fiiggvénynek legyen lokilis minimuma van a ¢ = 0 pontban barmely v vektor
esetén. Ennek valoban elégséges feltétele az, hogy F”/(0) > 0 barmely v # 0
esetén, ami azzal ekvivalens, hogy az f”(a) Hesse-méatrix pozitiv definit. Csak-
hogy a problémat az okozza, hogy az F' lokélis minimumbhelye a ¢ = 0 pontban
barmely v vektor mellett még nem elegends ahhoz, hogy az f fiiggvénynek lo-
kalis minimumbhelye legyen az a pontban. Ezt a kovetkezd példaban mutatjuk
meg,.

35.5 Példa. Tekintsiik sikon a kovetkezd fliggvényt:

x2 hay=2a22ész>0

fla,y) =< —a? hay=22¢és2<0
2?2 +y? Kkiilsnben
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Ebben az esetben az origo az f fiiggvénynek nem szélsGértékhelye, hiszen annak
barmely kornyezetében felvesz pozitiv és negativ értékeket is.

Ha azonban barmely v nem nulla sikbeli vektort tekintiink, akkor az
F(t) = £((0,0) + tv)

fiiggvénynek a t = 0 pont szigori lokélis minimumhelye, hiszen barmely origén
dtmend v irdnyu egyenesnek van olyan, az origét tartalmazoé szakasza, amely
nem metszi az y = x2 egyenlett parabolat a sikon.

A kénnyebb megértés érdekében KESZITSUNK ABRAT!

35.5. A széls6érték meghatarozasa

Egy n-valtozos fliggvény szélsGértékeinek meghatarozasahoz tehat a kovetkezd
lépéseket kell elvégezniink:

1. Hatarozzuk meg a parcialis derivéiltakat

2. Mindegyik parciélis derivéltat tegyiik egyenlévé nulldval, és oldjuk meg az
igy keletkez6 egyenletrendszert

3. Ezen helyek mindegyikén allitsuk el§ a fliggvény Hesse-méatrixat

4. Ha egy adott helyen a Hesse-matrix pozitiv definit, akkor az a fiiggvény
lokalis minimumhelye

5. Ha egy adott helyen a Hesse-matrix negativ definit, akkor az a fliggvény
lokélis maximumhelye

6. Ha egy adott helyen a Hesse-matrix indefinit, akkor itt a fliggvénynek
nincs szélsGértéke

7. Ha egy adott helyen a Hesse-matrix szemidefinit, akkor a feladat tételeink
alapjan nem oldhat6 meg, az eset egyedi vizsgalatot kivan

35.6 Példa. Vegyiik els§ példaként az

flzy) =2 +9°

fliggvényt. Az egyetlen hely, ahol a parcialis derivaltak nullak az origd. Ebben
a pontban a Hesse-métrix
0 0
w=[5 8]
amely nyilvin pozitiv szemidefinit. Vildgos azonban, hogy az origd a fiiggvény
(globalis) minimumbhelye.
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Teljesen hasonl6é szamitast hajthatunk végre, ha az

flz,y) = —a* +y?
fiiggvényt vizsgaljuk. Ugyanugy az origd az egyetlen kritikus pont, és a megfe-
lel6 Hesse-métrix is azonos. Ekkor azonban az origé nem lehet szélsGértékhely,

hiszen a fiiggvény az origbhoz tetsz6legesen kozel felvesz pozitiv és negativ ér-
tékeket is.

Az ilyen pontot az f fiiggvény nyeregpontjanak nevezziik.

35.7 Példa. Keressiik meg az alabbi fliggvény szélsGértékeit:
fla,y,2) = (@ — dy)e” T+

Ekkor az elsérendi parcialis derivaltakra az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

Fllz,y,2) = (20— 2%+ 4y)e @) =0
fé(‘r7 Y, Z) = (*4 —z? + 4y)6*(1+y+z2) =0
fé(‘r7 Y, Z) = *QZ(IQ — 4y)67(m+y+22) =0

amelynek egyetlen megoldasa (x,y, z) = (—2,2,0)
Alkalmazzuk ezutdn a méasodrendd feltételiinket. Ezen a helyen a Hesse-
matrix:

H =

O = O
[
o O O

A Hesse-matrixnak megfelel6 kvadratikus alak ezért
627 + 8w 20 + 423 4 823 = 227 + 4(21 + 22)* 4 823 .

Tehat a Hesse-métrix pozitiv definit, ezért a (—2,2,0) pontban az f fiiggvénynek
lokalis mintmuma van.

35.6. A kétvaltozos eset

Az elégséges feltételt megfogalmazo tételiink alapjan kénnyen adhatunk jol ke-
zelhet§ feltételt lokalis szélsGértékre a kétviltozos esetben. Ilyenkor ugyanis a
definitség konnyen ellenérizhetd.

Ha f : R? — R a 35.4 Tétel feltételeit kielégits fliggvény, tovabba a € R2
olyan pont, ahol f’(a) = 0, akkor itt az f Hesse-matrixa

ro- ) 8
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Tehat a Hesse-matrix karakterisztikus polinomja
P(N) =X — (fii(a) + for(a) A + fii(a) f2(a) — fiz(a)®

figyelembe véve a Hesse-matrix szimmetriajat.

Ennek a masodfokd polinomnak csak valos gyokei vannak, hiszen a matrix
szimmetrikus. A gyokok és egyiitthatok Osszefiiggése alapjan tehat a kovetkezs
allitast fogalmazhatjuk meg.

35.8 Tétel.

o Ha f](a)fih(a) — fi5(a)? > 0, akkor az x = a pont az f figguény lokdlis
szélsdértékhelye. Ez a szélsdértékhely

— lokdlis minimumbhely, ha f{}(a) > 0.

— lokdlis mazimumhely, ha f];(a) < 0.
o Nincs szélsdértékhely (nyeregpont), ha f{)(a)fi(a) — fi5(a)? < 0.

o Nem eldonthets, ha f])(a)fy(a) — fi5(a)? = 0.
Az utébbi esetben a feladat tovabbi vizsgélatot igényel.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-1 II1/2 szakasza kidolgozott példainak feldolgozasa.

2. Hazi feladatok: a III/2 szakasz 2.2.2, 2.2.3, 2.2.4, 2.2.6, 2.2.8, 2.2.10,
2.2.11, 2.2.14, 2.2.15, 2.2.16 feladatai.

3. Tankdnyv-1 17. fejezet.



36. fejezet

Legkisebb négyzetek
modszere, regresszio

Ebben a fejezetben egy kozelits eljarast, a legkisebb négyzetek médszerét tar-
gyaljuk. Ez az eljaréas a statisztika tananyagban szereplé regresszié matematikai
alapja.

36.1. Legkisebb négyzetek médszere

Tegyiik fel, hogy valamely kisérlet kimenetelére n szami megfigyelést végeztiink,
és az x1,. .., Ty, killonbozd helyeken az y1, . . ., y, értékek adodtak. Az az elkép-
zelésiink, hogy ezekre a tapasztalati adatokra linearis modell illeszthets, azaz
egy olyan y = mxz + b egyenletd egyenest keresiink, amelyre

mxy+ b=y Mmxy +b=1yn

Természetesen az adatok nem kdvetik a mi hipotézisiinket, ezért &ltalaban ilyen
egyenes nem létezik. Ha ezt ,mérési hibanak” tudjuk be, és megelégsziink egy
jO kozelitéssel, akkor egy olyan egyenest keresiink, amely az adatainkat ,,jol”
kozeliti. Jo kozelitésen azt értjiik, hogy az

Flm,b) =" (ma; +b—y;)?

i=1

négyzetosszeg minimalis. Ezt a kozelits eljarast legkisebb négyzetek moédszerének
nevezziik.

FIGYELEM! Vajon miért nem szimplan az mx; — y; eltérések Gsszegét hasz-
naljuk? Egyébként vizsgalhatnank az |max; —y;| abszolut értékes eltérések Gssze-
gét is. Ez teljesen korrekt lenne, de technikailag nagyon megnehezitené a sza-
mitasokat.

235
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36.2. Analitikus megoldas

Tekintsiik tehat az

n

f(m,b) = Z(mgcZ +b—1y)? (36.1)
i=1
fliggvényt, és adott x1,...,x, illetve yy,...,y, értékek mellett keressiik meg m
és b azon értékeit, amelyekre f minimalis.

A minimumbhelyre a parcialis derivaltakbol a

8 n

a—:;(m, b) = ZQxi(mxi +b—y;)=0
i=1

%(m,b) = Z2(m1’1 +b—yz) =0

=1

egyenletrendszer adodik. Innen a

n
E TilYi
i=1

n

Zyi

=1

n n
m E 2 +b E x4
i=1 i=1

P
mZzi + bn (36.2)
i=1

lineéris egyenletrendszert kapjuk, amibd&l az m és b ismeretlenek mar kénnyen és
egyértelmtien meghatarozhatok. Vilagos, hogy igy minimumhoz jutunk, hiszen
f teljes négyzetek Osszegeként all eld.

Egyébként a masodrendi parcialis derivaltak meghatarozasaval kdnnyen lat-
hato, hogy az f fliggvény Hesse-métrixa allandé (m-t6l és b-t6l fiiggetlen), és-

pedig
o= T2 ]

i=1 2$1 2n

Vilagos, hogy a Hesse-matrix pozitiv definit szimmetrikus matrix, hiszen a

n n n 2
det (A —AE) = X2 — A <Z2x3 + 2n> +2ny 227 - (Zm) =0
=1 =1 =1

egyenletnek csak pozitiv gyokei lehetnek. Valéban, a szamtani és négyzetes
kozepek kozotti egyenltlenség alapjan

hiszen az x; értékek nem mind azonosak. Innen adédik, hogy a fenti egyenlet
konstans tagja pozitiv.
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36.3. Algebrai megoldas

Az el6z6 szakaszban elGéllitott minimumbhelyet derivalas nélkiil, pusztan algebrai
eszkozokkel is megkaphatjuk. Ha bevezetjiik az

Tq 1 Y1
A=szvy=s,z=[7}]
Tn 1 Yn
jeloléseket, akkor ellendrizziik, hogy
mzx; +b—
Az —y = :
mxy, +b—yn
ezért a (36.1) alatti f(m,b) fliggvény az

f(z) = Az = y)?

alakban irhaté fel. Olyan z vektort keresiink, amelyre az Az és y vektorok ta-
volsdga minimdlis. Mas megfogalmazasban: keressiik az im A altér azon elemét,
amely az y vektorhoz legktzelebb van. Ez a tavolsadg nyilvan pontosan akkor
minimalis, ha az Az — y vektor ortogonélis az im A altérre.

Ez azt jelenti, hogy az R? mindkét e; bazisvektorara
(Az —y, Ae;) =0
Innen egyszerd atalakitassal az
<ATAZ, ei> = <ATy, ei>
egyenlet adodik ¢ = 1,2 mellett, amibd&l
AT Az = ATy .

Itt AT A nyilvan invertalhaté, hiszen 2 rangi 2 x 2-es matrix. Kovetkezésképpen

m T N1 T
[ ! ]:z:(A A ATy
A Kkijelolt mtveletek elvégzésével konnyen ellendrizhets, hogy igy is a (36.2)
alatti egyenletrendszer megoldasahoz jutottunk. Gyakorlasképpen végezziik el
ezt a szamitast!

36.4. Regresszi6

Legyenek X ésY valosziniiségi valtozok, ahol az X értékkészlete az {x1,...,2,}
halmaz. Tegyiik fel, hogy az z1,...,x, pontokban az Y véltoz6 megfigyelt
feltételes varhato értékei

yi = B(Y|X = ;)
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ahol P(X = ;) # 0 minden i = 1,...,n esetén.

A kapott (z;,y;) pontokat a sikon adbrazolva lehet olyan elképzelésiink, hogy
ezek kozelitSleg egy adott fliggvény grafikonjara illeszkednek. Ha példéaul ez a
fliggvény az

y=mzx+b

egyenes, akkor az m és b paramétereket ugy kivinjuk megvalasztani, hogy ez a
kozelités a lehetd legjobb legyen, abban az értelemben, hogy az

E((mX+b-Y)?
varhat6 érték minimalis. Tekintsiik tehat a

glm,b) = E((mX+b-Y))
= E(m’X?+2bmX +b> - 2mXY — 2bY +Y?)
= m?E(X?) +2bmE(X) +b* - 2mE(XY) — 2bE(Y) + E(Y?)

fliggvényt. Ekkor a parcialis derivaltakra a

%(m, b) = 2mBE(X?)+%E(X) - 2E(XY) =0
%(m, b) = 2mE(X)+2b—2E(Y) =0

lineéris egyenletrendszer adédik. Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa

_ E(XY) - E(X)E(Y) _ Cov(X,Y)

E(X2)-E(X)2  Var(X)
illetve Con(X.Y
b=E() - WE(X)

Koénnyen lathato, hogy ilyen médon valéban minimumbhelyet kapunk, hiszen g
olyan mésodfoku fiiggvény, amelyben a négyzetes tagok egyiitthatoi pozitivak.

FIGYELEM!

Ellendrizziik, hogy a g fiiggvény Hesse-matrixa pozitiv definit! (Es egyébként
fiiggetlen az m és b valtozoktol.)

Az igy nyert y = ma + b fiiggvényt (linearis) regresszids fiigguvénynek ne-
vezzik. A statisztikdban egyébként mas (pl. kvadratikus vagy komplikaltabb)
regresszios fliggvényeket is hasznélnak.

Otthoni tanulashoz

1. A Feladatgytjtemény-2 V /4 szakasza feladatainak feldolgozasa.
2. Hazi feladatok: Feladatgyiijtemény-2, 515, 526 és 528 feladatai.

3. Tankonyv-1, 17. fejezet, és Tankonyv-2, 7. fejezet.



Irodalmi utalasok, kitekintés

Természetesen tisztaban vagyunk azzal, hogy egy harom féléves matemati-
ka targyba jelen tananyagnal tobbet nem célszerd bepréselni. Ennek ellenére
minden tanévben szdmos olyan érdekl6ds hallgatonk akad, akik 6rémmel hal-
lananak tovabbi érdekes feladatokrol, nehezebb problémékrol, és akik szivesen
vallalnanak még komolyabb kihivasokat. Szamukra késziilt az alabbi utmutato,
ahol megtaldlhatjak azokat a forrasokat, amelyek feldolgozédsa soran kiprobal-
hatjak magukat.

Analizis, tobbvaltozds fiiggvények: Walter Rudin: A matematikai analizis
alapjai, Typotex, Budapest, 2012. (Talan a mai napig a vilag legjobb
klasszikus analizis tankényve, nehéz és érdekes feladatokkal.)

Linearis algebra: Dancs Istvan és Puskas Csaba: Vektorterek, Aula Kiado,
2005. (Az egyik legjobb magyar nyelvi linearis algebra tankonyv, kifeje-
zetten a matematikus-kozgazdasz hallgatok szempontjai szerint szerkeszt-
ve.)

Valoszinidségszamitas: Medvedev Péter: Bevezetés a valoszintiségszamitas-
ba. Letolthets: http://medvegyev.uni-corvinus.hu/kisvalszam.pdf (Szép,
és nagyon igényes bevezetés, szdmos izgalmas kozgazdasagi, pénziigyi al-
kalmazassal.)

Valésziniiségszamitas: Kai Lai Chung: Elementary Probability Theory with
Stochastic Processes, Springer-Verlag, New York, Heidelberg, Berlin, 1979.
(Orok klasszikus, gyonyori targyalasmod, gondolkodtaté feladatok. Fon-
tos magyar vonatkozasa, hogy a szerzé Polya Gyorgy didkja volt a Berkeley
egyetemen.)

E konyv szerzGje szivesen segit hallgatoinak a forrasok beszerzésében, és
nagy 6rommel nyudjt segitséget azok megértésében, feldolgozasaban.



	I. Első félév: Differenciál és integrálszámítás
	Sorozatok
	A határérték definicíója
	Végtelenbe tartó sorozatok
	A rendőr-elv
	Korlátosság és monotonitás
	Az Euler-féle e szám

	Végtelen sorok
	Végtelen sorok konvergenciája
	A geometriai sor
	Konvergencia a részletösszegek alapján
	Feltételek konvergenciára
	Abszolút konvergencia
	Hányados-kritérium

	Függvények határértéke és folytonosság
	Függvények határértéke
	A rendőr-elv
	Egyoldali határérték
	Folytonosság
	Folytonos függvények tulajdonságai

	Függvények deriváltja
	A derivált fogalma
	Görbék érintője
	Differenciálási szabályok
	Függvények kompozíciója
	Láncszabály

	A középérték-tétel
	Az inverz függvény
	Az inverz függvény differenciálhatósága
	Az exponenciális és a logaritmus függvény
	A szélsőérték szükséges feltétele
	Lagrange-féle középérték-tétel
	L'Hôpital-szabály

	A teljes függvényvizsgálat
	Monoton függvények
	A szélsőértékhely megkeresése
	Magasabbrendű deriváltak
	Másodrendű feltételek
	Konvex és konkáv függvények

	Integrálás
	A határozatlan integrál fogalma
	Alapintegrálok
	Kezdetiérték-feladatok
	Határozott integrálok
	Newton-Leibniz-formula

	Integrálási technikák
	Parciális integrálás
	Parciális integrálás határozott integrálokra 
	Integrálás helyettesítéssel
	Helyettesítés határozott integráloknál
	Lineáris differenciálegyenlet

	Az integrálás kiterjesztése
	Improprius integrálok
	Improprius integrálok a számegyenesen
	Parciális integrálás improprius integrálban
	Harmonikus sorok vizsgálata

	Hatványsorok
	Hatványsorok összege
	A konvergencia-sugár
	Hatványsor differenciálhatósága
	Az együtthatók meghatározása
	Az exponenciális függvény hatványsora

	Kétváltozós függvények deriválása
	Parciális deriváltak
	Érintősíkok
	A láncszabály
	Lokális szélsőérték
	Elsőrendű szükséges feltétel

	Feltételes szélsőérték
	Implicit függvények
	Feltételes szélsőérték
	Lagrange-multiplikátorok
	A szélsőérték-feladat megoldása


	II. Második félév: Valószínűségszámítás
	Valószínűség
	Kísérletek
	Az eseménytér
	Események
	Műveletek eseményekkel
	Valószínűségi mező

	Mintavételi eljárások
	Klasszikus valószínűségi mezők
	Mintavétel visszatevés nélkül
	Mintavétel visszatevéssel
	A Bernoulli-kísérlet

	Feltételes valószínűség és Bayes-tétel
	Feltételes valószínűség
	Függetlenség
	Teljes valószínűség tétele
	Bayes-tétel

	Valószínűségi változók és eloszlások
	Valószínűségi változók
	Diszkrét valószínűségi változó eloszlása
	Az eloszlásfüggvény
	A sűrűségfüggvény

	A várható érték és a szórás
	Diszkrét eloszlások várható értéke
	Végtelen elemű eloszlások várható értéke
	Folytonos eloszlások várható értéke
	A várható érték tulajdonságai
	A variancia és a szórás

	Nevezetes diszkrét eloszlások
	Karakterisztikus eloszlás
	Binomiális eloszlás
	Hipergeometriai eloszlás
	Geometriai eloszlás
	Poisson-eloszlás

	Nevezetes folytonos eloszlások
	Egyenletes eloszlás
	Exponenciális eloszlás
	A standard normális eloszlás
	Normális eloszlás

	Együttes eloszlások
	Együttes eloszlásfüggvény
	Diszkrét együttes eloszlások
	Folytonos együttes eloszlások
	Függetlenség
	Feltételes eloszlások

	Kovariancia és korreláció
	Összeg várható értéke
	Szorzat várható értéke
	Összeg varianciája
	Kovariancia és korreláció
	Teljes várható érték tétel

	Változók összegének eloszlása
	Diszkrét változók összegének eloszlása
	Folytonos változók összegének eloszlása
	A Poisson-folyamat
	Normális eloszlások összege
	Centrális határeloszlás-tétel

	A nagy számok törvénye
	Csebisev-egyenlőtlenség
	Csebisev-egyenlőtlenség ekvivalens alakban
	Poisson-approximáció
	Nagy számok törvénye

	A statisztika nevezetes eloszlásai
	Kétdimenziós normális eloszlás
	Korrelálatlan normális eloszlások
	Normálisból származtatott eloszlások
	A 2-eloszlás, a t-eloszlás és az F-eloszlás


	III. Harmadik félév: Lineáris algebra
	Vektorterek és alterek
	Az Rn vektortér
	Alterek
	Generált altér
	Lineáris függetlenség

	Lineáris függetlenség és bázis
	Generátorrendszer
	Bázis
	Dimenzió
	Elemi bázistranszformáció

	Lineáris leképezések és mátrixok
	Lineáris leképezések
	Leképezések mátrixa
	Mátrix rangja és szabadságfoka
	Mátrixok szorzása

	Lineáris egyenletrendszerek
	Homogén lineáris egyenletrendszerek
	Inhomogén lineáris egyenletrendszerek
	Inverz mátrix
	Az inverz mátrix meghatározása

	Sajátérték, sajátvektor
	Sajátérték, sajátvektor
	Sajátaltér
	Sajátvektorok meghatározása
	Lineárisan független sajátvektorok
	Transzformációk diagonális alakja

	Determináns
	Permutációk
	A determináns fogalma
	A determináns tulajdonságai
	A determináns kiszámítása
	Sajátértékek meghatározása

	Skaláris szorzat
	Skaláris szorzat
	Vektorok szöge, merőlegesség
	Ortogonális vektorok
	Gram-Schmidt-féle eljárás
	Az ortogonális komplementer

	A spektráltétel
	Transzponált mátrix
	Ortogonális mátrixok
	Szimmetrikus mátrixok
	Szimmetrikus mátrixok spektráltétele

	Kvadratikus alakok
	Kvadratikus alakok
	Kvadratikus alak mátrixa
	Kvadratikus alakok definitsége
	Teljes négyzetté alakítás
	Definitség a sajátértékek alapján

	Többváltozós függvények deriválása
	Parciális deriváltak
	A derivált
	Láncszabály
	Másodrendű parciális deriváltak
	Young-tétel

	Többváltozós függvények szélsőértéke
	Lokális szélsőérték
	Elsőrendű szükséges feltétel
	Másodrendű szükséges feltétel
	A szélsőérték elégséges feltétele
	A szélsőérték meghatározása
	A kétváltozós eset

	Legkisebb négyzetek módszere, regresszió
	Legkisebb négyzetek módszere
	Analitikus megoldás
	Algebrai megoldás
	Regresszió



